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ONSOZ
Bilim ve matematik, insanligin ilerlemesini saglayan temel
taglardir. Matematik, doganin dilini konugsmamiza olanak tanirken,
soyut diisiincenin sinirlarin1 zorlayan bir ara¢ olarak da karsimiza
cikar. Bu kitap, matematigin c¢esitli dallarinda yapilan giincel
arastirmalarin bir derlemesi niteligindedir ve okuyuculari bu zengin
disiplinin derinliklerine davet etmektedir.

Birinci boliim, cebirsel yapilarin temel taslarindan biri olan
halkalar ve modiiller {izerine odaklanarak, degismeli halkalar
iizerinde modiillerin c¢arpanlarina ayrilma Ozelliklerini ele
almaktadir. Bu calisma, cebirsel yapilarin daha iyi anlasilmasina
katk1 saglamay1 amaglamaktadir.

Ikinci béliim, Sturm-Liouville tiirii  sinir-deger-gecis
problemlerinde Rayleigh oraninin kullanimiyla ilgilidir. Bu klasik
konu, hem teorik hem de uygulamali matematik a¢isindan 6nem
tasimaktadir ve okuyuculara problem ¢oziimiindeki analitik
yaklasimlar1 tanitmaktadir.

Uclincii boliimde, conformable kesirli mertebeden tiirev
kavrami kullanilarak gelistirilen kismi diferansiyel denklemlerin
genellestirilmis homotopi analiz yontemiyle yar1 analitik ¢oziimleri
sunulmaktadir. Bu yenilik¢i yontem, kesirli tiirevlerin uygulama
alanlarii genisletmeyi hedeflemektedir.

Dérdiincii ve son boliimde ise kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlerin fonksiyonel degisken yontemiyle tam ¢oziimleri ele
alinmistir. Bu boliim, kesirli diferansiyel denklemler alaninda

calisan arastirmacilar i¢in yeni bir bakis acis1 sunmaktadir.

Bu kitap, matematiksel aragtirmalarda derinlemesine bir bakis
acis1 arayan akademisyenler, lisansiistii 6grenciler ve arastirmacilar



icin bir basvuru kaynagr olmayr amacglamaktadir. Kitabin
hazirlanmasinda emegi gecen tiim yazar ve arastirmacilara tesekkiir

ederim.

Okuyucularimiza, bu kitabin matematiksel bilgiye olan
katkisinin yani sira, yeni fikirler gelistirme ve arastirma yapma

noktasinda ilham vermesini dilerim.

Doc. Dr. Nihan GUNGOR

Editor
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BOLUM I

Degismeli Halkalar Uzerinde Modiillerin
Carpanlarina Ayrilmasi

Ali KARAKUS!
Giris

Halkalarin 6zel bir tiiri olan modiillerin indirgenip
indirgenememe, c¢arpanlarma ayrilip ayrilamama gibi ozellikleri
bircok bilim adami tarafindan c¢alisilmistir ve hala calisilmaya
devam etmektedir. ( Atani & Farzilipour, 2006) de faktoriyel
modiiller olarak adlandirilan, Tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen
bolgeler (TCM) kavrami, tamlik bolgeleri iizerindeki burulmali
serbest modiillere genellestirildi ve faktdriyel modiiller ig¢in bazi
temel teoremler kanitlandi. Bu konu ile ilgili daha fazla bilgiye
(Sharp,2000), (Nicolas,1967), (Fletcher,1969) da ulasilabilir.

1 Dr Ogr Uyesi.,, Kilis 7 Aralik Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimdi,
Kilis/ Turkiye, Orcid: 0000-0002-8483-0137, alikarakus@kilis.edu.tr
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Bu calismanin amaci, faktoriyel modiiller teorisi ile TCM'ler
teorisi arasindaki benzerlikleri arastirmak ve faktoriyel modiilleri

daha genis modiil siiflarina genisletmektir.

Boliim 1°de, ilk olarak Faktdriyel modiillerin bilinen tanimlar
ve bununla ilgili literatiir bilgileri verildi.

Boliim 2'de; Faktoriyel modiillerin en temel teoremi olan
Teorem 2.1 ispatlandi. Bu teorem Her biri bir modiiliin bir TCM

iizerinde faktdriyel olduguna esdeger olan bes kosulu belirtir.

Boliim 3’te; Halkalarin asal ideallerine benzeyen asal alt
modiiller kavramini inceledik. Bir R tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilir
bolgesi tizerindeki cisim olmayan bir M modiiliin faktériyel olmasi
icin gerek ve yeter sartin n € M ve p € R olmak iizere pn formunda
bazi indirgenemez elemanlar1 igeren sifirdan farkl asal alt modiillere
sahip M modiiliiniin var olmast oldugu kanitlandi. Bir TCM R'nin
st halkasi, eger R bir faktoriyel R-modiilii ise faktoriyel genisleme
olarak adlandirilir.

1. Modiillerde Tek Tiirlii Carpanlara Ayirma
Tanmm 1.1: M, bir R tamlik bolgesi tizerinde sifirdan farkli bir

modiil ve U ise R in birimlerinin grubu olsun. Ayrica m ve

m', M'nin iki elemani olsun.

Eger m' = rm olacak sekilde bir r € R var ise m eleman
m’ elemanini boliiyor deriz ve m | m' ile gosteririz. Eger m | m' ise
m ye M kiimesinde m’ niin bir ¢arpani ya da bir boleni denir. Benzer
sekilde, m = dm, olacak sekilde bir my € M eleman var ise d
eleman1 m elemanini boliiyor denir ve d | m ile gosterilir. Eger

d|m ise d ye R de m nin bir boleni denir. R' deki a ve a'
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ogelerinin a|a’ boliimiinii de dahil ederek, burada ii¢ tiir bolmeyle
ugrastigimiza dikkat edelim. m|m’ ve m'|m ise, o zaman bu
elemanlarin M’ de birbirleri ile baglantili oldugunu séyler ve
m ~ m' yazaniz. Agikga, bazi u,v € U icinm = um’'vem' = vm
olmasi i¢in gerek ve yeter sart m ~ m’ olmasidir. Eger m | m’ ve
m, m' ile baglantili degilse, o zaman m nin, M'de m' niin bir 6z

carpani oldugunu yazariz.

Tanmm 1.2: R bir halka, M bir burulmali R-modiil ve 0 #
me€M olsun. a € R ve m' € M igin, m = am’ iken a € U(R)

oluyor ise 0 # m € M elemanina ‘indirgenemez’ eleman denir.

Tanmm 1.3: 0 # a € R ve m' € M igin, m|am’ oldugunda

m|m’ oluyor ise 0 # m € M elemanina ‘ilkel’ eleman denir.

a bir birim olmak tizere m = am’ iken m~m’ oldugundan,
her m ilkel elemani, M'de indirgenemezdir. R nin kendi {izerinde
bir modiil olarak kabul edilen bir r 63esi, ancak ve ancak r bir birim
ise ilkeldir, ¢iinkii 7|’ dir.

M bir R-modiil ve N de alt modiil olsun. Eger her r € R i¢in
rM N N = rNise, N ye piir alt modiil denir.

Onerme 1.1: M, bir burulmali R-modiil ve m € M sifirdan
farkl1 bir eleman olsun . O zaman asagidaki ifadeler denktir:

(1) m ilkel elemandir.
(2) M nin devirli alt modiilii Rm piir alt modiildiir.
(3)Her x € MicinyaRx N Rm = OyadaRx S Rm dir.

Ispat: (1)=(2) a € R ve m € M ilkel eleman olsun. Kabul
edelim ki x € aM N Rm olsun. O zaman m' € M ve r € R igin,
-9--



x = am’ = rm olur. Buradan m|am' elde edilir ve m ilkel eleman
oldugundan m|m’ olur. En az bir ' € R vardir 6yle ki m' = r'm ve
boylece x =am' =ar'm € aRm bulunur. Ters kapsamay1
gostermek i¢in y € aRm alalim. En az bir r € R vardir 6yle ki y =
arm dir. Buradan da y € aM ve y € Rm bulunmus olur.

(2)=(3) M nin devirli alt modiilii Rm piir alt modiil olsun.
Rx N Rm # 0 olacak sekilde x € M alalim. Bu durumda en az bir
y € Rx N Rm vardir 6yle ki bir ' € R elemani igin y = r'x olur.
Rm piir alt modiil oldugundan r'M N Rm = r'Rm dir. Boylece y =
r'x € r'M N Rm = r'Rm elde edilir. Buradan da en az bir r* € R
iciny =r'x =r'r'm, yani x = r*m bulunur. Sonug olarak Rx S
Rm elde edilir.

(3)=(1) Her x € M i¢cin ya Rx N Rm = 0 ya da Rx <
Rm olsun. Bir a € R ve m' € M igin m|am’ oldugunu kabul
edelim. Bu durumda, en az bir r € R vardir dyle ki am’ = rm dir.

Yani Rm' N Rm # 0 olur ve bdylece Rm' € Rm elde
edilir. En az bir s € R i¢in m’' = sm bulunur ki bu da m nin ilkel
eleman olmas1 demektir.

Sonu¢ 1.1: M bir burulmali R -modiil ve m,m' € M ilkel
elemanlar olsunlar. m ile m' ilgili olmamasi i¢in gerek ve yeter

kosul Rm' N Rm = 0 olmasidir.

Ispat: m,m’ € M ilkel elemanlar: ilgili olmasinlar. m ve m’
ilkel oldugundan Onerme 1.1 den Rm’ N Rm = 0 olur. Aksi halde
ilgili olurlardi. Tersi icin Rm' N Rm = 0 oldugundan m’ ve m
ilgili degillerdir.
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Tamm 1.4: Bir p € R eleman1 asagidaki sartlar1 saglarsa bir
R-modiil M i¢in asal olarak adlandirilir:

(1) p, R de indirgenemez,

(ii) a € R vem € M i¢in p|am iken ya M de p|m dir yada R
de pla dir.

Tamm 1.5: Bir tamlik bolgesi R tizerindeki bir A(burulma
icermeyen) M modiilii i¢in asagidaki iki kosul saglaniyorsa, M ye
tek tiirlii garpanlara ayrilabilen modiil (TCM) veya faktoriyel modiil
denir:

(TCM 1) Sifirdan farkli her x € M elemani, a4, a,, ...,a,
elemanlar1 R de ve m eleman1 M de indirgenemez olmak iizere x =
a;a,, ...,a,m seklinde bir indirgenemez c¢arpanlarina ayrilisa
sahiptir.

(TCM 2) x elemaninin iki farkl indirgenemez ¢arpanlarina
ayrilist x = a,ay, ...,a,m = byb,, ..., bym’ ise

n==k,Mdem~m've her i € {1,2,...,n} i¢in b; lerin

sirast diisiiniilmeksizin R de a;~ b; dir.

Ozellik 2.2 den, eger bir R-modiilii M bir TCM ise, o zaman R
mutlaka bir TCM'dir. Bu nedenle, bir R -modiiliiniin
faktorlenebilirligini ararken, bastan R halkasinin bir TCM oldugunu
varsayabiliriz. R bir TCM ise, asagidaki [TCM1'] kosulunun
[TCM1] anlamina geldigini belirtiyoruz.

Tanmm 1.6: M bir burulmali R -modill, a R ve me M
olsun.
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(1) Bir d € R elemani, a ile m nin en biiyiik ortak bdlenidir
(ebob), eger

(i) Rded|ave M ded|m ve

(i1) R de c|a ve M de c|m ve olacak sekilde bir ¢ € R eleman1
oldugunda c , d nin bir bolenidir.

Bu durumda d elemani (a, m) veya ebob {a, m} ile gosterilir.

(2) Bir m* € M elemani a ile m nin en kii¢lik ortak katidir
(ekok), eger

(1) M de sirasiyla ajm* ve m|m”* ve

(i1)) M de a|w ve m|w olacak sekilde bir w € M eleman1 var
ise m*, w elemaninin bir ¢arpani olur.

Bu durumda, m*, [a, m] veya ekok {a, m} ile gosterilir.

Onerme 1.2: M, bir R tamlik bdlgesi iizerinde bir modiil
olsun. m;m* € M ve a € R olsun. Su halde ;

(1) m* ~ ekok [a, m] olmasi i¢in gerek ve yeter kosul aM N

Rm = Rm” olmasidir.

(2) p, R nin indirgenemez bir eleman1 ve ekok [p,m], M de
var olsun. Eger p , m yi bolmez ise pM N Rm = Rpm dir.

Ispat: (1) m* ~ ekok[a,m] oldugunu kabul edelim, bu
durumda en az bir birimsel eleman u € R i¢in um* = ekok[a, m]
olur. Burada tanimdan a|um” ve m|um® elde edilir. Boylece m* €
aM N Rm, yani Rm* S aM N Rm bulunur. Ters kapsamay1
gostermek icin de bir x € aM N Rm alalim. Bu durumda x =
an = bm olacak sekilde n € M ,b € R elemanlar1 vardir. Yani a|x
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ve m|x olur. En kiigiik ortak kat tanimindan m*|x olur ki bu da x €
Rm™* demek olur. Boylece ters kapsama gosterilmis olur ve aM N
Rm = Rm™ ifadesi elde edilmis olur. Simdi de aM N Rm = Rm”*
oldugunu kabul edelim. x = ekok[a,m] olsun. aM N Rm =
Rm* oldugundan a|m* ve m|m* elde edilir. x = ekok[a, m]
oldugundan dax € aM N Rm = Rm” ve bdylece m*|x bulunmus
olur.

(2) m*~ ekok [p,m] olsun. Bu durumda bazi sifirdan farkli
a,b€ERvemy€eEMigcin 0 #m* = am = pmy ve pm=bm"
dir. p = ab dir ve béylece m = bm, olur. p, m yi bolmesin ve b|m
oldugundan p, b ile ilgili degildir elde edilir. Boylece p ~a ve b
birimseldir, yani m* ~pm oldugu i¢in (1) den pM N Rm =
Rpm oldugu goriiliir.

Onerme 1.3: M bir R, GCD-bdlgesi iizerinde bir modiil olsun

oyle ki her a € R ve m € M igin ebob[a,m] = (a,m) mevcut
olsun. Bu durumda bir b € R igin;

() ((a,b), m) = (a, (b, m)),
(ii) (ba, bm) = (b(a, m)),
(iii) a|bm ve (a,m) = 1 ise a|b durumlarin1 saglar.

2. Faktoriyel Modiiller

Bu boéliimde, bir faktoriyel modiilin asagidaki temel
karakterizasyonunu ve bunun cesitli Orneklere uygulanmasini

arastiracagiz.
Teorem 2.1: M, TCM {izerinde bir R modiil olsun.
O zaman agagidaki ifadeler denktir.

--13--



(1) M modiilii R tizerinde tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen
modiildiir.

(2) M nin her indirgenemez eleman ilkeldir;

de mevcuttur.

(4) Herhangi a € R ve m € M ikilisi igin ekok[a,m] M de
mevcuttur, yani aM N Rm alt modiili devirlidir.

(5) R nin her p indirgenemez elemani , M de asaldir.

(6) R nin a ve b elemanlart aM < bM olacak sekilde ise, o
zaman a|b dir ve her a,b € R ikilisi i¢in bir ¢ € R olacak sekilde
aM N bM = cM dir.

Sonraki sonuglarda faktoriyel modiiller hakkinda bazi temel
bilgiler verecegiz. Cogu zaten tartisildi1 ve ( Atani & Farzilipour,
2006) de kanitland1; ancak, bazi kanitlar gereksiz yere uzun, burada
Teorem 2.1'1 uygulayarak daha basit ispatlar vermek niyetindeyiz,
sonuclardaki her modiiliin sifirdan farklt bir modiil oldugunu
varsay1yoruz.

Sonu¢ 2.1: Bir tek tiirli carpanlarmma ayrilabilen bolge
olan R iizerindeki her Rm burulmali devirli modiilii bir tek tiirlii
carpanlarina ayrilabilen modiildiir ve bu modiiliin her ilkel eleman1
m ile ilgilidir.

Ispat: ik 6nce m € Rm nin indirgenemez bir eleman
oldugunu gosterelim. m = am™ olacak sekilde a € R vem* € Rm
olsun. m* € Rm oldugundan en az bir r € R i¢in m* = rm dir. Bir
onceki esitlikte yerine yazarsak, m = am® = arm bulunur ve

--14--



boylece a € R birimsel olarak bulunmus olur. Simdi herhangi bir
n € Rm alalim. Bu durumda en az bir r € R i¢in n = rm olur. R bir
TCB oldugundan a4, a,,...,a, € R indirgenemez elemanlar1 igin
r=aa, ,..., a, ve buradan da n=rm=aaq, ,..., a,m
bulundugundan Rm de (TCM 1) saglanir. M burulmali modiil
oldugundan da (TCM 2) saglanir ve boylece Rm bir TCM modiil
olarak elde edilir. Simdi de Rm de bir ilkel eleman olan x € Rm
alalim. Bu durumda m|x ve R birimli oldugundan x|m elde edilir.
Boylece m ~ x olur.

Sonu¢ 2.2: Her vektdr uzayi bir tek tiirli carpanlarina
ayrilabilen modiildiir ve sifirdan farkli her elemani ilkeldir.

Sonug 2.3: K, bir tek tiirlii garpanlarina ayrilabilen bolge olan
R nin kesir cismi ve M modiilii K nin bir R-alt modiili olsun. Su
halde M bir tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen modiil olmasi igin
gerek ve yeter kosul M modiiliiniin devirli olmasidir. Dolayisiyla R
nin bir ideali R iizerinde bir TCB olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu
idealin temel ideal olmasidir.

Ispat: M nin herhangi sifirdan farkli x = a/ pvey =
C/d eleman ¢iftii¢cin 0 # bcx = ady € Rx N Ry dir. Sonug 2.3
e gore M, bir ilkel eleman tarafindan {iretilen en fazla bir devirli alt
modiile sahiptir. Dolayisiyla tek bir tane indirgenemez elemani
olmus olur. Buradan da M bir devirli modiil elde edilir. Tersi i¢in de
M yi devirli kabul edelim. Bu durumda R tek tiirlii ¢arpanlarina
ayrilabilen bolge oldugundan M de tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen
modiil elde edilmis olur.
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Sonug 2.4: Bir tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen bolge olan R
tizerindeki bir M tek tiirlii ¢carpanlarina ayrilabilen modiiliin her N
pur alt modiilii de tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen R-modiildiir. N
nin biitin indirgenemez elemanlart ayni zamanda M de
indirgenemezdir.

Ispat: N alt modiiliiniin (TCM 1) sartim sagladig1 agiktir.
Herhangi a € R , m€ M ve baz1 x € M igin N piir alt modiil
oldugundan

aNNRm = (aMNN)Nn Rm=(aMNRm)NN = Rxn
N = Rx elde edilir.

Boylece Teorem 2.1, (4) ten N bir TCM dir. NE M
oldugundan N nin biitiin indirgenemez elemanlar1 ayn1 zamanda M
de indirgenemez elemandir.

Sonuc 2.5: {M;|i € I} ailesi bir tek tiirlii carpanlara ayrilabilen
bolge olan R lizerinde modiillerin ailesi olsun. O halde agagidaki
ifadeler birbirine denktir.

(1) Tlies M;, R tizerinde bir TCM dir.

(2) Bier M; , R tizerinde bir TCM dir.

(3) Her M;, R iizerinde TCM dir.

Ispat: Sonu¢ 2.4 den (1) = (2) = (3) oldugu goriiliir.
Simdi de (3) iin varligini kabul edelim ve [[;; M; = M olsun. Bazi
a; €ER ve bir m; € M; indirgenemez elemam i¢in m; =
a;m;' olmak tlizere m=(m;);g €M ise m elemanimnin
indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter kosul {a;|i € I} kiimesinin
R de en biiyiik ortak béleninin olmamasidir. Boylece M nin (TCM

--16--



1) kosulunu sagladigint gorebiliriz. p eleman1 bazi a € R ve m =
(m;);e; € M i¢in M de p|am olacak sekilde R nin bir indirgenemez
elemani olsun. Su halde her i i¢in M; de p|am; dir. Eger R de p,a
y1 bolmez ise Teorem 2.1 , (5) ten her i i¢in M; de p|m; oldugu
goriillir, ¢linkii her M; faktoriyeldir. Sonug olarak p|m ve boylece
yine Teorem 2.1, (5) ten [[;; M, = M faktoriyeldir. Dolayisiyla

(3) = (1) saglanmis olur.

Sonug: (1)  Bir tek turlii carpanlarina ayrilan bolge
iizerindeki her serbest modiil tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen

modildur.

(2) Bir tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen bolge tizerindeki her
projektif modiil bir tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen modiildiir.

(3) Eger R bir tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen ise o zaman R
modiilleri R[x;|i € I] ve R[[x;|i €1]] herhangi bir [ igin
faktoriyeldir.

Sonug¢ 2.6: M, tek tiirlii bir carpanlara ayrilabilen bir temel
ideal alan {izerinde R modiil olsun. O halde (1) de M, ancak ve
ancak [TCM1]'i saghyorsa bir faktoriyeldir ve (2) de M bir TCM

ise, 0 zaman aslina uygun sabit bir R- modiiliidiir .

Ispat : (1) Gerekliligi asikardir. Yeterliligini kanitlamak igin
p, aER ve meM igin plam olacak sekilde R nin bir
indirgenemez elemani olsun. p nin a y1 bélmedigini varsayalim , o
zaman R de (p,a) = 1 = ps + at olacak sekilde baz1 s ve t vardir.
Simdi p|m ise m = psm + atm oldugunu gorebiliriz; bu nedenle
M, Teorem 2.1,(5)’ den bir faktoriyeldir. (2)
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3.Tek Tiirlii Carpanlarina Ayirma Modiilerinde Asal Alt
Modiiller

Bu boéliimde, bir TCM'de asal ideallere benzer roller oynayan
bir faktoriyel modiiliin iki alt modiil ailesini ele aliyoruz.

Tanim 3.1: Bir R halkasi iizerinde bir M modiiliiniin N has alt

modiilii olsun.
(1) (N:g M) = {r e RIrM < N} kiimesi R de bir idealdir.

(i1)) Eger x € M ve a € R i¢in ax € N iken x € N veya a €
N:g M) oluyorsa N ye asal alt modiil denir.
y y

Agikea, Bir R halkasinin her P asal ideali R-modiil R nin asal
alt modiiliidiir. Her burulmali modiiliin (0) alt modiilii asal alt

moduldir.

Asagidaki Sonug 3.1 - Sonug 3.3'te, M modiillerinin burulmali

olmamasi gerekir.

Sonug¢ 3.1: N, bir R-modiil ve M nin bir asal alt modiilii ise,
(N:gr M) ideali de R nin bir asal idealdir.

Ispat: N alt modiili M de asal alt modiil ve a,b € R i¢in
ab € (N:g M) olsun. Kabul

edelimkib € (N:xg M) olsun. Bu durumda en azbirm € M
icin bm ¢ N fakat

abm € N dir. Buradan da N asal oldugundan a € (N:g M)
elde edilir.

Sonuc¢ 3.2: Bir modiiliin her maksimal alt modiilii asal alt
modiildiir.
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Ispat: M bir R-modiil ve N bir maksimal alt modiil olsun.
m € M ver € Ricinrm € N olsun. Kabul edelim ki m € N olsun.
Bu durumda M = N + (m) dir. Her x€ M icinn € N ve a €R
vardir yle ki x = n + am dir ve boylece rx =r(n + am) =rn +
ram € N elde edilir. Yani r € (N:g M) bulunmus olur.

Sonug 3.3: Bir M modiiliiniin N has alt modiiliiniin piir olmasi1
icin gerek ve yeter kosul N nin asal alt modiil ve (N:x M) = (0)
olmasidir.

ispat : N, M modiiliiniin bir has piir alt modiilii olsun. r €
(N:xgM) ise TM € N dir ve bdylece TtM =rM N N =rN
bulunur. M burulmali modiil oldugundan da r = 0 elde edilir. Simdi
de me M ver €R i¢cin rm € N olsun. Kabul edelim ki m ¢ N
olsun. Bu durumda rm € rM N N = rN bulunur ve M burulmali
modiil oldugundan da r=0€ (N:x M) elde edilir. Tersi
gerektirmeyi gostermek i¢in r € R alalim. rtM NN 2 rN oldugu
aciktir. Ters kapsama i¢in 0 # x € rM N N olsun. Bu durumda x =
rm = n olacak sekilde m € M ve n € N vardir. rm € N ve N asal
alt modiill oldugundan 7 € (N:x M) veya me€N dir.
Kabuliimiizden r # 0 oldugundan m € N bulunur ve bdylece
rm € rN olur.

Sonuc¢ 3.4: M bir serbest R-modiil ise R nin her P asal ideali
icin PM alt modiilii M de asaldir ve (PM: M) = P dir.

Onerme 3.1: M bir tamlik bdlgesi iizerinde modiil ve Rm #
M olacak sekilde m € M olsun. O halde m nin ilkel olmas1 igin
gerek ve yeter kosul Rm nin asal alt modiil ve (Rm: M) = (0)
olmasidir.
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Ispat: m € M bir ilkel eleman ve 0 #7r €R , x € M igin
rx € Rm olsun. Bu durumda m|rx ve m ilkel oldugundan m|x
bulunur. Yani x € Rm olur. r = 0 ise de

r € (Rm: M) olur. Simdi de r € (Rm: M) alalim. Bu durumda
her x € M i¢in rx € Rm olur. x € M \ Rm olarak secgersek m|x
elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla r = 0 ve boylece
(Rm: M) = (0) bulunmus olur. Tersi i¢in de Rm nin asal alt modiil
ve (Rm: M) = (0) oldugunu kabul edelim. 0 # r € R, x € M i¢in
m|rx olsun. O zaman rx € Rm olur. Burada 0 #r € R ve
(Rm:M) = (0) oldugundan x € Rm ve bdylece m|x bulunur.

Onerme 3.2: M bir R tamlik bolgesi iizerinde, her birimsel
olmayan p € R elemant i¢in pM # M olmak iizere bir modiil olsun.
Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) p eleman1 M de asaldir.
(2) pM alt modiilii M de asaldir ve (pM: M) = (p) dir.

Ispat: (1) = (2) p elemam1 M de asal olsun.r € R, x € M
icin rx € pM olsun. Bu durumda p|rx olur ve boylece tanimdan p|r
veya p|x elde edilir. p|r ise

r € (p) € (pM:xr M) olur. p|x ise x € pM elde edilir. Simdi
de (pM: M) = (p) oldugunu gosterelim. (p) S (pM:r M) oldugu
aciktir. Ters kapsamay1 gostermek i¢in de a € (pM: M) alalim. Bu
durumda aM € pM dir. Ozel olarak m € M \ pM aldigimizdan
am € pM oldugundan p|a bulunur. Yani a € (p) bulunmus olur.

(2) = (1) pM alt modiili M de asal ve (pM: M) = (p)
olsun. Bu durumda p € R indirgenemez eleman olur. r € R, x € M

icin p|rx olsun. Buradan rx € pM olur. pM asal alt modiil
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oldugundan x € pM veyar € (pM: M) = (p) elde edilir. Buda p|x

veya p|r demek olur, yani p eleman1 M de asaldir.

Teorem 3.1: M bir tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen bolge olan
R tizerinde tek tiirlii carpanlara ayrilabilen modiil olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir,

(1) Rm # M seklindeki her m € M indirgenemez elemani igin
Rm asal alt modiildiir ve (Rm: M) = (0) dir.

(2) Her p €R indirgenemez elemani i¢in pM asal alt
modildiir ve (pM: M) = (p) dir.

Sonu¢: M bir tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen bolge olan R
iizerinde Rx devirli modiilii ve m de x ile ilgili olmayacak sekilde

m € M olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(1) Rm asal alt modiildiir.
(2) Baz1 p € R indirgenemez elemani i¢in m ~ px dir.
(3) Baz1 p € R indirgenemez elemani i¢in Rm = pM dir.

Ispat: Burada a € R i¢in m = ax olur ise, ardindan da
Rm:Rx = (a) olur. Eger Rm asal ise, o zaman (a) Sonug 3.1'e
gore bir asal idealdir dolayisiyla, m ~ px i¢in indirgenemez eleman
olur. O halde sonucun ispati, Teorem 3.1, (2) uygulanarak kolayca

tamamlanabilir.

Tanmim 3.2: Burulmadan bagimsiz bir modiilde, sifirdan farkli
bir asal alt modiiliin, (0) disinda sabit bir asal alt modiilii igermemesi

durumunda minimum oldugu sdylenir.

Teorem 3.2: N, faktoriyel bir R-modiil ve M nin sifirdan

farkli bir alt modiilii olsun. O halde (1) N, olan bir minimal asal alt
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modiildir N:M = (0), ancak ve ancak M nin n 6zel 6gesi i¢in
N = Rn & M igin M nin ilkel elemani n ve (2) de N, bir minimal
asal alt modiildiir N:M # (0) olan p € R elemani i¢in ancak ve
ancak N = pM indirgenemez bir elemandir.

Ispat: N, N: M = (0) olan bir minimal asal alt modiil ise, N
saftir ve n € M ilkel elemaninmi igerir. N minimum oldugundan ve
Rn Teorem 3.1 ile asal oldugundan, N = Rn tersini gormek
kolaydir, ¢iinkii 7 nin ilkel oldugu Rn de bulunan M nin sifir
olmayan herhangi bir asal alt modiilii saftir ve bu nedenle 7 yi igerir.
(2) gereklilik, sifir olmayan asal ideal N: M nin indirgenemez bir p,
R elemani igermesi gerektigi gerceginden kaynaklanir, bdylece

pM S N, burada pM Teorem 3.1'e gore bir asal alt kiimedir.

yeterliligi kanitlamak i¢in N', R nin bazi indirgenemez p
elemani icin N = pM de bulunan M nin bir asal alt modiilii olsun.
Teorem 3.1'de N nin N: M = (p) ile bir asal alt modiil oldugunu
gordiik, dolayisiyla N, M nin ilkel 6gesini icermez. N': M = (p);
aksi halde, N': M = (0) ve N’ < N ilkel bir 6ge igerir.

simdi, pM = N = N’ oldugu agiktir. dolayisiyla N = pM ,
N:M = (p) # (0) olan bir minimal asal alt modiildiir.

Ancak ve ancak sifir olmayan her asal idealin bir asal igermesi
durumunda tamlik bélgesinin bir TCM oldugu bilinmektedir. Benzer
bir ifadenin modiiller i¢in de gegerli oldugunu bir sonraki Teorem
3.3'te kanitlayacagiz, burada faktdriyel modiiller-vektor uzaylarinin
Oonemsiz bir durumunu hari¢ tutacagiz.

Teorem 3.3: R, alan olmayan bir TCM olsun. Bir R-modiilii
M, bir TCM& (1) M sifir olmayan asal alt modiiller igerir ve (2)
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her sifir olmayan asal alt modil, n € M ilkel 6gesi icin pn
bi¢iminde bir 6geye ve bir asal 6ge olan p € R ye sahiptir.

Ispat: Gereklilik Teorem 3.1'den ve bir faktdriyel modiiliin
sifir olmayan her asal alt modiiliinlin bir minimum asal alt modiil
icerdigi gergeginden kaynaklanmaktadir. Minimal asal alt modiiliin
bi¢iminde bir 6ge i¢erdigine dikkat edin.

Yeterliligi kanitlamak i¢in S, M deki tim ilkel Ogelerin
kiimesi olsunve S* = {an|n € Svea € R — {0}}; hipoteze gore
S # @ oldugundan S* # @ dir.

M nin faktoriyel oldugunu ancak ve ancak S* = M — {0}
oldugunda soyleyebiliriz. Varsayalimki S* & M — {0} vee, M —
S* nin sifir olmayan bir 6gesi olsun, sonra Re € M — S* olsun.
Aksi takdirde, e € S* N (M — S*) = @ olur, ¢linkii Ren S* # @
ise baz1 ilkel elemanlar e yi M ye boler. Daha sonra, S* nin harig
tutulmasina goére Re yi M maksimalinin bir N alt modiiliine

genisletiriz; N, Zorn'un Lemmasi tarafindan mevcut olmalidir.

N nin saf oldugunu iddia ediyoruz. eger dyle degilse, o zaman
am € aM N N olacak sekilde bazi 0 #a €R ve meM — N
vardir. (N + Rm) N S* # @ oldugundan , bazi x E N ve r ER
icin w = x + rm olacak sekilde bir w € S* 6gesi vardir, bu da
aw = ax +ram € NN S* # @ geliskisini ifade eder. Boylece N
saftir, bu ylizden asaldir. Hipotezinden dolayi, elimizde N N S* # @
, bir c¢eligkisi vardir. Bu nedenle S* = M — {0}, dolayisiyla M
faktoriyeldir. Bu ispati tamamlar
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Ag¢iklama: M = R 6zel durumunda, Teorem 3.3, TCM igin
yukarida belirtilen Teorem 5 ile aymidir. Hatirlayalim; R-modiili
M = R de ancak ve ancak 1 bir birim ise 7 ilkeldir.

4. Sonuclar

Bu c¢alismada tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen halkalardaki
ozelliklerin modiillerdeki uygulamalar1 incelendi. Daha sonraki
caligmalarda R degismeli ve birimli bir halka ve M burulmasiz
serbest modiilken, M nin tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen modiil
olmasinin R’nin tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen halka olmasinm
gerektirip gerektirmedigi sorusunun cevabi arastirilabilir.
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BOLUM II

Bir Sturm-Liouville Sinir-Deger-Gecis Problemi i¢in
Rayleigh Oram

Kadriye AYDEMIR!
Merve YUCEL?

Giris
Homojen smir kosullarina sahip bazi homojen kism
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde degiskenlerin ayrilmasi

yontemi oldukga kullanigh bir yontemdir. Ornegin, diizgiin olmayan

bir cubuktaki 1s1 akis1
dy 0 oy
ur o= a(ﬂco a) +Q(y) (1)

kismi diferansiyel denklemi ile modellenir. Burada termal katsayilar
u, v ve Ky x'in fonksiyonlaridir. Is1 kaynagi Q'nun 4 sicaklig ile
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orantili oldugu varsayilirsa yani Q = a(x)y ise o zaman (1)
denklemi
uvz—f=%(%og—z’)+ay (2)

seklinde yazilabilir. Homojen sinir kosullarinin  belirtildigi
varsayildiginda, degiskenlerin ayrilmasi yontemi (2) denklemini
¢ozmek igin kullanilabilir. Eger ¢ (x,%4) = X (x)y(£) olarak
alinirsa bu durumda denklem

l d_l[} _ 1 d (.7( 6X)

tl)dt_ uvxa OE

a
+u———|1

v

biciminde degiskenlere ayrilabilir. Bu durumda

Y= —ny 3)
Ve

d ax
= (%03) + e + puvX =0 &)
diferensiyel denklemleri elde edilir. Bu, uygun smir kosullarina

sahip

d ax
~(#Z)+ap +pox =0 (5)

seklinde genel bir diferansiyel denklem sinifinin incelenmesini
tesvik eder. (5) denklemi Sturm-Liouville diferansiyel denklemi
olarak adlandirilmaktadir. Tellerin titresimi, atomik parcaciklarin
etkilesimi, karmasik ortamlarin elektrodinamigi, aerodinamik,
polimer reolojisi veya diinyanin serbest salinimlart gibi bir¢ok
fiziksel siire¢ Sturm-Liouville 6zdeger problemlerini ortaya cikarir
(6rnegin bkz. Cannon & Meyer 1971; Gesztesy, Macdeo & Streit
1985; Gonzalez-Velasco, 1996; Petrovsky,  2012; Titeux &
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Yakubov, 1997). ve bunlara atifta bulunulan referanslar).
Rayleigh orani, katithal mekanigin yani sira kuantum

mekaniginde de kullanilan ©6nemli bir yaklasim ydnteminin

temelidir. Lu = Au 6zdeger problemi icin R(u) Rayleigh orani

(Lu,u)y
(u' u)H

seklinde tanimlanir. Burada £, H i¢ carpim uzayinda diferansiyel bir

R(u) =

operatordiir. Bu ifadeden, diferansiyel operatér L'nin herhangi bir 6z
cifti (1;,u;) icin A; = R(u;) oldugu sonucu ¢ikar. Herhangi bir
0zdeger Rayleigh oraniyla 6zfonksiyonuna iligkilendirilebilse de,
0zfonksiyon bilinmedigi i¢in bu oran 6zdegeri agikca belirleyemez.
Ancak, diferansiyel denklemi ¢6zmeden (yani Ozfonksiyon
bilinmediginde bile) Rayleigh oranindan ilging ve anlamli sonuglar
elde edilebilir. Rayleigh orani, Sturm-Liouville probleminin
ozdegerlerini ve oOzellikle en diisiik 6zdegerini tahmin etmenin

sistematik bir yoludur.

Gegis kosullar ile birlikte tanimli ve i¢ tekillige sahip olan
diferansiyel denklemler i¢in spektral problemlerin bazilari
Allahverdiev, & Tuna, 2019; Allahverdiev, Tuna, & Isayev, 2024;
Aydemir, Olgar, & Mukhtarov, 2019; Aydemir, Olgar, Mukhtarov
& Muhtarov, 2018; Mukhtarov, Olgar, Aydemir & Jabbarov, Olgar,
2023; Olgar, Mukhtarov & Aydemir 2018; Stikonas, Sen, 2023;
Sen, & Stikonas, 2022. calismalarinda arastirilmstir.

ESAS SONUCLAR
L) =—-y"+a®y =2y, x € [-1,0) U (0,1] (6)
iki-aralikli Sturm-Liouville diferansiyel denkleminden,
Liy=y(=1) =0, Ly = y(1) =0 (7
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sinir sarlarindan ve x = 0 iletim noktasinda verilmis
t1y =y(+0) —ay(=0) =0 (8)
tyy =y'(+0) = By'(=0) = 0 )

gecis sartlarindan olusmus sinir-deger-gegis problemini gézoniine
alalim; burada q(x) gergel degerli fonksiyondur ve bu fonksiyon
[—1,0) ve (0,1] araliklarinda streklidir ve sonlu

q(x 0)=lin(1) q (| te&l) limit degerlerine sahiptir, a, B, gercel sayilardir,
E—
A ise kompleks 6zdeger parametresidir.

Problemin Ozdeger Ve Ozfonksiyonlarinin Bazi Temel
Ozellikleri

Teorem 1. Eger af=1 ise o halde (6)-(9) Sturm-Liouville sinir-
deger gecis probleminin (SLSDGP) tiim 6zdegerleri (eger mevcut
ise) gercel sayilardir.

Ispat. A, € C sayis1 keyfi bir 6zdeger, y,(x) ise bu 6zdegere
karsilik gelen keyfi bir 6zfonksiyon olsun. O halde

—yo" (x) + q(x)yo(x) = Ayo (%), x € [-1,0) U (0,1] (10)
Yo(—1) =0, yo(1) =0 (11)
Yo(+0) = ayo(=0), y,'(+0) = By,'(=0) (12)

esitlikleri saglanir. Bu esitliklerin kompleks eslenigini alirsak, sirasi
ile
—¥o () +4®) o) =4 Yox), x € [-1,0) U (0,1] (13)
Yo(=1) =0, yo(1) =0 (14)
Yo(+0) = ayo(=0), ¥o'(+0) =Byo'(=0) (15)
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esitlikleri bulunur. (13)-(15) esitlikleri geregi z sayis1 da (6)-(9)

probleminin 6zdegeridir ve y,(x) fonksiyonu bu 6zdegere uygun

ozfonksiyondur. (10) esitliginin her iki tarafim y,(x) ile ve (13)
esitliginin her iki tarafini ise y,(x) ile garptiktan sonra taraf-tarafa
cikarirsak x € [—1,0) U (0,1] igin

—¥o" (X)yo(x) "')’_OH(X)J’O(X):()\O - 7\_0) | yo (x) 12 (16)
0zdesligi elde edilir.
—¥0" ()Y (X) +¥o Xyo(x) = =(¥o' ®)yo(x)
— o (o))’ (17)

oldugu i¢in (10) ve (17) den

d - —

ZW0Yo:¥) = (Ao —2) Iyo ) 2 (18)
elde edilir. Her iki taraf [—1,0) ve (0,1] araliklarinda

integrallenirse
W (o, ¥o;=0) = W(¥o.yo; =1 +W(¥0.50;1) = W(yo.¥; +0)
= (R = o) 17600 12 dx + [ 1y (0 17 dx) (19)
esitligi bulunur. Diger taraftan (11)-(14) esitlikleri geregi

W0 ¥0; =1 = yo(-D ¥ (-D-yo'(-D¥s (-1 =0 (20)

ve

W0, 503 1) = yo(1) Yo (-3’ (1)F (1) = 0 (21)
esitlikleri elde edilir. Simdi (12) ve (15) esitliklerinden yararlanirsak

W(yo, Vo3 +0) = yo(+0) ¥ (+0) — yo' (+0)¥, (+0)
=a B W(ye.Yo;—0)=W(yoyo;—0) (22)
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elde edilir. (20)-(22) esitliklerini (19) de yerine yazarsak

(o =2) 1Y ) P dx+ [ 1 o) 1Pdx) =0 (23)
elde edilir. y,(x) 6zfonksiyon oldugu i¢in
f__lo | vo (x) 1% dx + f+10 | yo X) 12 dx # 0 (24)
saglanir. (23) ve (24) den Ay = 7\_0 elde edilir. Yani A, gercel sayidir.
Ispat bitti.

Teorem 2. Kabul edelim ki afj=1 sart1 saglansin. O halde (6)-
(9) SLSDG- nin tiim 6zdegerlerinin geometrik kat1 1-e esittir, yani
her bir 6zdegere uygun olan &zfonksiyonlar bir-birinden sabit
carpan ile elde edilir.

Ispat. 2, keyfi bir 6zdeger y;(x) ve y,(x) ise bu dzdegere
uygun keyfi iki tane 6zfonksiyon olsun. O halde
Wy, y2; =1 =y (=D ' (=D-y1'(=Dy(=1) =0 (25)
ve
Wy y2; 1) = y1(1) y2" (1D-y1'(Dy2(1) = 0 (26)

esitlikleri bulunur. Bu nedenle y; (x) ve y,(x) 6zfonksiyonlar1 hem
[—1,0) hem de (0,1] araliklarinda lineer bagimhidirlar. Dolayisiyla

yz(x) — { ayl(x)' X € [_LO) (27)

byl(x)) X € (011]
olacak bi¢gimde a # 0 ve b # 0 sayilar1 bulunur. y;(x) ve y,(x)
ozfonksiyonlar1 (9) gecis sartlarin1 sagladiklari i¢in (27) esitliginden

2(=0) = ay;(=0) = ~y;(+0) = 1~ y,(+0) (28)
ve
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y2'(=0) = ay,"(-0) = %3’1’("‘0) = %3’1'(4‘0) (29)
esitlikleri saglanir. Diger taraftan (9) gecis sartlar1 geregi

Y2(—0) = ~y,(+0) (30)
ve
¥:(=0) = 23,/ (+0) (31)

esitlikleri saglanir. (28)- (31) esitliklerinden
1 ,a
G = Dy(+0) =0 (32)
ve
1 .a ,
G- Dy (+0) =0 (33)

esitlikleri bulunur. y,(+0) ve y,'(+0) sayilarindan en az biri
sifirdan farklidir. Aksi halde, yani y,(+0)=y,'(+0)=0 oldugu
durumda varlik ve teklik teoremi geregi x € (0,1] igin y,(x)=0
olurdu. Bu durumda gegis sartlar1 geregi y,(—0)=y,'(—0)=0 ve
dolayisi ile her x € [—1,0) i¢in y,(x) =0 olurdu. Yani her x €
[—1,0) U (0,1] i¢in y,(x)=0 olurdu. Bu ise y,(x)-in 6zfonksiyon
olmast ile gelisir. y,(+0) ve y,'(+0) sayilarindan en az biri sifirdan
farkli oldugu icin (32) ve (33) den % — 1 =0, yani a = b elde edilir.
O halde (27) esitligi geregi y,(x) ve y,(x) lineer bagimlidir.

Teorem 3. Kabul edelim ki ¢ff = 1 sart1 olsun. O halde (6)-
(9) SLSDG- nin her A, 0Ozdegerine karsilik reel-degerli bir
0zfonksiyonu bulunur.

Ispat. Bir onceki teoremin ispatinda asagidaki sonuc elde
edilmisti. Eger (A, yo(x)) (6)-(9) SLSDG- nin bir 6zgifti ise o halde
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(Ao, Vo(x)) de ayni problemin &zgiftidir. Ay = A, oldugu icin A,
Ozdegeri igin hem 1y (x) hem de Yy,(x) fonksiyonlart
ozfonksiyondur. (6) denklemi ve (8)-(9) sinir-gecis sartlart homojen
oldugu i¢in bir 6zdegere uygun olan Ozfonksiyonlarin her lineer
birlesimi de ayn1 6zdegere uygun 6zfonksiyon olur. Bu nedenle reel

degerli de  Rey, = M ve Imy, = M

fonksiyonlarin  her ikisi (6)-(9) SLSDG-ni saglar. Bu
fonksiyonlardan en az biri sifirdan farkli oldugu icin 6zfonksiyon

olur.

Not. Teorem 1 ve Teorem 3 i dikkate alarak genelligi
azaltmadan bundan sonra tim Ozfonksiyonlarin reel degerli
oldugunu kabul ed Teorem 4. A, veA, degerleri (6)-(9) SLSDG-nin
iki farkli 6zdegeri olsun. O halde bu 6zdegerlere sirasi ile uygun
olan y; (x) ve y,(x) 6zfonksiyonlari i¢in

J‘—_10 y1(x) y2(x)dx + f:oh(x) y2(x)dx =0 (34)

esitligi saglanir.; yani bu 6zfonksiyonlar L,(—1,0)®L,(0,1)
direkt toplam uzayinda ortogoneldir.

ispat. —y;"(x) + q(®)y:(x) =Ay;(x), x € [-1,0) U (0,1] (35)

ve

2" (%) + q®)y2(x) = L y,(x), x € [-1,0) U (0,1]  (36)

esitliklerini sirasi ile y,(x) ve y;(x) ile garptiktan sonra elde edilen
esitlikleri tararf tarafa ¢ikarirsak kolayca

LWy = (=1 y1 0y, () 37)
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esitligini  elde edebiliriz. (37) esitliginin  her iki tarafini
[—1,0) ve (0,1] araliklarinda integralledikten sonra taraf tarafa
toplarsak

(A1 -22) (f__lo y1(x) y2(x)dx + f.:o y1(x) YZ(x)dx)
= WQ1,Y2=0) =W, y2 —1) +W e,y 1)
-W(y1,y2 +0) (38)

Elde edilir. y; ve y, fonksiyonlar1 (7)-(9) smir gecis sartlarini

sagladiklar igin

W(y1,y2;—1) =W (y1,y,;1) =0 (39)
ve

W (y1,y2; —0) - W (y1,y2; +0) =0 (40)

esitlikleri saglanir. (39)-(40) esitliklerini (38) esitliginin sag
tarafinda yerine yazarsak,

-0 1
(A A2) (S 7100 y2(0dx + [} 31 (0) ya(0)dx)=0 (1)
esitligi bulunur. A; # A, oldugu icin (41) esitliginden (34) esitligi
elde edilir. Ispat bitti.
Temel Coziim Fonksiyonlar:

(6) nolu diferensiyel denklemin [—1,0) araliginda tanimli olan

Ve

y1)=0y(-D=1 (42)
baslangi¢ sartlarin1 saglayan bir ¢oziimini y;(x,4) ile, (0,1]

araliginda tanimli olan ve
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basglangic sartlarini saglayan bir ¢oziminini ise y,(x,4) ile
gosterelim. Yine de (6) nolu diferensiyel denklemin (0,1] araliginda

y(1) =0 y'(1)=1 (44)
baslangic sartlarini saglayan ¢oziimiinii z,(x, A) ile ayn1 denklemin
(0,17 araliginda tanimli ve ,

y(0.0) =<2, (+0,0), ¥'(0,1) = 52,'(+0,) (45)
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii ise z, (x, A) ile gosterelim.

Diferensiyel denklemler teorisinin bilinen varlik ve teklik
teoremi (Kelley; 2010) geregi y;(x,A) ve z;(x, ) (i=1,2) ¢oziimleri
mevcutturlar. Ayrica (Titchmarsh; 2011) geregi V x i¢in bu
fonksiyonlar A kompleks degiskenine gore tiim kompleks diizlemde

analitiktirler, yani tam fonksiyonlardir.

W(yy, 21 —1) = W(yz,22; 1) = 140
oldugu icin y,,z; fonksiyonlar1 [—1,0) araliginda, y,,Zz,

fonksiyonlar1 (0,1] araliginda lineer bagimsizdirlar.

Homojen Olmayan Problem. Green Fonksiyounu

Bu béliimde homojen olmayan iki-ararlikli

—y" +a&®)y = Ay +f(x), x € [-1,0) U (0,1] (46)
diferensiyel denkleminden
y(-1D=y(1) =0 (47)
siir sarlarindan ve x = 0 iletim noktasinda verilmis
y(+0) = ay(=0),  y'(+0) = By'(-0) (48)

gecis sartlarindan olusmus homojen olmayan SLSDG-nin Green
fonksiyonunu kuracagiz. W(y,,z;;x) fonksiyonunun [—1,0)
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araliginda x-den bagimsiz oldugu, W(y,, z,; x) fonksiyonunun ise
(0,1] araliginda x-den bagimsiz oldugu iyi bilinmektedir [ ]. Bu
fonksiyonlari sirast ile A; (1) ve A,(A) ile gosterelim. O halde A4 (4)
ve A, (A1) fonksiyonlariin her ikisi tam fonksiyon olur. Ayrica
Ay (D) = W(yz, 22;%) = W(y3, 255 +0)

=y2(+0) 25" (+0)- y,' (+0)2,(+0)

=af(y1(—0) z,'(—0) — y1' (—0)z1(-0))

= apW(y1,z1; —0)=aBA; (1) (49)
esitligi saglanir.

AQ) = A, (M)=aBA1 () (50)

gosterelim. Asagida kisalik i¢in I; = [-1,0), I, = (0,1] , I =1; U

I, gosterimlerinden yararlanilacaktir.

® CP1) = cP[-1,—0]®CW[+0,1] ile gdsterilecek Banach
uzaylnl

, I
@CH(D) = (g = { T TEN g e cvl-10]

g, € C®[+0,1]}
lgll:=llgllg caoqry = llgall caop_y o + G2l cor 400, (BD)
seklinde tanimlayalim.

Ayrica ® CO(I) yerine @ C(I) simgesi kullanilacaktir.

Teorem 5. Kabul edelim ki of=1 ve g € @C (1) olsun. O halde (6)-
(9) SLSDG- nin 6zdeger olmayan her A i¢in bir tek ¥(x,1) ¢ozimii
bulunur ve bu ¢6ziim i¢in
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y(x, )

1
+ y,(x, A)f z,(s,14) g(s)ds), X €l

55 @0 [ 75,090 + 3,002 [ 2,652 950

+ z,(x, /1)] y1(s,4) g(s)ds), x €I,
\ -1

formiilii gecerlidir.

Ispat. y;(x, 1), y,(x,A), z;(x,A) ve z,(x,A) fonksiyonlarmin
tanimindan yararlanarak (52) fonksiyonunun (46)- (48) homojen
olmayan sinir-deger-gecis  problemini sagladigini  kolayca
gosterebiliriz. Bu ¢oziimiin tekligini ise aksini kabul etme yontemi
ile gosterecegiz. 1ki ¥;# ¥, ¢oziimiiniin mevcut oldugunu kabul
edelim. y3(x,A) = J;(x,A) —y53(x,A) gosterirsek, y5(x, 1)
fonksiyonu (6)-(9) homojen SLSDG-ni saglar. O halde A 6zdeger
olur. Bu ise A nin 6zdeger olmadig1 kabuliimiizle gelisir. Ispat bitti.

G(x,s; A) fonksiyonunu

G(x,s;1) =
( y1(x, 1) z,(s, 1), —1<s<x<0 igin
y1(5,4) z;(x, 1), —1<x<s5<0 icin
1 y2(s,4) z;(x, 1), —1<x<0<s<1icin
ﬁ< y2(x,4) z;(s,A), —1<s<0<x<1 icin
ya2(x,4) z5(s, 1), 0<s<x<1icin
\ V2(s,4) zy(x, ), 0<x<s<1icin

esitligi ile tamimlarsak (53) esitligini
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y(x,A) = f_Ol G(x,s;)g(s)ds + f+10 G(x,s;)9(s)ds

bi¢iminde yazabiliriz. Bu nedenle (53) ile tamimli G(x,s;A)
fonksiyonu (46)- (48) homojen olmayan simir-deger-gecis
probleminin Green fonksiyonudur. Kabul edelim ki A=0 (6)-(9)
homojen SLSDGP-nin 6zdegeri degil ve g € C[—1,—0]C[+0,1]
keyfi bir fonksiyondur. O halde G(x, s):= G(x, s; 0) gosteriminden
yararlanarak asagidaki 6zelligi elde ederiz.

—y" +q®¥y =gx), x€ [-1,0) U (0,1] (54)
y(-D=y(1)=0 (55)
y(+0) = ay(=0), y'(+0) =By'(-0) (56)

homojen olmayan (46)- (48) sinir-deger-gegis probleminin bir tek

y(x) ¢dziimii bulunur ve bu ¢dziim i¢in

y(x) = [°,6(x,5;Dg(s)ds + [} Glx, s Dg(s)ds  (57)

formiilii saglamir. Ozel olarak g = Ay yazarsak (6)-(9) homojen
SLSDGP-ne denk olan

y(x) =1 (f_ol G(x,s)y(s)ds + f+10 G(x,s)y(s) ds) (58)
integral denklemi elde edilir.

Ozfonksiyon A¢ilimi

Bu boliimde (6)-(9) homojen SLSDG-nin 6zfonksiyonlarinin
tamlik Ozellikleri incelenecektir. Asagida her yerde of=1 oldugu
kabul edilecektir.

0 1
Ly = f G(x,s)y(s)ds + f G(x,s)y(s)ds (59)
-1 +0
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sitligi ile € integral operatoriinii tanimlayalim. O halde (6)-(9)
SLSDG-ni

A —-E)y=0 (60)
operator-denklem bi¢iminde yazabiliriz; buradaF ile birim operator
gosterilmistir. G(x,s) cekirdek fonksiyonu simetrik ve siirekli
oldugu icin integral operatorler teorisinin ekstremal ilkesini (60)
denklemine uygulayabiliriz (bak Courant & Hilbert 2008). (41,,)
dizisi ise ¢ integral operatoriiniin ekstremal ilke ile elde edilen
ozdegerlerini, (y,,(x)) ile ise uygun ortonormal &zfonksiyonlar

dizisini gosterelim. Yani (y,,(x)) 6zfonksiyonlari igin

-0 1
1, n=m

yydx+fyydx=6,6 =1,
’[_1 nom +0Tl m nm nm {0’ n+m

esitlikleri saglanir.

Teorem 6. Her g € C[—1,—0]®C[+0,1] i¢in f = £g olmak iizere

n 1 n 2
lim ( | 01<f : Z(f.yk)yk> ax+ | O(f —Z(f.yk)yk) dx) =0
- k=1 + k=1

esitligi saglanir. Burada

-0 1
v = | Fom@ds+ [ fEmsds
-1 +0

sayilar1 f fonksiyonunun (y,) ortonormal fonksiyonlar sistemine
gore Fourier katsayilaridirlar.

Ispat. g,(x) = g(x) — X2_1(g, V) yx fonksiyonlarmi gozéniine
alalim. (y,) ortonormal sistem oldugu icin her i = 1,2,...,n—1
i¢in
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1

| gnomeidc+ [ gaGyicadx =0
-1

+0
esitligi saglanir. A,, 6zdegerleri ekstremal ilke ile tanimlandig1 i¢in

1

<f_ (é’gn(x))zdx+f ({’gn(x))zdx>2

-0 1 %
< [An4al <f gn” (¥)dx +f gnz(x)dx>
-1 -0

esitsizligi saglanir. n - oo olmakla limite gecersek ve A1, = 0

oldugunu dikkate alirsak

-0 1
lim <f ({’gn(x))zdx +J (fgn(x))zdx> =0
e \J1 +0

elde edilir. Boylece

n
tg =4gn + z<g.yk)€yk
k=1
n
=4gn + Z A9, Vi) Vi
k=1
n
=4gy + Z<g.£’yk>yk
k=1

n
= 4G, + z“)g,)’k)}’k
k=1

esitlikleri bulunur. Burada n — oo olmakla limite gecersek,
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tg = Z(f’g, Vi) Vi
k=1

acilimi elde edilir. Ispat bitti.

Teorem 7. Her f € R(¥) i¢in

f= Z ( f £ ()ya()dx + ] Of(x)yn(x)dx> () (61)

acilimi saglanir. Burada R(€) ile € operatoriiniin deger bolgesi
gosterilmistir ve de (61) serisi C[—1,—0]C[+0,1] Banach
uzaymin normuna gore yakinsaktir.

Ispat. f = £g olsun. O halde V n, p icin

n+p n+p

Z Mg, yidye =1 Z(g. Vi) Vi (62)
k=n k=n

esitligi saglanir. £ operatorii C[—1, —0]@C[+0, 1] Banach uzayinda
sinirlt operator oldugu i¢in 6yle C > 0 sayis1 mevcuttur ki,

n+p n+p 2

D akg vy ¢ [ D HavP (63)
k=n k=n
esitsizligi saglanir. Bessel esitsizligi geregi (63) esitsizliginin sag

taraft n — oo oldugunda sifira diizglin olarak yakinsiyor. Bu
nedenle

D (69,3 () (68
k=1
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serisi C[—1,—0]@®C[+0,1] Banach uzayinda yakinsaktir. Bu

serinin toplamini

F0:= ) (g, 7)) (65)
k=1

ile gosterelim. (62) ve (65) geregi

(tg—f.tg—f)=0 (66)
esitligi bulunur. (66) geregi hemen-hemen her yerde f(x)=f (x)
esitligi saglanir. f(x) fonksiyonu siirekli oldugu i¢in bu esitlik V x €

[—1,0) U (0,1] noktasi igin saglanir. Boylece

« -0 1
f= Z ( f FOOyn () dx + f+0f<x>yn<x)dx) Yu ()

acilimi elde edilir. Ispat bitti.

Teorem 8. f € C?[—1,—0]®C?[+0,1] fonksiyonunun (7)-(9) sinir
gecis sartlari sagladigini kabul edelim. O halde f(x) fonksiyonu

x -0 1
f0 =Y ([ room@as+ [ feom @)

Fourier serisine acilabilir ve bu seri f(x) fonksiyonuna
C[—1,—-0]®C[+0, 1] Banach uzayinda yakinsaktir.

Ispat. g = —f" + q(x)f gosterirsek, g e C[—1,—0]DC[+0,1]
elde edilir. O halde

r=eg=y (f (egnmx + | 1(fgn)yndx) ()
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elde edilir ve bu seri C[—1,—0]C[+0,1] Banach uzayinda
yakinsaktir.

Sonug. (y,(x)) ozfonksiyonlar sistemi Ly[—1, —0]@L,[+0,1]

Hilbert uzayinda ortonormal baz olusturur.

Sonuc. Her fe L,[—1,—0]@L,[+0,1] i¢in

111, 11,01t 401 i(J fynd”J fy”‘”“)

=1
Parseval esitligi saglanir.
Rayleigh Oram

Bu boliimde Rayleigh orani yonteminden yararlanarak (6)-(9)
SLSDG-nin 6zdeger ve 6zfonksiyonlar1 incelenecektir.

Teorem 9. Eger Vx € I ficin q(x) = 0 ise (6)-(9) SLSDG-nin
hi¢ bir 6zdegeri negatif degildir.

Ispat. (6)-(9) SLSDG-nin keyfi bir (1, y(x)) 6z ¢iftini goz
oniine alalim. (1) denklemini y(x) ile garptiktan sonra elde edilen

denklemin her 2 tarafini [-1,0) ve (0,1] araliklarinda integralledikten

sonra kismi integrasyon yontemi ile
-0 " 1 n
0=/, yO" —qy+ay)dx+ [, y(" —qy +Ay)dx
-0 ’ 1 ’
= [ (=y?—qy? + yDdx + [, (—y'* — qy? + AyP)dx
+y(=0)y'(=0) —y(-Dy'(-D + y(1)y'(1)

—y(+0)y’(+0) (67)
esitligini elde ederiz. Sinir sartlarindan yararlanarak
yDy'(=D =y(Dy' (1) =0 (68)
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bulunur. Ayrica y(x) fonksiyonu 6zfonksiyon oldugu i¢in
y(+0) —ay(=0) =0 (69)
y'(+0) = By'(=0) = 0 (70)
esitlikleri saglanir. Bu durumda aff=1 esitligi geregi
y(=0)y'(=0) = y(+0)y'(+0)=y(-0)y'(-0)
-ay(—0)) By'(-0)=0  (71)

elde edilir. (68)-(71) esitliklerini (67) esitliginin sag tarafinda
yazilirsa

-0 1

f (=y"% — qy? + Ay?)dx + j(—y’2 —qy? + Ay¥)dx =0
-1

+0

esitligi bulunur. Buradan Rayleigh oranindan yararlanirsak

-0, , 1 !
L6+ ay)dx + [ (77 + ay?)dx
- -0 1

J_, yRdx + [, y?dx

Bulunur. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

A

>0 (72)

Teorem 10. Kabul edelim ki, g(x) #0 ve Vx e i¢in q(x) =0
sartlar1 saglanir. O halde (6)-(9) SLSDG-nin tiim o6zdegerleri
pozitifdir.

Ispat. q(x)#0 ve Vx €I igin q(x) = 0 oldugu icin en az bir x, € I

icin q(xg) > 0 olur. q(x) fonksiyonu siirekli oldugu i¢in dyle §;,>0

sayist mevcuttur ki, Vx € [xqg — &, xo + 8] NI igin q(x) >0

olur. x5 € (—1,0) durumunu inceleyelim. O halde en az bir §;>0

icin  [xo — &1, x9 + 1] € (—1,0) olur. 6, = min{8,, 6:}

gosterilirse, 6, >0, [xg — 82, xo + 62] € (—1,0) ve Vx € [xy —
--45--



8y, xo+6,] icin q(x) >0 elde edilir. y(x) fonksiyonu

ozfonksiyon oldugu icin dyle n, € N dogal sayis1 mevcuttur ki,

1 1 1
[Xo — =, Xo — =] C [xg — 02, Xo +62] ve Vxe[xg——, xo—
Ny Ng Ng

ni] icin y(x) # 0 sartlar1 saglanir. Gergekten, aksi durumda ¢,, -
0

Xo, tn # Xo ve her n € Nicin y(t,,) = 0 olacak bicimde en az bir
(t, ) dizisinin mevcut oldugunu kolayca gosterebiliriz. Bu

durumda
y (o) = lim () = 0 (73)
ve

y(ta) = y(xo) _

0 74
P—— (74)

y'(x0) = lim
n—-oo

Elde edilir. Bu durumda diferensiyel denklemler teorisinden iyi
bilinen varlik ve teklik teoremi geregi Vx € [—1,0) i¢in y(x) = 0
elde edilir. O halde gegis sartlar1 geregi

y(+0) = ay(=0),  ¥'(+0) = By'(=0) (75)

esitlikleri elde edilir. Yine varlik ve teklik teorimi geregi Vx € (0,1]
icin y(x) = 0 elde edilir. Dolayisiyla Vx € I i¢in y(x) = 0 bulunur.
Bu ise y(x) fonksiyonunun 6zfonksiyon olmasi kabulii ile gelisir.

Boylece Vx € [xy— ni, Xo — ni] icin y(x) #0 ve q(x)>0
0 0

saglanir.

. 1 1
my: = mln{q(x)|x € [xo g Yo~ n—o]}

1 1
Ly: = max{yz(x)|x € [xg Y Xo —n—o]}
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. 1 1
K,: = min {yz(x)|x € [xo ~ o Xo —n—o]}

gosterelim. my > 0, Ly > 0 ve K, > 0 olacag: i¢in (73) Rayleigh
oranindan yararlanarak

-0/, 1.,
LG+ ay)dx + (v + qy?)dx

A =y 1
J_ yPdx+ [, y?dx

>0 (76)

bulunur. Ispat bitti.

Simdi C?[—1, —0]@C?[+0,1] uzaymin

T, = {y(x):y(x) £ 0veye C?[-1,—-0]BC3[+0,1], y(-1) =

y(1) = 0,y(+0) = ay(=0), y'(+0) =By'(-0) },

ve

Ty = {y(x):y(x) # 0 vey € C*[-1, —0]®C?[+0,1],y(-1) =
y(1) = 0,y(+0) = ay(=0), y'(+0) = By'(-0),

[ yydx+ [ yydx =0, k=12,..n—1},n>2

lineer alt uzaylarini tanimlayalim. Ayrica Rayleigh lineer
fonksiyonelini
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[0+ ay?)dx + [ (v + qy?)dx
R(y) = - — (77)
J_, yPdx+ [, y?dx

esitligi ile tanimlayalim.

Teorem 11. Kabul edelim ki Vx € [—1,0) U (0,1] i¢in q(x) = 0
olsun. Ayrica (6)-(9) SLSDG-nin 6zdegerlerini 4; < A, < -+ ile
gosterelim, y; (x), y,(x), ... ile budzdegerlere sirasi ile uygun gelen
1, n=m

0, n#m olmak uzere

vevn,m=1,23,..igin 8 ={

1

-0
| 30 ym s+ [ 9009 ym() cx = S

-1 +0

sartlarin1 saglayan 6zfonksiyonlar sistemini gosterelim. O halde her

n=1,273,..1icin
An: = min{R(y)|y €T} = R(yn)
esitligi saglanir.

Ispat. y e ®C?(I) olmak iizere L;y =t;y =0, i=1,2 olsun. Bu
durumda Teorem 6 geregi

y(x)=i(f

n=1 V"1

0 1

YYyndx + f yyndx> Yn(X)

+0

serisi | araliginda diizgiin yakisak olur. Daha sonra kismi
integrasyon yapilirsa

-0 1
R "+
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-0 1
= f y(=y" + q()y,) dx + f y(=y" + q()y,) dx
-1

+0

-0 1
= ( f Yn ydx + f ynde>
-1 +0

bulunur. {y,(x)} tam ortormal fonksiyonlar sistemi oldugundan
Parseval esitliginden ¢, (f):= f_Ol Yuy dx + [ +1 » Ynydx olmak iizere

oo

0 1
f y2dx +f y2dx = Z 2 (y)
-1 0

+ n=1
elde edilir. (67) esitligini kullanarak

-0 1

f (2 + qy?)dx + f(y’2 +qy?)dx
41 10

-0 1
=f y(=y" 4+ q(x)y) dx +f y(=y" +q(x)y) dx

+0

= ]_ _10 (i Cnyn> (=y" +q(x)y) dx

n=1

+ L 10 (i cnyn> (=y" +q(x)y) dx

-0 1

_ _i c, (f_l V. (=y" + q(x)y)dx + LO}’n(_)’” + Q(x)}’)dx>
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1

© -0
z_zcnln(f yyndx-l'f yyndx>
1 +0

n=1 -

-0 1
yzdx+f yzdx> (78)
1

+0

= —Z/’lnan 2/’11<f
n=1

oldugu goriiliir. Sonug olarak

-0, , 1,
L0 aydx [0 * +qy?)dx
1= -0 1

J_ y*dx+ [, y?dx

vazilabilir. (78) esitliginde y = y, alinirsa n=2,3,... igin

cn(y1) = [, yiyndx + [ ¥1 yndx (79)
ve
_ S5 00 + ayDdx + [ (n'F + qyPdx
B f__lo y12dx + f:ohzdx
Bulunur. (79) ve (80) esitliklerinden
A1 = min{R(y)ly € T1}
elde edilir. Boylece A, = R(y,) olur. y(x) € @©C?*(I),

M

(80)

Li)’ :tiy :0, i:],Z
ve

-0 1
f VYndx +f Yypdx =0
-1 +0
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n=1,2,...k olacak bigimde keyfi y(x) fonksiyonunu gozéniine
alalim. Bu durumda

-0 1 00
f ("% + qy*)dx + f(y’2 + qy?)dx = Z AnCn(¥)?
-1 +0

n=k+1

-0

> 1
> hs Y. @O = (| vt [ yiar)
-1

n=k+1 +0
Bulunur. Yukaridaki ayni argiiment k=1,2, ... igcin uygulanirsa
Akrr = MI{R(Y)|Y € Tyi41}

elde edilir. Boylece minimum fonksiyon vj,1(x) yani Apyq =
RWsr) olur.
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BOLUM I1I

Conformable Kesirli Mertebeden Kismi Diferansiyel
Denklemlerin Genellestirilmis Homotopi Analiz
Yontemi Ile Yar1 Analitik Coziimleri

Mehmet COLAEL!
Orkun TASBOZAN?

Giris

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin tam
coziimlerini bulmak bazen imkansizdir. Bundan dolayi bu tiir kismi
tirevli diferansiyel denklemlerin niimerik veya yar1 analitik

cozlimleri bliylik 6neme sahiptir. 1992 yilinda Liao, kismi tiirevli
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diferansiyel denklemlerin yar1 analitik ¢dziimleri i¢in homotopi

analiz yontemini 6nerdi (Liao, 1992).

Dogada olusan fiziksel olaylarin matematiksel
modellenmesiyle meydana gelen lineer olmayan adi ve kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin homotopi analiz yontemi ile yar1 analitik
coziimleri elde edildi (Tasbozan ve Bayasli, 2018).

Homotopi analiz yonteminde, yiiksek derece deformasyon
denkleminde yer alan yardimci parametrelerin yardimiyla, yontem
ile bulunan seri ¢oziimlerinin yakinsaklik bolgesi daha kolay ve hizli
bir sekilde elde edilir. Bunun yaninda, lineer olan yardime1 operator
ile denklemin baslangi¢ sartindan analitik ¢o6ziimiine giden stirekli
olan bir fonksiyon tanimlanir. Bdylece, lineer olmayan problemler
homotopi analiz yontemi yardimi ile lineer problemlere doniisiir
(Liao, 2003).

Homotopi analiz yonteminde, seri ¢oziimlerin yakinsakligini
saglayan A gdmme parametresinin yakinsaklik araligi, A —egrileri
cizilerek elde edilir. A —egrilerini ¢izmek i¢in

u(x, t) = up(x, t) + Z Uy (x, 1) (D
m=1

seri ¢oziimiinde A gdmme parametresi bagimsiz bir degisken
olarak alimir. Ornegin, B, h degiskenine bagl bir déniisiim olmak

uzere

B = Ut (X, t) | x=0,t=0

esitliginde [f~h egrisi gizilebilir. (1) seri ¢Oziimiinde,
hesaplanan terim sayisina gore farkli A gdmme parametrelerinde
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icin verilen yakinsak seri ¢oziimleri analitik ¢6zlime yakinsar.
Bundan dolayi, [~h egrisinin bir bolgesinde A gomme
parametresinin eksenine paralel bir dogru pargasi goriiniir. Goriinen
paralel dogru parcasindaki A gdmme parametresinin degerleri
gecerlilik bolgesini olusturur. Homotopi analiz yontemi ile bulunan
seri ¢oziimiinde A degeri yerine h gdmme parametresinin gegerlilik
bolgesinden alinan bir deger i¢in seri ¢oziimii yakinsak olur (Liao,
2003).

Genellestirilmis homotopi analiz yontemi ise, yontemde yer

m
alan (%) teriminden dolayr homotopi analiz yonteminde elde

edilen ¢oziimlere gore analitik ¢6ziime daha hizli yakinsama saglar.
Genellestirilmis homotopi analiz yonteminde n =1 alinirsa,
yontem homotopi analiz yontemine indirgenir (Saad ve ark., 2017).
Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin genellestirilmis homotopi
analiz yontemi ile yar1 analitik ¢cozlimleri bir¢cok yazar tarafindan
elde edildi. Bunlardan bazilari, 2017 yilinda Saad ve arkadaslari
kesirli mertebeden gaz dinamik denklemini (Saad ve ark.,2017),
2018 yilinda Prakash ve Kaur Kdv-Burgers denklemini(Prakash ve
Kaur, 2018), 2019 yilinda Prakash ve arkadaslari kesirli mertebeden
ikili Navler-Stokes denklemlerini (Prakash ve ark.,2019), 2019
yilinda Akinyemi kesirli mertebeden Lax Kdv ve Sawada-Kotera
denklemlerini (Akinyemi, 2019), 2021 yilinda Cheng ve Wang
kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklem sistemini (Cheng ve
Wang, 2021) genellestirilmis homotopi analiz yontemin kullanarak
yaklagik ¢coziimlerini elde ettiler.
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Conformable Kesirli Tiirev Yaklasimi

Conformable kesirli tiirev yaklasimi ilk olarak 2014 yilinda
Khalil ve arkadaslari tarafindan tanimlandi (Khalil ve ark., 2014).
Khalil ve arkadaslar1 tarafindan tanimlanan bu kesirli tiirev
yaklasiminin literatiirde yer alan diger tiirev yaklagimlarina gore
daha basit bir tanim1 vardir. Conformable kesirli tiirev yaklagimini
en 6nemli 6zelliklerinden biri tamsay1 mertebenden tiirev ile ifade
edilmesidir.  Yani, h:[0,00) > R fonsiyonunun «a — inci
mertebeden conformable kesirli tiirevi
o AR ()

Tu(h(x)) = x~ <

seklinde tamsay1r mertebeden tiirev ile ifade edilebilir. Bu
esitlik conformable kesirli tiirev yaklasiminin tanimindan kolayca
goriilmektedir (Khalil ve ark., 2014).

Ayrica bu kesirli tiirev yaklagimi diger tiirev yaklagimlarinin
saglamadig1 bircok Ozelligi de saglamaktadir. Bu ozelliklerden
bazilari; iki fonksiyonun ¢arpiminin ve boliimiiniin tiirev formdilleri,
matematikte sik¢a kullanilan zincir kurali olarak siralanabilir. Bu
nedenle son zamanlarda analitik ve niimerik olarak ¢6ziilen kesirli
mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemler genel olarak
conformable kesirli tiirev yaklagimini icermektedir (Khalil ve ark.,
2014).

Tamm 1. x > 0 ve a € (0,1) olmak iizere, h: [0,0) — R bir
fonksiyonu verilsin. h fonksiyonunun « — inci  mertebeden
conformable kesirli tiirevi
h(x + ex1=%) — h(x)

€

To(h(x)) = lim
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seklindedir (Khalil ve ark., 2014).

Conformable Kesirli Mertebeden Diizenlenmis Kawahara
Denkleminin Yaklasik Coziimleri

0< 4§ <1 sartimm saglayan § conformable kesirli tiirev
mertebesi, x E R ve t > 0 olmak iizere, conformable anlaminda
kesirli mertebeden diizenlenmis Kawahara denklemi

—+u2—x+a—+ﬂ—=0 (2)

ve (2) denklemi ile verilen conformable anlaminda kesirli

mertebeden diizenlenmis Kawahara denkleminin analitik ¢ézimi

1
2 /——a3
364
+—Mt5

9626 )

\/E
\/7'3 6\/% Ftanh(ﬁ(f"‘c))

seklindedir (Bashar ve ark., 2021). Yar1 analitik ¢ézlimleri elde
etmek i¢in (2)-(4) ile verilen denklemlerde @ = 6,8 = —6,1 =
—1,u = 1ve C = 0 olarak alindi. Boylece (2) denklemi ile verilen

olmak tzere

u(x,t) =

4

conformable anlaminda kesirli mertebeden diizenlenmis Kawahara

denkleminin analitik ¢6z{imii
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u(x, t)

1
=1

(Lo ) X

an g*t o5

formuna doniismiis olup, denklemin baslangi¢ kosulu ise
1

ulx,0)=14+——5— (6)

tanh (— %x)

olarak bulunur.

(6) baslangic kosulu ile birlikte verilen (2) conformable
anlaminda kesirli mertebeden dilizenlenmis lineer olmayan
Kawahara denkleminin genellestirilmis homotopi analiz yontemi
yardimi ile yaklasik ¢ozlimlerini bulmak i¢in ¢ integral sabitini

gostermek tizere L[c] = 0 sartin1 saglayan L operatorii

L[®(x, t;q)] = DY [D(x, t;q)]

olarak se¢ilsin. N'[®(x,t; q)] linecer olmayan operatorii ise
(2) ile verilen denklemden

%d(x,t; q)

20¢(xtq) 602¢(x,t:q) 30(x, t; q)
atd B

N[o(x,t;q)] = %2 9x3

+ (Pt q)

olarak elde edilir. Conformable kesirli mertebeden tiirev
yaklagiminin 6zelligi kullanilarak, yukarida verilen lineer olmayan
operator

_g 0P(x, t;9)

zafb(xtq) Io(xt;q) | P0(xt;q)
= +6

. — 41— —_
N[d)(x, t, Q)] =t axz ax3

+ (oMt q)

seklinde yazilir. H(x,t) fonksiyonunun H(x,t) = 1 olarak
secilmesiyle sifirinct derece deformasyon denklemi
(1 =p)L[®(x, t; q) — up(x, )] = ghN [P (x, t; 9] ()
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olarak bulunur. (4.6) ile verilen denklemde g =0ve g =1
degerlerinin se¢imiyle

D(x,t;0) = uglx, t) = u(x, 0),
®d(x,t;1) = u(x,t)

esitlikleri elde edilir. (7) ile wverilen sifirinci-derece
deformasyon denkleminde gomme parametresi olan q
parametresine gore m kez tiirevi alinip m! ile bdliinlirse ve elde
edilen esitlikte gdbmme parametresi degeri yerine 0 yazilirsa,

m —inci dereceden deformasyon denklemi

ﬁm—l = {uO (x; t); Ug (X, t), Uy (X, t), R um—l(xr t)}

ve

00 m<1
x’"—{p, m>1

olmak Gzere

L[um (x: t) - Xmum—l(xv t)] = hRm(ﬁm—l )

olarak elde edilir. Burada R, (u,,_; ) esitligi, m = 1 olmak

uzere,

m—1 n
~ _g OUm_1(x,8) Oy _n (%, 1)
Ry (tpyq) = t* “Tlt + Z (; w (%, O up_ g (x, t))taix

n=0

0% U1 (x,8) U1 (x, 1)
0x? dax3

+6

bigimindedir. Yukarida bulunan m — inci dereceden
deformasyon denklemi yardimiyla

U (6, 8) = Xpttm-1 (6, ) + AL Ry (U1 )] ®)
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iterasyon formiilii elde edilir. (4.5) ile verilen baslangic
kosulunun kullanilmasiyla (8) iteratif denkleminden

uO(xi t) =1 + _—
tanh (— %x)
2
2ht%(—1 + 3coth (% x))csch (% x)
ul(xl t) = — .
96
x/31h2+6(_q x/3 2x/3 . 4/3\e8
uz(x’t):_aze h?t5(—8 — 32e™/% + 45e2*/3 + 38e* + 2e*/3)¢

81(—1+ e*/3)652
2

2hpt? <—1 + 3Coth (éx)) Csch (%x)
- 96

144¢*/3h2t5 (=1 + ¢¥/3) (2 4 €*/3)8
B 81(—1 + e*/3)642 '

degerleri bulunur. Elde edilen bu degerlerden, genellestirilmis
homotopi analiz yontemi kullanilarak elde edilen seri ¢oziim ise

2 3

1 1 1
u(x, t) = uplx, t) + Eul(x, t) + (5) u,(x,t) + (5) us(x, t) + -

olarak yazilabilir. Mathematica programi yardimiyla, uq(x, t)
baslangic degerleri kullanilarak (8) esitliginin  yardimi ile
U (x, t), uy (x, )us(x, t) ve uy(x, t) esitliklerinin hesaplanmasiyla
u(x, t) yaklasik ¢oziimii

2 3 4

u(x, t) = ug(x, t) + %ul (x,t) + (%) uy(x,t) + (%) us(x, t) + (%) uy(x,t)

seklinde olur.
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Conformable Kesirli Mertebeden Cahn-Allen Denkleminin
Yaklasik Coziimleri

x€R, t>0ved, 0<6 <1 sartin1 saglayan conformable
kesirli tiirev mertebesi olmak iizere, conformable anlaminda kesirli
mertebeden Cahn-Allen denklemi
%u  9%u

- —u=0 9
35 o T T ©)

seklindedir. (9) denklemi ile verilen conformable anlaminda
kesirli mertebeden diizenlenmis Cahn-Allen denkleminin analitik
¢Ozlimi ise
u(x, t) = —l—lcoth< ad 3t6) (10)
2 2\/_ 46
bicimindedir (Zafar ve ark., 2020). Boylece (9) ile verilen
denklemin baslangi¢ kosulu, (10) esitliginden

1 1 x
u(x,0) = —E——coth (2\/_) (11)

olarak elde edilir.

(11) baslangic kosulu ile birlikte (9) kesirli mertebeden
Cahn-Allen denkleminin yaklagik ¢oziimlerini elde etmek icin ¢
integral sabitini gostermek tizere L[c] = 0 sartim1 saglayan L
operatori

L[®(x, t;q)] = DY [®(x,t;q)]

olarak alinsin. Lineer olmayan N [®(x,t; q)] operatori ise
(9) ile verilen kesirli mertebeden Cahn-Allen denklemden

FBd(x,t;q) 9°P(x,t;q)

N[d)(x, t; Q)] = at(; - x2

+ (@ t:9)’ — @)
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olarak bulunur. Conformable kesirli tirev yaklasiminin
tanimindan, lineer olmayan operator

0P(x,t;q) 9°®(x,t;q)

. — tl-a
N[D(x, t; )] =t 3t Ep

+ ((D(x, t; q))3 —®(x,t;q)

seklinde yeniden yazilir. Sifirinci derece deformasyon
denkleminde H(x,t) fonksiyonunun H(x,t) =1 olarak
secilmesiyle sifirinct derece deformasyon denklemi

A =pL[®(x,t;q) —up(x, )] = qhN' [P (x, t; q)] (12)

seklinde elde edilir. Sifirinci derece deformasyon denkleminde
q = 0 ve g = 1 degerlerinin alinmasiyla

D(x,t;0) = up(x, t) = u(x,0),
®d(x,t;1) = u(x,t)

esitlikleri elde edilir. Boylece sifirinci-derece deformasyon
denkleminde gdbmme parametresi olan g parametresine gore m kez
tirevi almip m! ile boliinlirse ve elde edilen esitlikte gomme
parametresi degeri yerine 0 yazilirsa, m — inci dereceden

deformasyon denklemi

L[um(x' t) - xmum—l(x' t)] = hRm(ﬂm—l )

olarak elde edilir. Burada

ﬁm—l = {uO (x, t), Ug (x, t), Uy (x, t)' T um—l(xr t)}

ve

<
Xm={0' m<1

p, m>1

seklindedir. R,, (U,,—1 ) esitligi, m = 1 olmak {izere,
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Qs (6,8) 02Uy, (0,0 R [
R ) = e Znt ) Pns D) 2001010
n=0

— Un-1-n (X, t)

bicimindedir. Yukarida bulunan m — inci dereceden
deformasyon denkleminden

U (6, 8) = Xpttm-1 (6, 1) + AL Ry (U1 )] (13)

iteratif denklemi elde edilir. (11) ile verilen baslangic
kosulunun kullanilmasiyla (13) iteratif denkleminden

1 1 1
ug(x,t) = —= — =coth (—x)

2 2 2V2
2
3ht% csch (L>
- 2V2
ul(xl t) - 86 )
5 x \
3hpt°csch (—)
__ 2v2
up(x,t) = 55
2.:8 5 2
3h2e8 (48 + 3¢ th( ) h( )
( co Nl >Csc Nl

3262

esitlikleri elde edilir. Elde edilen bu esitliklerden seri ¢oziim
2 3

1 1 1
u(x,t) =uglx, t) +—u (x, t) + (—) uy(x, t) + (—) usz(x, t) + -
p p p
olarak belirlenir. uy(x,t) baslangi¢c degerleri kullanilarak

(13) esitliginin yardimu ile uq (x, t), uy(x, t), us(x, t) ve u,(x,t)
esitliklerinin hesaplanmasiyla yaklasik ¢6ziim
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2 3 4

u(x, t) = uglx, t) + %ul(x, t) + (%) uy(x,t) + (%) us(x, t) + (%) Uy (x, t)

seklinde olur.
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BOLUM IV

Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin
Fonksiyonel Degisken Yontemi ile Tam Coziimleri

Mustafa BATMAZ!
Orkun TASBOZAN?

Giris
1695 yilinda, G.W. Leibnitz’in Hospital’a sordugu soru ile
ortaya cikan kesirli tiirev kavrami, bu tarihten itibaren bir¢ok bilim

adaminin c¢alisma alaninda popiiler bir konu haline geldi (Hilfer,
2000).

Kesirli tiirev kavrami i¢in tanimlanan bircok yaklasim
mevcuttur. Tanimlanan bu kesirli tiirev yaklasimlarindan bazilari ise
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Dr. Orkun TASBOZAN tarafindan yonetilen ve Mustafa BATMAZ tarafindan yazilan “Kesirli Mertebeden
Diferansiyel Denklemlerin Fonksiyonel Degisken Yo6ntemi {le Tam Coziimleri” baslikl yiiksek lisans tezinden
uretilmistir.
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Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo ve Conformable
kesirli tiirev yaklasimlaridir. Bu yaklasimlardan Riemann-Liouville
kesirli tiirev yaklasimi, Unlii matematikciler olan Riemann ve
Liouville tarafindan tanimlanan kesirli mertebeden tiirev
yaklagimidir (Kilbas & ark., 2006). Diger bir yaklasim ise sonlu
farklar ~ yardimiyla tanimlanan  Griinwald-Letnikov  kesirli
mertebeden tiirev yaklagimidir. Bu kesirli tlirev yaklasimlariin
denk olduklari, verilen fonksiyonun belli sartlar1 saglamasi
durumunda, goriildii (Debnath & Bhatta, 2007). Bazi sartlar altinda
denk olan bu kesirli tiirev yaklagimlarinin bazi dezavantajlari vardir.
Omegin, bu kesirli tiirev yaklasimlar1 icin, sabit bir fonksiyonun
tirevi sifir degildir. Bu dezavantaji ortadan kaldiran ve diger
yaklagimlara gore bazi avantajlart olan Caputo kesirli tiirev
yaklagimi ise, 1967 yilinda Caputo tarafindan tanimlandi.
Literatiirde siklikla kullanilan, burada bahsedilen kesirli tiirev
yaklasimlara gore daha basit bir tanimi1 olan ve normal mertebeden
tirev ile ifade edilebilen Conformable kesirli tiirev yaklasimi ise
2014 yilinda Khalil ve arkadaslar tarafindan tanimlandi1 (Khalil &
ark., 2014). Ayrica, Conformable kesirli tiirev yaklagimi, Griinwald-
Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo yaklasimlarinin saglamadigi
bircok 6zelligi de saglamaktadir (Rezazadeh & ark., 2017).

Diferansiyel denklemler, dogadaki bir¢ok fiziksel olayin
modellenmesi ile ortaya ¢ikmaktadir. Son zamanlarda ise, bu
diferansiyel denklemler kesirli mertebeden tiirev igeren denklemler
olarak karsimiza c¢ikmaktadir. Kesirli mertebeden tiirev igeren
diferansiyel denklemlerin analitik ¢dziimlerinin elde edilmesi de
oldukca 6nemlidir. (Aminikkah, 2016).
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Bu calismada, conformable kesirli mertebeden tiirev igceren
lineer olmayan kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklem olan
kesirli mertebenden genisletilmis BKP-Boussinesq, genellestirilmis
Calogero—Bogoyavlenskii—Schiff denklemlerinin analitik ¢6ziimleri
fonksiyonel degisken yontemi ile elde edildi.

Conformable Kesirli Tiirev Yaklasimi

Tanmm 1. f;:[0, ) — R bir fonksiyon olmak tizere x > 0 ve 0 <
y < 1ig¢in f;(x) fonksiyonunun y —inci mertebeden conformable
kesirli tiirev yaklagimi

filx +&x17Y) = fi(x)
3

denklemi ile tanimhidir. Eger f; (x) fonksiyonu k > 0 olmak {izere

T, (£ () = lim

(0, k) agik araliginda y —inci mertebeden diferansiyellenebilir ve
; 62]

LR

limiti varsa

]cl()/) (0) — xll)rglJr fl()/) (x)

esitligi saglanmaktadir (Khalil & ark., 2014).

Fonksiyonel Degisken Analitik Yontemi

Dogada ki meydana gelen bir¢ok fiziksel olayin matematiksel
modelleri genellikle lineer olmayan adi veya kismi diferansiyel
denklemler yardimiyla ifade edilebilir. Bu tiir denklemlerin analitik
¢Oziimlerinin arastirilmasi uygulamali matematikte biiyiik 6neme
sahiptir. Son yillarda bilgisayar teknolojisinin de hizli gelisimi ile

birlikte ortaya ¢ikan yeni analitik yontemler lineer olmayan kismi
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diferansiyel denklemlerinin analitik ¢6ziimlerinin bulunmasinda
oldukca sik kullanilmaya baslanmistir. Bu yontemlerden bazilari
homojen denge (Wang, 1995), F-acilim1 (Zhou & ark., 2003),
hiperbolik tanjant agilimi1 (Malfeit, 1992), sine-cosine (Yang, 1996),
jakobi eliptik fonksiyon (Liu & ark., 2001), varyasyonel iterasyon

(He & ark., 2000), (%) acilim (Kutluay ve ark., 2010), homotopi

perturbasyon (He, 2005), lstel fonksiyon (He & ark., 2006),
fonsiyonel degisken (Zerarka & ark., 2010) vb. yontemler olarak
siralanabilir.

Bu yontemlerden biri olan fonksiyonel degiskenken yontemi,
ilk olarak A. Zerarka ve arkadaslar1 (Zerarka & ark., 2010)
tarafindan lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin analitik

¢oziimlerini elde etmek i¢in Onerildi.

Fonksiyonel degiskenken yonteminin genel bir lineer olmayan

kismi diferansiyel denkleme uygulanmasi igin,

P(u, ug, Uy, Uy, Uy, Upt, Uxy) Uyy) Uzz, Uxes Uxy) Upyy s ) = 0 (1)

seklinde genel bir lineer kismi diferansiyel denklem ele alinsin.
Burada u bagimhi degisken, x,y,z,t bagimsiz degiskenlerdir. (1)

ile verilen lineer olmayan kismi diferansiyel denkleme

u(x,y,z,t) = U(S)
ve o, a1, Ay, A3, B reel sabitler olmak iizere

E=aqpt+ax+a,y+azz+p
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seklinde dalga doniisiimii uygulanirsa, (1) ile verilen lineer olmayan

kismi diferansiyel denklem

seklinde adi tlirevli diferansiyel denkleme indirgenir. Burada U
bagimli degiskeni ve & ise bagimsiz degiskeni gostermektedir. &

degiskenine bagli olan U fonksiyonuna bir doniisiim yapilmast i¢in,
Ug = F(U) 3)

formunda bir fonksiyonel degisken ele alinsin. Boylece, (1) ile
verilen esitliginin kullanilmasi ile U fonksiyonunun ¢ bagimsiz

degiskenine gore tiirevleri
1, 9
Uge =5 (F7)',
1 "
Ugge = 5 (FA)"VF?, )

1
Uggee = 5 [(F2)"F? + (F*)"(F?)']

el

olarak elde edilir. Burada simgesi % ifadesini gostermektedir.

(4) ile verilen denklemlerin (2) ile verilen adi diferansiyel
denkleminde kullanilmasiyla, U, F ve F fonsiyonunun tiirevlerinden

olusan
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R(U,F,F,F",F",..)=0 )
denklemi elde edilir. Gerekli integral islemlerinden sonra, (5) ile
verilen diferansiyel denkleminden F fonksiyonu elde edilir. Elde
edilen F' fonksiyonunun degerinin (3) ile verilen denklemde yerine
yazilmasiyla, (1) ile ele alinan lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemin analitik ¢6zlimii elde edilir (Zerarka & ark., 2010).

Teorem 1. k; ve k, # 0 sabitler ve U bagimli fonksiyonu (3) ile

verilen bir fonksiyonel degisken olmak {izere
U{'f =k1U_k2U2 (6)

seklinde ikinci mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklemi ele

alinsin. O halde
1 .
Uge = 5 (F7)

esitliginin kullanilmasi ile (6) ile verilen adi diferansiyel denklemin

analitik ¢oziimleri agagidaki gibidir (Aminikhah & ark., 2016):

1. Durum: k; > 0 olmak iizere (6) ile verilen adi diferansiyel

denklemin analitik ¢6ziimleri

2
3k, k,
U (¢) = 2K, (sech <£5)>

3k, kq
U,(¢) = 2k2 <csch <£ ))

2
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seklindedir.

2. Durum: k; < 0 olmak iizere (6) ile verilen adi diferansiyel

denklemin analitik ¢ézlimleri

2
Us(8) = 3—kl(sec (“ l E)) ,

2k, 2
2
3k, Vv —kq
Us($) —%<CSC< > f))
seklindedir.

Teorem 2. k; # 0 ve k, sabitler ve U bagimli fonksiyonu (3) ile

verilen bir fonksiyonel degisken olmak {izere
Uge = k1[k3U + 3k,U? + 2U°3] (7)

seklinde ikinci mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklemi ele

alinsin. O halde
1 o
Uge = 5 (F7)

esitliginin kullanilmasi ile (7) ile verilen adi diferansiyel denklemin

analitik ¢oziimleri asagidaki gibidir (Aminikhah & ark., 2016):

1. Durum: k; > 0 olmak {izere (7) ile verilen adi diferansiyel

denklemin analitik ¢ozlimleri
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-5

ky [
Ui (§) = - 1+ coth<

-5

ky [
U,(&) = - 1 +tanh<

seklindedir.

2. Durum: k; < 0 olmak iizere (7) ile verilen adi diferansiyel
denklemin analitik ¢ozlimleri

Uy (§) = —% _1 — icot (kz —ha f) l

2

k[ . k
Uy, (&) = -5 1+itan | ————

seklindedir.

Conformable Kesirli Mertebeden Genisletilmis BKP-
Boussinesq Denklemi

Conformable kesirli mertebeden genisletilmis BKP-
Boussinesq denklemi, 0 < y < 1 olmak iizere,

aY (au) 0*u 3 ] <6u 6u> N aY (d%u L3 0%u “o o
oty \oy) a3xdy ~ax\dxay/ oatv\atr xdz ®

seklindedir. (4.1.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden
genisletilmis BKP-Boussinesq denklemine, «, @y, a;, a3, [ reel

sabitler ve
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u(x,y,zt) = U(S)
olmak tizere,

t]’
E=a07+a1x+a2y+af3z+ﬁ

seklinde dalga doniisiimii uygulanirsa
(a02+3a1a3 + aoaz)UEE - C(13CZZU4§ - 6(112(12U§U§§ = 0 (9)

adi tiirevli diferansiyel denklemi elde edilir. Integral sabiti sifir
alinarak, (9) adi tiirevli diferansiyel denkleminin § degiskenine gore

bir kez integralinin alinmastyla, (9) denklemi

(o +3aqa3 + agay)Ug — ar®ayUggr — 3a12a2(U§)2 =0 (10)
formunda yazilir. (9) ile verilen adi diferansiyel denkleme

U=V

seklinde doniisiim yapilirsa, (10) ile verilen denklem

(@o® + 3103 + apax)V — a’ay Ve — 3ay 2,V = 0 (11)

olarak yazilir. Elde edilen bu denklemin diizenlenmesi ile de

@y + 3a,a, + apa 3
0 103+ Q@2 3, (12)

Ver =
133 a3a, a
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esitligi elde edilir. (12) ile verilen lineer olmayan diferansiyel
denkleminde bulunan Vg ifadesinin yerine, (4) denklemlerinde yer

alan
1 .
Vee = E(F ) (13)

esitligi kullanilirsa, F (V) fonksiyonu

@p? + 3103 + aga, 2
F(V) = +V -2y 14
=t j . . (14)

olarak bulunur. (14) ile verilen denklemde (3) esitligi kullanilirsa,
Teorem 1 yardimi ile (12) adi diferansiyel denkleminin analitik

¢Oziimleri,

ay? + 3aqa;5 + apa;, >0

a3a,

olmak iizere,

2
v (E) = ay? + 3a,a3 + apa, b Jao? +3a.a3 + aga;,
1(6) - 2a za sec 3 E ,
1 2 Zﬂal a,

2+ 3maz + apa Jao? +3ayas + apa ’
V(f)——ao 1@ T X% 0 13T Tz,
2o 2a,%a [q.3

1 2 2 a,1°a,

seklinde olup,

--78--



ao? + 3a,a3 + aya;,

3 <0
a1°a;

olmak iizere ise,

V3(§) =

2a,%a,

ap? + 3a,a; + apa
V() = 0 103 + Gty [

2a,%a,

ay? + 3a,a3 + apay <sec<

\/—(aoz + 3aia3 + apay) ¢

)

\/—(aoz + 3a a5 + apay) ¢

)

seklinde elde edilir. Ug = V oldugu dikkate alinirsa,

ay? + 3aqa5 + apa;y >0

a3a,

olmak iizere,

U =
@) Ve,
U, () = \/ao + 3ai03 + aga;,
? Va1 a;
seklinde olup,

ay? + 3aqa;5 + apa;, <0

a3a,

olmak iizere ise,
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Us(E) = J—(ao? + 3aya5 + apay) tan V(a2 + 3aya5 + apay) ¢

3 Valaz 21la13a2 ,
U (E) - _ \/_(aoz + 3“1“3 + aoaz) Cot <\/—(0(02 + 3“1“3 + aoaz) f)

* Va1 a; 2 ada,

yazilir. Yukarida verilen U, (¢), U, (&), U5 (&), U, (§) esitliklerinde

u(x,y,z,t) = U()

degeri kullanilirsa, (8) ile verilen conformable kesirli mertebeden

genisletilmis BKP-Boussinesq denkleminin analitik ¢oziimleri

ay? + 3aqa;5 + apa;,

3 >0
a1~ a;
olmak tizere,
ag? + 3a05 + apa ag? + 3a a3 + aga
ul(x,y,z,t)=\/ 0 1“3 0 Ztanh \/ 0 143 0 Zg ’
Valaz 2'\[“13“2
ag? + 3a05 + apa ag? + 3a05 + apga
uz(x,y,z,t)=\/ 0 1“3 0 ZCOth \/ 0 143 0 ZE
Valaz 2w1a13a2
ve

ay? + 3a,a;5 + aga,

ada,

olmak iizere,

--80--



\/—((ZOZ + 3a1a3 + aoaz) \/—(0(02 + 3“1“3 + aoaz)
us(x,y,z,t) = tan &,
Va1 a; 2/ a3a,
\/—((ZOZ + 3a1a3 + aoaz) \/—(0(02 + 3“1“3 + aoaz)
U (x,y,2,t) = — cot &
Va1 a; 2 a3a,

olarak bulunur. Burada

t]’
§=a07+a1x+a2y+a3z+ﬁ

seklindedir.
Conformable Kesirli Mertebeden Genellestirilmis Calogero—
Bogoyavlenskii—Schiff Denklemi

41, 0, sifir olmayan reel sabitler ve 0 < y < 1 olmak {izere,
conformable kesirli mertebeden genellestirilmis Calogero—

Bogoyavlenskii—Schiff denklemi

aY (6u>+ 0%u +36u 62u+362u6u+6 62u+662u_0 is
atr\ox/) " 0x3dy = T oxoxdy " ox2dy  ‘oxdy  ‘ay? (15)

seklindedir. (15) ile verilen conformable kesirli mertebeden
genellestirilmis  Calogero—Bogoyavlenskii—Schiff  denklemine,

Qy, @1, @, [ reel sabitler ve

ulx,y,t) =U($)
olmak tizere,
t]/
€=a07+a1x+a2y+ﬁ (16)
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formunda dalga doniisiimii uygulanirsa
(aoay + S1aya,+8,0,*)Uge + ar®ayUgg + 601 %, UgUs = 0 (17)

adi tiirevli diferansiyel denklemi elde edilir. Integral sabiti sifir
almarak, (17) adi tiirevli diferansiyel denkleminin § degiskenine

gore bir kez integralinin alinmasiyla, (17) adi diferansiyel denklemi
(o + 81105468, 2)Ug + ay 3oty Uges + 3a12a2(U5)2 = 0(18)
olarak yazilir. (18) ile verilen adi diferansiyel denkleminde

U=V

formunda doniisiim yapilirsa, (18) ile verilen diferansiyel denklem
(aoa; + 81105 + 85,02 )V + a’ay Ve + 3a4%a,V2 =0 (19)

seklinde yazilir. (19) ile wverilen diferansiyel denklemin

diizenlenmesi ile
apay, + S1a,a, + 5,a,2 v 3

— V2 20
a3, aq (20)

Veg = —

denklemi elde edilir. (20) ile verilen lineer olmayan adi diferansiyel

denkleminde bulunan Vg ifadesinin yerine, (20) esitligi kullanilirsa,

F (V) fonksiyonu

Aoy + S a, + S, 2

F(V) = ivj— v (21)

a3, 241
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olarak yazilir. (21) ile verilen denklemde (3) esitligi kullanilirsa,
Teorem 1 yardimu ile (20) ile verilen lineer olmayan adi diferansiyel

denkleminin analitik ¢6ziimleri,

aoa1+61a10{2+820{2

2
> < 0 olmak iizere,
a1°a

V1(Sz) =

2
_(aoal + 51“1“2 + 52“22) \/_(aoal + 61“1“2 + 62“22)
sech Sl

2
2a,%a, 2\Ja3a;

Vz(g) _ [243Y241 + 61“1“2 + 62“22 (Csch (\/—(0(00.’1 + 51“1“2 + (520(22) g))z

2a:%a, 2V a3a;
A1 +8101 A2+, .. .
S ; ;az 22> (0 olmak iizere ise,
1“2
2
V. (5) _ _(aoal + 61“1“2 + 62“22) sec \/0(00.’1 + 51“1“2 -+ 62“225
: 20y %a; 2\ a3, '
2
v (é_) _ _((Xoal + 61(11052 + 620{22) csc \/aoal + 51(11052 + 62“22 f
* 2a,%a, 2\ a3a;

seklinde elde edilir. Ug = V oldugu dikkate alinirsa,

Ao +81a a2 +8,a52 .
o1 ;;az 222 < 0 olmak iizere,
170z
—(agay + 61a a5 + Sra,2 —(apgay + 61a1a, + 8ra52
U1(E)=\/(°1 1010 22)tanh\/(o1 10103 22)5'
Vaia; 2\ a3a,
_ \/_(aoal + 51“1(12 + 62(122) \/—(0(00(1 + 61(11(12 + 62&22)
U, (§) = coth &
Vaia; 2\ a3a,
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o1 +8 a1, +8,a,2 .. .
= ——222> ( olmak iizere ise,
a,”az
U (f) \/aoal + 61“1“2 + 62“22 t \/aoal + 61“1“2 + 62“225
3 = — an ’
vaia; 2\ a2,
\/aoal + 61“10{2 + 52“22 \/aoal + 61“1“2 + 62“22
Uy(§) = cot ¢
Va1a; 2\ a2,

elde edilir.  Yukarida verilen U;(&),U,(&),U5(&),U,(E)
esitliklerinde

ux,y,t) = U($)

deger kullanilirsa, (15) ile verilen conformable kesirli mertebeden
genellestirilmis  Calogero—Bogoyavlenskii—Schiff — denkleminin

analitik ¢coziimleri

Ao +81a a2 +8,a52 .
————=—22% < 0 olmak iizere,
a1°ay
—(apay + 6;a,a, + S,a,2 —(apay + 8;a,a, + S5ra,2
ul(x,y,t)=\/(01 101 Q3 22)tanh\/(01 10107 22)5:
Va1a; 2\/“130{2
\/—(0(00!1 + 510.’10.’2 + 62“22) \/_(aoal + 616{16{2 + 62&22)
uy(x,y,t) = coth '3
Vapa, 2Jada,
Ao +81a1a2+8,052 .
—=———2—22% > ( olmak iizere,
ai1°ay
\/0(00.’1 + 610.’1“2 + 82“22 \/0(00(1 + 61(11(12 + 62“22
uz(x,y,t) = — tan &),
Vai1a 2\&(113(12
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\/aoal + 610y + 8,a52 t<\/a0a1 + 81 a, + 8057 5)
= co

Halxy,8) = N 2ara,
olarak elde edilir. Burada

t]’
E=a07+a1x+a2y+ﬁ

seklindedir.
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BOLUM V

Olasiik Dagilimlar1 Uzerine Yapilan Calismalara
Yonelik Bibliyometrik Analiz Degerlendirilmesi

Ali KOSE!
Ozlem YILMAZ?

Giris

Olasilik, [0,1] araliginda degerler alan ve bir olayin ortaya
c¢ikma sansii belirten sayiya olarak tanimlanmaktadir. Olasiligin
nesnel (objektif) ve Oznel (subjektif) olasilik olmak iizere iki
yaklagimi bulunur. Nesnel olasilik, klasik olasilik ve deneysel
olasilik olmak tizere iki kisimda incelenir. Klasik olasilik esit
olasiliklt sonuglara dayanirken deneysel olasilik goreli sikliklara
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Matematik Bolumii, Istanbul/Tiirkiye, ORCID: 0000-0002-8418-0146,
ozlem.yilmaz@msgsu.edu.tr
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dayanir. Oznel olasilik ise eldeki mevcut bilgilerden elde edilen
olasiliktir (Peker, 2018).

Olasilik kurami 17.yiizyilin ortalarina dogru ortaya ¢ikmustir.
1494 yilinda Fra Luca Paccioli’nin yazdigi Summa de aritmetica,
geometria, proportioni e proportionalita adli kitap, olasiligi konu
edinen ilk kitap olarak bilinir.

Olasilik  kuraminin dogusu, servetini arttirmak isteyen
Chevalier de Méré adli soylu bir Fransiz kumarbaz ile baslar.
Oyunun kurali, “Bir zar1 dort atista en az bir kez 6 getiren kazanir.”
olmasina ragmen, Chevalier oyunun kuralin1 “Cift zar1 24 atista bir
tane 6-6 getiren kazanir.” olarak degistirerek daha ¢ok kazanmak
istemektedir. Ama bu kural Chevalier‘e daha az kazandirir. Bunun
sebebini donemin iyi matematikgilerinden biri olan Blaise Pascal
(1623-1662) basit ama kesin ¢oziimii ortaya koyarak oyunun ilk
kuralinda kazanma sans1 %51.8 iken yeni kuralda %49.1 oldugunu
hesaplamistir. Blaise Pascal, Pierre de Fermat ile, matematigin
onemli bir dali olan olasilik kuramini gelistirdiler. Gilinlimiizde
olasilik kurami, bilim, endiistri, ekonomi, spor, yOnetim gibi
alanlarda bankacilik, sigortacilik, endiistride kalite kontrolii,
genetik, gazlarin kinetik teorisi, istatistiksel mekanik, kuantum
mekanigi vb. bir ¢ok alanda kullanilmaktadir.

Olasilik kurami, Blaise Pascal (1623-1662), Pierre de Fermat
(1601-1665), Christian Huygens (1629-1695). Jakob Bernoulli
(1645-1705), Abraham de Moivre (1667-1754), Daniel Bernoulli
(1700-1782).Comte de Buffon (1707-1788), Pierre-Simon Laplace
(1749-1827), Augustus De Morgan (1806-1871), Thomas Bayes
(1702-1761), Andrei Andreyvich Markov (1856-1922), Richard von
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Mises (1883-1953) gibi 6nemli matematikgiler ile gelismeye devam

etmistir. 1933 yilinda Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903—
1987)“un ortaya koydugu aksiyomlar ile olasilik kuramini, bir 6lgiim
uzayina tagtyarak olasilikla ilgili yapilan biitiin  stireksiz
hesaplamalari, 6zel durumlar olarak iceren ¢ok genel bir yapiya
tasimigtir. Richard Threlkeld Cox (1898-1991) ortaya koydugu

aksiyomlar ile olasilik kuraminin sagladigi temel 6zelikleri ortaya

koymustur. 1960’11 yillarda Ray Solomonoff, Anrey Kolmogorov,
Greagory J. Chaitin algoritmik seckisizlik kavrami ile olasilik
kuraminin dayandigi rastgelelik kavramimna ve enformasyon
kuramina yenilikler getirmistir (Karagay, 2006).

1.0lasihk Dagilimlar:

Olasilik i¢eren tiim problemleri temel olasilik prensiplere gore
¢ozmek yerine, yaygin durumlar ic¢in tasarlanmig, olasilik
dagilimlarini, fonksiyonlarint ve yogunluklarmi kullanmak
miimkiindiir (Joseph & Reinhold, 2003).

Matematik biliminin alt dal1 olan olasilik kuraminin igerdigi
olasilik dagilimi, olasilifin incelemesi ve olaylarin olasiliginin

tanimlanmasi i¢in kullanilan modellerdir.

Gozlenen olaylar birer deney olarak tanimlanirsa degeri
deneyden deneye degisen sonugclar ile belirtilen degiskene rastgele
degisken ad1 verilir (Erbag, 2007). Rassal degiskenlerin alabilecegi
tim mimkiin degerlerin olasiliklarinin cebirsel veya grafikler
yardimiyla hesaplanmasina "Olasilik Dagilimlar1" denir. Olasilik
dagilimlar1 iki ana baslik altinda incelenir. Rassal degisken siirekli
ise olasilik dagilimi "Siirekli Olasilik Dagilimi", siireksiz ise
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"Siireksiz Olasilik Dagilimi" olarak adlandirilmaktadir (Orhunbilge,
2000).

2.0lasihk Dagiimlari Uzerine Yapilan Calismalarin Genel
Degerlendirilmesi

Olasilik dagilimlart iizerine yapilan calismalar, genellikle
teorik ve uygulamali aragtirmalarda farkli olasilik dagilimlarinin
nasil kullamildigmmi  ve gelistirildigini ortaya c¢ikarmak igin
yapilmaktadir. Bu ¢aligmalarin yogunlastig1 temel konular asagidaki

gibi 6zetlenebilir.

1-Normal, Binom, Poisson, Ustel, Gamma gibi klasik
dagilimlarin tarihcesi ve kullanim alanlari, farkli disiplinlerdeki

uygulamalarin incelenmesi.

2-Klasik  dagilimlarin  genellestirilmis  versiyonlarinin

incelenmesi, performans analizlerinin yapilmasi.

3-Dagilimlarin  farkli  disiplinlerdeki etkisini  gOsteren

bibliyometrik ¢aligmalarin yapilmasi.

4-Miihendislik, Tip, Finans, Biyoloji gibi alanlarda kullanilan

olasilik dagilimlarinin incelenmesi.

5-Biiytik  veri  setleri i¢in  dagilimlarin  modelleme

performansinin analizinin yapilmasi.

6-Ogretimde kullanilan yéntemler ve materyaller igin olasilik

dagilimlarinin kullanilmasi.

Bununla birlikte finans, tip, biyoloji, egitim, miihendislik,
meteoroloji, enerji, hidroloji vb. ¢cok sayida disiplinin sahip oldugu
teorik ve/veya uygulamali problemlerin ¢oziimiinde olasilik
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dagilimlarinin siklikla kullanildig1 goriilmektedir (Neti & Howell,
2006), (Kurban, Kantar & Hocaoglu, 2007), (Amburn, Lang &
Buonaiuto, 2015), (Kili¢, Temel & Senol, 2015), (Aygoren & Uyar,
2016), (Katipoglu & Acar, 2021), (Yu, Gargett & Du, 2023), (Amin
vd., 2024).

3.Yontem ve Veri Seti

Belirli bir alanda, donemde ve bolgede, kisiler ya da kurumlar
tarafindan {iiretilmis yaymlarin ve bu yaymlar arasindaki iliskilerin
gorsel ve sayisal olarak analiz edilmesini iceren yOntemler
bibliyometrik ¢aligmalar olarak adlandirilmaktadir (Celikkaya,
2019).

Bibliyometrik analiz, bilimsel eserlerin kategorileri arasinda
degerlendirilmesine ve bu eserlerin niceliksel 6zellikleri {izerinden
analiz yapilmasina imkan saglamaktadir (Kose vd., 2017:27).

Bibliyometrik arastirmalarda, cesitli veri tabanlarindan alinan
verilerin haritalandirilmasi, gorsellestirilmesi amaciyla bir¢ok
programdan istifade edilmektedir (Bak, 2024).

Bibliyometrik analiz, zaman igerisinde olusan bilgi
birikiminin analiz edilerek yorumlanmasina ve bu bilgilerin
Ozetlenmesine imkan tanimaktadir. Bu analiz, ilgilenilen konu
alanindaki egilimleri, potansiyel arastirma konularin1 ve
caligmalardaki bogluklari ortaya koymaya olanak tanimakla birlikte,
ilgili konu alaninda var olan yayinlarin akademik ¢evredeki etkisini
de gosterebilmektedir (Aktas, 2023).

Bibliyometrik aragtirmalarin mesafe tabanli haritalar ve grafik
tabanli haritalar olmak tlizere yaygin olarak kullanilan iki tiirii
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bulunmaktadir. Mesafe tabanli haritalarda, iki 6ge arasindaki mesafe
ogeler arasindaki iliskinin giiciinii yansitmakta olup daha kiigiik bir
mesafe genellikle daha gii¢lii bir iligskiyi gostermektedir. Bu durum
ilgili O0gelerin kiimelerini tanimlamay1 kolaylastirirken birbiriyle
ortisme durumlarinin olmadigi durumlarda haritadaki tim 6geleri
etiketlemeyi zorlastirabilmektedir. Grafik tabanli haritalar ise, iki
0ge arasindaki mesafenin Ogeler arasindaki iliskinin giiciini
yansitmasi gerekmeyen haritalardir. Bunun yerine, iligkileri
belirtmek igin dgeler arasina gizgiler gizilir. Ogeler genellikle grafik
tabanli haritalarda oldukca diizgiin bir sekilde dagitilir. Bu, o6rtiisen
etiketlerle ilgili daha az sorun olmasi avantajina sahip olabilir.
Ancak mesafe tabanli haritalara kiyasla grafik tabanli haritalarda
genellikle iki 6ge arasindaki iligkinin giiclinii gorebilmek daha zor
olabilmektedir (Nees ve Waltman, 2010).

Bibliyometrik analiz son yillarda ¢ok popiilerlik kazanan bir
analiz tiirli olmustur. Bu popiilerlik artisinda, Gephi, Leximancer,
VOSviewer gibi bibliyometrik yazilimlarin, Scopus ve Web of
Science gibi bilimsel veri tabanlarinin ilerlemesi, kullanilabilirligi ve
erisilebilirligi ile bibliyometrik metodolojinin disiplinler arasi
yayilmasi onemli bir etken olmustur (Naveen, Satish, Debmalya,
Nitesh ve Weng, 2021).

Bu ¢alismada da olasilik dagilimlar: konusunda yapilmis olan
akademik calismalarin ge¢misten gilinlimiize var olan durumunu
ortaya koymak ve konu alanindaki yeni yonelimleri belirlemek

amaclanmustir.

Miihendislik, fen, matematik ve istatistik gibi bircok alanda
biiyiik bir veri tabanina sahip olan Web of Science veri tabaninin
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uluslararasi diizeyde kabul gérmiis olmasi nedeniyle ¢alismanin veri
seti Web of Science veri tabanindan elde edilmistir. Bu dogrultuda
giinlimiize kadar olasilik dagilimlar1 ekseninde yayinlanan ve Web
of Science veri tabaninda indekslenen yayin tiirlerinde yayinlanmis

olan eserler ¢alismanin veri setini olusturmaktadir.

Veri seti olusturulurken arastirmaya herhangi bir kisitlama
getirilmemis olup tiim alanlarda olasilik dagilimlari konusunda
yapilan akademik caligmalarin tamami dikkate alinmistir.
Calismada, Web of Science Core Collection’da 1945-2025
doneminde, olasilik dagilimlart iizerine yayinlanan 53.549 adet
akademik calisma oldugu tespit edilmis olup bu veriler ekseninde
degerlendirme yapilmistir. Belirtilen yillar araliginda olasilik
dagilimlar {izerine yayinlanan 53.549 adet akademik c¢alismanin
bibliyometrik analiz gorsellestirmesi ile VOSviewer paket programi
kullanilarak yapilmistir. Verilere erisim tarihi 18.12.2024 tarihidir.
Elde edilen veri seti gore olasilik dagilimlar1 konusunda en eski
akademik calismanin 1945 yilina ve en yeni akademik ¢aligmanin

ise 2025 yilinda yayinlanacak oldugu tespit edilmistir.
4.Analiz ve Bulgular

Bu calismada, Web of Science Core Collection’da 1945-2025
donemi i¢inde, olasilik dagilimlar: lizerine yaymlanan 53.549 adet
akademik c¢aligmanin verileri, yayin alanlarina, yillara ve {iilkelere
gore dagilimlarina, yayin tiirlerine, yayin dillerine iliskin sayisal
bilgiler ile ortak yazarlik durumlarina, anahtar kelimelere ve atif

sayilarina ait gorseller ekseninde degerlendirilmeye caligilmistir.
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4.1. Akademik Calismalarin Sayisal Bilgilerine iliskin
Degerlendirme

Bu boliime iligkin degerlendirmeler Web of Science Core
Collection’un analiz sonuglar1 boliimiinde yer alan veriler ekseninde

yapilmustir.

4.1.1.0lasihk Dagilimlar Uzerine Yapilan Cahsmalarin
Yapildig1 Yayin Alanlarina Gore Dagilimimin Degerlendirilmesi

Olasilik dagilimlar1 {izerine yapilan calismalarin yapildig:
yayin alanlarina gdére dagilimi ve verileri incelendiginde (Grafik 1.
ve Tablo 1.) 8.513 yayin ile Miihendislik, Elektrik, Elektronik
(Engineering Electrical Electronic) alaninda en ¢ok yayinin yapildigi
goriilmis olup toplam yayin sayist i¢cinde %15,90°1ik bir paya sahip
oldugu goriilmiistiir. Sonrasinda siralanan diger alanlarin sayisal ve
yiizdesel olarak agirliklar ilk siraya gore diisiik kalmis olup azalan
bir trend ile yakin sayilarda yayilar iiretildigi belirlenmistir. Olasilik
dagilimlarina iliskin matematik ve istatistik alanlarinda tiretilen
yayinlarin yaklasik %9 pay ile orta siralarda kaldigi goriilmektedir.
Olasilik dagilimlarinin matematigin ve istatistigin temel konular
oldugu disiiniildiiglinde daha 1iist siralarda yaym tretilmesi
beklenirken bu alanlarin orta siralarda yer almasi diger alanlarda
olasilik dagilimlarinin 6nemli bir ara¢ olarak c¢ok siklikla
kullanildigini isaret etmektedir.
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Grafik 1. Olasilik Dagilimlar: Uzerine Yapilan Calismalarin

Yapildigi Yayin Alanlarina Gore Dagilimi
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Tablo 1. Olasilik Dagilimlar: Uzerine Yapilan Calismalarin
Yapuldigi Yayn Alanlar: (Swralamadaki Ilk 25 Alan)

Yapildig1 Yayin Alani Frekans %
Engineering Electrical Electronic 8513 15,90
Computer Science Artificial Intelligence 4638 8,66
Physics Multidisciplinary 3763 7,03
Computer Science Theory Methods 3369 6,29
Computer Science Information Systems 3100 5,79
Physics Mathematical 2951 5,51
Telecommunications 2887 5,39
Engineering Civil 2557 4,78
Statistics Probability 2503 4,67
Astronomy Astrophysics 2448 4,57
Mathematics Applied 2301 4,30
Computer Science Interdisciplinary Applications | 2147 4,01
Environmental Sciences 1971 3,68
Water Resources 1942 3,63
Operations Research Management Science 1921 3,59
Automation Control Systems 1906 3,56
Physics Fluids Plasmas 1823 3,40
Mechanics 1736 3,24
Physics Applied 1689 3,15
Materials Science Multidisciplinary 1679 3,14
Optics 1676 3,13
Geosciences Multidisciplinary 1654 3,09
Engineering Mechanical 1617 3,02
Meteorology Atmospheric Sciences 1604 3,00
Energy Fuels 1529 2,86
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4.1.2.0lasithk Dagihmlar1 Uzerine Yapilan Yayinlarin
Yillara Gore Dagiliminin Degerlendirilmesi

Olasilik dagilimlart {izerine yapilan yaymlarin yillara gore
dagilimi incelendiginde, son 25 yil itibariyle 2022 yilina kadar artan
bir trend ile yayin sayilarinin 768’den 3.057’ye diizenli bir artis ile
yiikseldigi goriilmektedir. Ancak 2023 ve 2024 yillarinda bu
egilimin diisiise gectigi goriilmiistiir. (Grafik 2. ve Tablo 2.)
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Tablo 2. Olasilik Dagilimlar: Uzerine Yayinlarin Yillara Gére
Dagilimi (Son 25 Yil)

Yillar Frekans %
2025 79 0,148
2024 2552 4,77
2023 2683 5,01
2022 3057 5,71
2021 2930 5,47
2020 2854 5,33
2019 2735 5,11
2018 2529 4,72
2017 2456 4,59
2016 2376 4,44
2015 2193 4,10
2014 2145 4,01
2013 1984 3,71
2012 1770 3,31
2011 1718 3,21
2010 1684 3,15
2009 1646 3,07
2008 1546 2,89
2007 1493 2,79
2006 1345 2,51
2005 1252 2,34
2004 1083 2,02
2003 942 1,76
2002 854 1,60
2001 768 1,43
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Grafik 2. Olasilik Dagilimlar: Uzerine Yapilan Yaywnlarin Yillara
Gore Dagilimi

4.1.3.0lasihik Dagihmlar1 Uzerine Yapilan Yaynlarin
Yayin Tiirlerine Gore Dagiliminin Degerlendirilmesi

Olasilik dagilimlari iizerine yapilan yayinlarin yayin tiirleri
incelendiginde 41.844 say1 ve %78,14 pay ile makale olarak
yaymlanan calismalarin diger yayinlanmis c¢aligmalara nazaran
ozellikle 6ne ¢iktig1 goriilmektedir. (Grafik 3. ve Tablo 3.) Ikinci
sirada ise olasilik dagilimlar: tizerine yapilan ¢alismalarin 12.478’1
%23,30 pay ile bildiri olarak yer almaktadir.

25000

-------

Grafik 3. Olasilik Dagilimlar: Uzerine Yapilan Yayinlarin Yayin
Tiirlerine Gore Dagilimi
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Tablo 3. Olasilik Dagilimlar: Uzerine Yayinlarin Yayin Tiirlerine

Gore Dagilimi

Yayin Tiirii Frekans %
Article 41844 78,14
Proceeding Paper 12478 23,30
Review Article 429 0,801
Book Chapters 294 0,549
Early Access 255 0,476
Note 161 0,301
Letter 156 0,291
Meeting Abstract 87 0,162
Editorial Material 74 0,138
Retracted Publication 36 0,067
Correction 21 0,039
Data Paper 15 0,028
Book Review 8 0,015
Discussion 4 0,007
Book 3 0,006
Correction, Addition 3 0,006
Abstract of Published Item 2 0,004
Reprint 2 0,004
Retraction 2 0,004
Biographical-Item 1 0,002
News Item 1 0,002
Software Review 1 0,002
Toplam 53.549 1.00
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4.1.4.0lasihk Dagihmlar1 Uzerine Yapilan Yayinlarin
Ulkelere Gore Dagihminin Degerlendirilmesi

Olasilik dagilimlan iizerine yapilan yaymlarin tilkelere gore
dagilimi1 degerlendirildiginde Amerika (14.280 adet yayin, %26,67)
ve Cin’in (11.352 adet yayin, %21,20) diger iilkelere gore ¢ok agik
olarak daha fazla yayin {rettikleri tespit edilmistir. Bu tilkeleri
sirastyla Ingiltere, Almanya, Fransa, Italya, Japonya ve Hindistan
Takip etmektedir. (Grafik 4. ve Tablo 4.) Bu degerlendirmede
Tiirkiye’nin 479 adet yaym ve %0,9 pay ile 25. sirada yer aldigi

belirlenmistir.

Grafik 4. Olasilik Dagilimlar: Uzerine Yapilan Yayinlarin Ulkelere
Gore Dagilimi
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Tablo 4. Olasilik Dagilimlar: Uzerine Yayinlarin Ulkelere Gore
Dagilimi (Swralamadaki Ik 25 Ulke)

Ulkeler Frekans %
USA 14280 26,67
Peoples R. China 11352 21,20
England 3528 6,59
Germany 3330 6,22
France 3042 5,68
Italy 2725 5,09
Japan 2635 4,92
India 2363 441
Canada 2294 4,28
Spain 1815 3,39
Australia 1617 3,02
Russia 1425 2,66
South Korea 1257 2,35
Brazil 1139 2,13
Netherlands 1122 2,10
Iran 1023 1,91
Poland 907 1,69
Switzerland 809 1,51
Israel 731 1,37
Taiwan 711 1,33
Sweden 709 1,32
Mexico 522 0,98
Singapore 495 0,92
Belgium 492 0,92
Turkey 479 0,90
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4.1.5.0lasithk Dagihmlar1 Uzerine Yapilan Yayinlarin
Yayin Diline Gore Dagiliminin Degerlendirilmesi

Olasilik dagilimlan {izerine yapilan yayinlarin yayim diline
gore dagilimi incelendiginde calismalarin neredeyse tamaminin
ingilizce olarak yayinlandigi ve bu nedenle de ingilizce yayin
sayilarinin ¢ok acik bir bigimde diger dillerle yaymlanmis
caligmalara gore onde oldugu goriilmektedir. (52.756 adet yayin,
%98,52). (Grafik 5. ve Tablo 5.).
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Tablo 5. Olasilik Dagilimlar: Uzerine Yayinlarin Dillere Gore

Dagilimi

Diller Frekans %
English 52.756 98,52
Chinese 310 0,579
Russian 161 0,301
Spanish 75 0,14
French 43 0,08
Portuguese 43 0,08
Korean 42 0,078
German 31 0,058
Polish 19 0,035
Turkish 17 0,032
Czech 16 0,03
Slovak 10 0,019
Ukrainian 8 0,015
Japanese 7 0,013
Italian 4 0,007
Croatian 3 0,006
Slovenian 2 0,004
Arabic 1 0,002
Danish 1 0,002
Malay 1 0,002
Persian 1 0,002
Serbian 1 0,002
Urdu 1 0,002
Toplam 53.549 1.00
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Grafik 5. Olasilik Dagilimlart Uzerine Yapilan Yayinlarin Yayn
Diline Gére Dagilimi

4.2. Akademik Calsmalarin  Gorsellerine Iliskin
Degerlendirme

Bu boliime iliskin degerlendirmeler VOSviewer paket
programi kullanilarak yapilmis olup Web of Science Core
Collection’dan temin edilen 53.549 adet akademik ¢aligsmaya ait veri
setine iliskin secilmis gorsel sonuclar1 kapsamaktadir.

4.2.1.0rtak Yazarhk iliskisi Degerlendirilmesi

Aralarinda en fazla baglanti olan yazarlar tespit etmek
amaciyla olusturulan ag haritasinda (Grafik 6) yazarlarin en az 1
yayina sahip olmasi kriteri tercih edilmistir. Yazarlarin tiretkenlikleri
incelendiginde en fazla (2 adet) calismaya sahip yazarlar sirasiyla
Dan Feng, Fang Wang, Jun Zhou, E. L., Kuleshov ve Amit Srivastava
oldugu tespit edilmistir. Diger yazarlarin ise birer yayini bulundugu
goriilmiistiir. Yazarlar arasindaki baglantt durumu incelendiginde
tek bir kiimede birlesen Grafik 6’da yer alan 7 yazarin oldugu tespit
edilmistir.
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Grafik 6. Ortak Yazarhk Iliskisi
4.2.2.Anahtar Sozciik Analizi Degerlendirilmesi

Olasilik dagilimlart ile ilgili yaymnlarda kullanilan anahtar
kelimelerin analizini gosteren Grafik 7°nin verileri incelendiginde,
30 tekrar ile olasilik dagilimi, 6 tekrar ile olasilik dagilim
fonksiyonu, 5 tekrar ile olumsuzlama anahtar kelimelerinin ilk
siralarda yer almakta oldugu goriilmiistiir. Toplam baglant1 giicii
incelendiginde en giiclii ifadenin olasilik dagilimi anahtar kelimesi
oldugu tespit edilmistir. Anahtar sézciigiin en az 1 defa goriilmiis
olmasi kriteri baz alinarak yapilan bu analizde aralarinda iliski
bulunan 99 ¢aligma oldugu belirlenmis olup ve toplamda 24 kiime
bulunmustur.
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Grafik 7. Anahtar Sozciik Dagilimt
4.2.3.Yazarlarin Atif Analizi Degerlendirilmesi

Yazarlarin atif durumlarini tespit etmek amaciyla olusturulan
ag haritasinda (Grafik 8) yazarlarin en az 1 atif almis olmasi kriteri
tercih edilmistir. En fazla atif alan yazarlar incelendiginde ise ilk
sirada 43 atif ile dort yazarin bulundugu goriilmiistiir. (Bingyi Kang,
Rugin Liu, Jianfeng Zhang ve Jing Zhang ) Sonrasinda 42 atif ile
Michio Hashino ve Sheng Yue yer alirken bunlar1 siralamada 39 atif
ile Chen-Li Hong, Chen Zu Yu ve Liu Jen Mei izlemistir. Elde edilen
sonuglara istinaden atiflarn 7 kiime etrafinda yogunlastig

belirlenmistir.
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Grafik 8. Yazarlarin Atif Analizi Dagilimi
Sonug¢

Matematik ve istatistik alanlarinda 6zellikle 6nemli bir yer
tutan olasilik dagilimlar1 diger disiplinler i¢inde problemlerin
¢Oziimiinde 6nemli bir arag¢ olarak kullanilmaktadir. Bu ¢alismada
olasilik dagilimlar1 konusunda yapilmis olan akademik ¢aligmalarin
ge¢misten giinliimiize var olan durumu ortaya konulurken konu
alanindaki yeni yonelimler belirlenmeye caligilmistir.

Olasihik dagilimi Ttzerine en fazla yayma sahip yillar
incelendiginde 3057 adet makale sayis1 ile 2022 yili oldugu
goriilmektedir. Yillara iliskin son 25 yil degerlendirildiginde 2022
yilina kadar artig egilimi ig¢inde olan yaym sayisinin 2023 yili
itibariyle diisiis egilimine girdigi belirlenmistir. Bu sonu¢ son
yillarda olasilik dagilimi1 konunun cazibesini yitirmeye bagladigini
isaret etmektedir.
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Olasilik dagilimi ekseninde en fazla yaymin 8.513 adet yayin
ile Mihendislik, Elektrik, Elektronik alaninda yapildig1 goriilmiis
olup bu durum olasilik dagilimi konusunun daha ¢ok miihendislik
bilimlerinde arastirma konusu olarak ele alindigini géstermektedir.

Yazarlarin iiretkenlikleri incelendiginde konu ile ilgili en fazla
2 adet ¢alisma iiretildigi belirlenmis olup genellikle yazarlarin konu
ile ilgili tek yayin yaptiklarin gozlenmistir. 2 adet ¢alismaya sahip
yazarlar sirastyla Dan Feng, Fang Wang, Jun Zhou, E. 1., Kuleshov

ve Amit Srivastava oldugu tespit edilmistir.

Olasilik dagilimlarini igceren eserler anahtar kelimeler
kullanim1 bakimindan incelendiginde en fazla tekrar eden kelime 30
tekrar sayisi ile “olasilik dagilim1” olurken sonrasinda 6 tekrar sayisi
ile “olasilik dagilim fonksiyonu” anahtar kelimesinin geldigi

gorilmiustir.

En fazla atif alan yazarlar acisindan degerlendirildiginde ise
ilk sirada 43 atif ile dort yazarin bulundugu goriilmiis olup
sonrasinda sirastyla 42 atif ile iki yazar, 39 atif ile {i¢ yazarin yer
aldigi1  belirlenmigtir. Olasilik  dagilimi  konusunda yapilan
caligmalarin atif alma potansiyelinin yiiksek oldugu tespit edilmistir.
Yayin tiirii agisindan olasilik dagilimlar ile ilgili olarak ¢ogunluk
makale caligsmasi yapildig1 sonrasinda ise bildiri olarak ¢alismalarin
yayinlandigi, diger yayin tiirlerinin goreceli olarak ilk iki sirada yer

alan yayin tiirlerine gore hemen hemen olmadig: tespit edilmistir.

Web of Science veri tabanina kayith g¢alismalar igerisinde
olasilik dagilimi konusunda en ¢ok yaymn yapilan iilkeler sirasiyla
Amerika (14.280 adet yaym), Cin (11.352 adet yayin) ve Ingiltere
(3528 adet yayin) olarak belirlenirken, Tiirkiye’nin 479 adet yayin
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ile 25. sirada yer aldigi belirlenmistir. Olasilik dagilimlari tizerine
yapilan yaymlarin yayin diline goére dagilimi incelendiginde
caligmalarin neredeyse tamaminin ingilizce olarak yayimlandigi

gorilmistir.

Olasilik dagilimlarinin arastirma konusu olarak son yillarda
popiilerlik trendinin azaliyor oldugu goriilmekle birlikte yayimlarin
cok farkli alanlara yayilmis olmasi konunun 6neminin hala devam
ettigini isaret etmektedir. Son yillarda yaganan gelismeler ekseninde
yeni olusan disiplinler ve alanlarda da olasilik dagilimlarinin
kullanilabilecegi ongoriilmektedir. Bu dogrultuda onceki yillarda
var olan yayin artig trendinin Onlimiizdeki yillarda da artacagi
sOylenebilir.
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BOLUM VI

Demi-Zayif* Dunford Pettis Operatorler

Birol ALTIN!

Giris

2013 yilinda A.,El Kaddouri, J.,H michane , K.,Bouras ve
M., Moussa tarafindan verilen zayif* Dunford Pettis operatorler
smifinin bir genellistirmesi olan demi- zayif* Dunford Pettis
Operatorlerin smifi tanmitilmistir ( Kaddouri, H 'michane, Bouras &
Moussa,2013) Bilindigi gibi Demi gosterimi ilk olarak 1966 yilinda
Petryshyn'in "Construction of fixed points of demicompact

mappings in Hilbert space " isimli makalesinde kullanilmigtir
(Petryshyn, 1966). 2019' da zayif demi-kompakt lineer operatdrler
siifinin bazi sonuglarini incelediler (Krichen & O’Regan, 2019).
Daha sonra Dunford Pettis operatdrlerinin bir genellemesi olan demi
Dunford-Pettis operatorleri sinifim1 tanittilar (Benkhaled, Hajji &

Jeribi, 2022).

1 Prof. Dr., Gazi Universitesi, Fen Fakiiltesi, Teknikokullar, Ankara.
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E , F birer Banach uzay1 ve T:E — F ye bir siirekli operator olsun.

*

w w
Eger E uzayinin her x,, = 0 dizisi ve F' uzaymin her f,, — 0 dizisi

icin f,,(Txy,) — 0 oluyorsa T operatdriine bir zay1f* Dunford Pettis
(z*DP) operator adi verilir ( Kaddouri, H michane, Bouras &
Moussa,2013). E den F igine biitiin zay1f* Dunford Pettis
operatdrlerin kiimesini L,,pp(E, F) ile gosterilecektir Ozdeslik
operatorii I ile gosterilecektir. Tanimlanmayan terim ve notasyonlar
icin (Aliprantis & Burkinshaw,1978)’ ye ve (Aliprantis &
Burkinshaw,2006)’ ya bagli kalinacaktir.

Temel Sonuclar

Tanim 1. E bir Banach uzay1 ve T:E — E ye bir siirekli operator
olsun. Her x,, = 0 dizisive
F' uzaymin her f, %0 dizisi icin f,,(x) — fu(Tx,) =0

oldugunda f;,(x,) = 0 oluyorsa T ye bir demi- zayif* Dunford
Pettis (dz*DP) operator adi verilir. E iizerinde tanimli biitiin demi
demi- zayif* Dunford Pettis operatorlerin = DL,.pp(E, F) ile
gosterecegiz.

Ornek 1 E bir Banach orgiisii olsun. O zaman her a # 1 igin al €
DL,.pp(E, F) olur. Gergekten, Her x,,

%0 dizisive F' uzayinin her f, %0 dizisi icin
frn(xn) — afn(xy) = 0 olsun.
O zaman f,(x,) — af,(x,)= (1 — a) f,,(x,;) = 0 bulunurki bu ise

fn(x,) = 0 oldugunu verir. Dolayisiyla, al , bir demi- zayif*
Dunford Pettis operator olur.

Ornek 2 k € N olsun. Tj: ¢y = ¢, operatorii her x = (x;) € ¢, iin
T, (x) = ¥¥ | x;e; olarak tamimlansin. Burada c,, R. nin sifira
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yakinsak dizilerinin uzayidir ve Ty:cy — ¢, operatorii demi- zayif*

Dunford Pettis operatordiir. Her bir k €N igin S, =1+ Ty

operatoriinii tanimlayalim. Kolaylikla goriilebilir ki her k € N i¢in
Sy operatorii demi- zay1f* Dunford Pettis operator degildir.

Teorem 1 E bir Banach 6rgiisii olsun. E iizerinde tanimli her zayif*
Dunford Pettis bir demi- zayi1f* Dunford Pettis operator olur.

Ispat T, E iizerinde bir zay1f* Dunford Pettis operator ve Her x,,
50 dizisive F’ uzayinin
her f, %0 dizisi icin f,(x,) — fu(Tx,) = 0 olsun. f,(x,) =

() — fn(Txy) + f,(Tx,) . frn(xn) — f(Tx,) > 0 olmasi ve

fn(Tx,,) = 0 olmasi dikkate alinirsa, f,,(x,) — 0 oldugu elde edilir.
Bu ise T nin bir zay1f* Dunford Pettis operator oldugunu verir.

Asagidaki 6rnek bu teoremin tersinin genelde dogru olmadigini
verecektir.

Ornek 3 T:ico—>coveT = % I olsun. ( Kaddouri, H 'michane,

Bouras & Moussa,2013) den T bir zayif* Dunford Pettis operator
degildir fakat Ornek 1 den T bir demi-zayif* Dunford Pettis
operatordiir

Teorem 2 E bir Banach orgiisi, T:E — E bir zayif* Dunford
Pettis operatér ve

S: E — E bir demi-zay1f* Dunford Pettis operatdr olsun. O zaman
T + S bir demi-zay1f* Dunford Pettis operator olur.
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*

Ispat Her x, %0 dizisive F’ uzayinin her f, %0 dizisi igin (
fn(x) — fu(T + S)(x,) > 0 olsun. T: E — E bir zayif* Dunford

Pettis operator oldugundan, f,,(Tx,) — 0 olur. Diger taraftan,

fn(xn) - fn(an)zfn(xn) - fn((T + S) (xn)) _fn (Txn) eSitligi ve

S operatoriiniin bir demi-zayi1f* Dunford operator oldugu g6zoniine

alinirsa f,,(x,) — 0 elde edilirki bu T + S operatoriiniin bir demi-
zay1f* Dunford operator oldugunu verir.

Ancak, genelde iki demi-zayif* Dunford Pettis operatoriin
toplami bir demi-zay1f* Dunford operatdr operatdr olmayabilir.

Ornek 4 T;,Tyicy — ¢y, operatorleri T, =T, = %1 olarak

tanimlansin. Ornek1 den T; ve T, birer demi-zay1f* Dunford Pettis
operatdr olmasina karsin Bu iki operatdriin toplami olan I 6zdeslik
operatdrii bir -zayif* Dunford Pettis operator degildir ( Kaddouri,
H michane, Bouras & Moussa,2013).

Tanmm 2. E bir Banach wuzayr olsun. Herx,

50 dizisive E' uzayinin her f, %0 dizisi icin  f,(x,) >0
oluyorsa E uzaymma zayif* Dunford Pettis 6zelligine sahip bir
Banach uzay1r denir. Kaddouri, H'michane, Bouras &
Moussa,2013).

Ornek 5 Biitiin sonlu boyutlu uzaylar zayif* Dunford Pettis
ozelligine sahiptir.

Asagidaki teorem bir Banach uzaymin zayif* Dunford Pettis
ozelligine sahip olmasini karakterize edecektir.

Teorem 3 E bir Banach uzayi olsun. Asagidakiler birbirine denktir
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(i) E zay1f* Dunford Pettis 6zelligine sahiptir.
(ii) Lz.pp(E, F) = DL.pp(E, F)

Proof (i) = (ii) Teorem 1 den L,.pp(E,F)C
DL,.pp(E, F) oldugu aciktir. DL,.pp(E,F) C

L,.op(E, F) oldugunu gorelim. T € DL,.pp(E, F), x, — 0 dizisi
ve F' uzaymin her f, 2,0 olsun. T:E — E siirekli oldugundan

T(xy) Z0E uzayinda saglanir. E zayif* Dunford Pettis 6zelligine

sahip oldugundan f,(Tx,)— 0 saglanir. Bu ise T €
DL,.pp(E, F) oldugunu verir. Yani, L,.pp(E,F) = DL,.pp(E, F)
elde edilir.

(ii) = (i) Ly.pp(E,F) =DL,.pp(E,F) olsun. %I demi-zayif*
Dunford Pettis operatdr oldugundan hipotez geregi %I operatdrii

L,.pp(E,F) wuzayma ait olur. Dolayisiyla, [ operatorii
L,.pp(E, F)uzaymna ait olur. Bu ise Tanim 2 dikkate alinirsa E
zay1f* Dunford Pettis 6zelligine sahip oldugu sonucunu verir.

Tanim?2 ve Teorem 1 dikkate alinirsa asagidaki sonug kolaylikla elde
edilir.

Sonu¢ 1 E bir Banach o6rgiisii olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(i) T:E — E her operator zay1f* Dunford Pettis operator

(ii) I E - E bir demi- zay1f* Dunford Pettis operator
(iii) E zay1f* Dunford Pettis 6zelligine sahiptir.
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BOLUM VII

Arayiiz Sartlan Ile Verilmis Bir Sinir Deger
Probleminin Ozdegerleri Ve Ozfonksiyonlar:

Kadriye AYDEMIR!

Giris
Sturm-Liouville problemleri ilk olarak 19. ylizyilin ortalarinda J.
Sturm ve J. Liouville tarafindan tanimlanmis ve bir¢ok 6zelligi
bulunmustur. Sturm-Liouville problemleri regiiler(diizgiin) ve
regiiler olmayan Sturm-Liouville problemleri olarak iki esas sinifa
ayrilmaktadir. Regiiler Sturm-Liouville problemi
d( d“)+()—x() € [a,b
T p(x)dX q(x)u = Aw(x)u, X € [a, b]

diferansiyel denkleminden ve ayrilmis
cosau(a) + sinau'(a) =0

cos Bu(b) + sinpu’'(b) =0

! Prof. Dr., Amasya Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Bolimii, Amasya/Turkey, Orcid: 0000-
0002-8378-3949, kadriyeaydemt(@gmail.com
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sinir sartlarindan olusmaktadir. Burada p(x),
q(x),w(x) fonksiyonlar1 [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlardir,
V X € [a,b] igin p(x) > 0ve w(x) > 0, a, B € (0, ] reel sayilar,
A ise Ozdeger parametresidir. [a,b] aralifi sonlu degilse (yani
[a,0 ), (—oo,b]yada (—oo, ) biciminde ise) ve/veya p(x),
q(x), w(x) fonksiyonlar i¢in yukaridaki ifade edilen sartlardan en
az biri saglanamiyorsa, elde edilen problem irregiiler problem olur.
Sturm-Liouville teorisinde matematiksel fizik problemlerinin
¢oziimii igin etkili yontemler gelistirilmistir. Ornegin uzunlugu s,
yogunlugu ise p olan ince homojen ¢ubugun titresimi problemini ele
alalim. Silindir bi¢ciminde olan ¢ubugun yarigap1 r (dik kesit alani
s = 1r?) olsun. Cubugun sol ucu (koordinat sisteminde OX ekseni
iizerine yerlestirilsin; baslangic noktas1 x = 0, son noktasi ise x = s
olsun) yani x = 0 noktas1 sabit tutulsun, serbest kalan x = s ug
noktasina ise m noktasal kiitlesi baglansin. Bu m kiitlesini § > 0
birim kadar saga dogru ¢ekerek cubuk boyuna uzatilsin ve bu durum
t=0 noktasin1 baslangi¢ ani kabul edilerek serbest birakilsin. Bu
durumda ¢ubukta ortaya ¢ikan titresimlerin matematiksel modeli

az_qj =02 62_1’0
ot? 0x2%’

kismi diferensiyel denklemi bigiminde ifade edilir burada o? fiziksel

O0<x<s, t>0

bir parametredir. Cubugun olustugu homojen malzemenin young
modiilii e ile gosterilsin. Bu durum da

Y(0,t) =0

veE

02y (s,t) , O(s,t)
mT+rrre ox =0
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sinir sartlar ile

AY(x0) _

ot 0

Y(x,0) = gx.

baslangic sartlar1 saglanmis olur. Bu problemin ¢6ziimii
degiskenlere ayirma yontemi ile yani
PUx,t) = ulx)v(t)

biciminde arastirilsin. O halde bu ifade verilmis kismi diferansiyel
denklemde yerine yazilirsa

0%v 0%u(x)
Z Y _ g2
u(x) 32 0 922 v(t)
esitligi bulunur. Buradan
ull(x) _ 5 v”(t)
u(x) v(t)

elde edilir. Sol taraf sadece x degiskenine gore, sag taraf ise sadece

t degiskenine bagimli oldugu i¢in her iki taraf sabit fonksiyondur.
Bu sabit —A ile gosterilsin. O halde

u'+Au=0
ve
'+ 6% =0

Sturm-Liouville diferansiyel denklemleri elde edilir. Sinir sartlar
dikkate alinirsa u(x) fonksiyonu igin

u’(x) +Aux) =0, x € (0,5)
u(0)=0
mAu(s) — kou'(s) =0
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Sturm-Liouville problemi elde edilir. A parametresinin sayilabilir
sonsuz sayida A4, 4,, ... degerleri i¢in bu problemin sifirdan farkli
uq(x), uy(x), ... ¢oziimleri mevcuttur. Bu 6zdegerlerin

e 1
m=(5) +0(3)
asimptotik formiiliine sahip oldugu gosterilebilir. O halde bu

ozdegerler icin sayilabilir sonsuz sayida v, (t), v,(t), ... ¢dzlimleri
elde edilir. Ayrica u,(x) = sin(1,x) ve v,,(t) = sin(1,t) oldugu

gosterilebilir.  f(x) = gx fonksiyonunun [a,s] arahiginda

sin(1,x),n = 1,2, ... fonksiyonlarinin Fourier serisine a¢iliminin
katsayilar1 ¢, ile gosterilirse, verilmis matematiksel fizik
probleminin ¢éziimii igin
Pxt) = Z Cp Sin(Apx) cos(6A,t)
n=1

formiilii elde edilir. Sturm-Liouville teorisinin matematiksel fizik
problemlerinin ¢6zliimii icin etkin yontemleri oldugu igin 19.
ylizyilin ortalarindan baslayarak giintimiize kadar yogun ilgi gérmiis
ve ilgi gormeye devam etmektedir (bak, Giiltekin, & Altinisik,
2014b; Mukhtarov, Yiicel, & Aydemir, 2020; Mukhtarov, & Yiicel,
2020; Mukhtarov, Yiicel, & Aydemir, 2021; Mukhtarov, &
Aydemir, 2020; Yucel, Mukhtarov, & Aydemir, 2023; Kandemir,
2012; Kandemir, Mukhtarov, & Yakubov, 2009). Ozellikle de
kuantum fiziginde ortaya ¢ikan bir boyutlu Schrodinger denklemi bir
Sturm-Liouville denklemi oldugundan Sturm-Liouville teorisinin
onemi daha da artmistir. Regiiler olmayan Sturm-Liouville
problemleri ilk olarak Weyl tarafindan arastirilmistir. Bu calismada
incelenen problem regiiler olmayan Sturm-Liouville problemidir.
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Arastirilan problemin klasik Sturm-Liouville problemlerinden
asagida ifade edildigi gibi bir¢ok farkli yonii bulunmaktadir.

1. Klasik Sturm-Liouville problemlerinden farkli olarak bu
caligmada aragtirilan problem tek bir (a, b) araliginda degil
iki ayrik [—1,0) ve (0,1] araliklarinda tanimhdir boyle
problemler iki aralikli veya c¢ok aralikli problem olarak
adlandirilmaktadir.

2. Sinir sartlariin x=0 ortak siir noktasinda iki tane arayiiz
sart1 bulunmaktadir.

3. Ozder parametresi sadece diferensiyel denklemde degil, hem
de arayiiz sartlarinin birinde de bulunmaktadir.

4. Sinir sartlar1 periyodik sinir sartlari olup, araligin her iki sinr
noktasini igermektedir. Arastirilan problem periyodik Sturm-
Liouville problemlerinin bir genellesmesidir.

Giliniimlizde periyodik smir sartlari ile verilmis Sturm-Liouville
problemleri ile ilgili olan 6nemli ¢alismalar yapilmistir (bak,
Aydemir, & Mukhtarov, 2021; Binding & Rynne, 2004; Hao, Liu,
& Wu, 2010; Oztiirk, Mukhtarov, & Aydemir, 2023).

Omegin, Hao, Liu, & Wu (2010) makalesinde lineer olmayan
—y" + h(s)y = Ak(s,y), s€|[0,m]
y(0) = y(2m),y'(0) = y'(2m)
periyodik Sturm-Liouville problemi i¢in varlik ve katlilik hakkinda

sonuglar elde edilmistir. Burada k(s, y) genel olarak lineer olmayan
bir fonksiyondur. Binding & Rynne (2004) ¢alismalarinda,

(=py)" + oy = ay™ —by” + Ay, x €[0,27]
y(0) = y2m),  (py)'(0) = (py)'(2m)
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bigiminde periyodik Sturm-Liouville problemini arastirmislardir,

burada ip, 0,ave b fonksiyonlar1 ( 0,2m ) araliginda Lebesgue

anlaminda integrallenebilir fonksiyonlardir, ve V x € [0,27] i¢in
p(x) > 0 sart1 saglanmaktadir. Ayrica y* fonksiyonlari

y*(x) = max{£y(x),0}

esitligi ile tanimlidir. Bu ¢alismada yari-6zdeger kavrami
tanimlanmis ve varligi arastirilmistir. Arayiiz sartlar (boyle sartlar
literatiirde geg¢is sartlari, iletim sartlari, impulsive sartlar v.s. gibi de
adlandirilmaktadir) iceren Sturm-Liouville problemleri bir¢ok doga
bilimlerinde ortaya ¢ikmaktadir. Son yillarda bdyle problemler
yogun ilgi gormektedir (6rnegin; bak, Allahverdiev, Tuna, & Isayev,
2024; Aydemir, Olgar, & Mukhtarov, 2019; Gultekin, & Altinisik,
2014a; Kandemir, 2012; Kandemir, Mukhtarov, & Yakubov 2009;
Olgar & Mukhtarov, 2017; Olgar & Muhtarov, 2017; Stikonas, Sen,
2023; Sen, & Stikonas, 2022; Tuna, 2022; Yiicel, & Mubhtarov,
2023).

ESAS SONUCLAR
Bu ¢alisma da
—u"+(A-qx)u=0,x€[-1,0) U (0,1] @

cok-aralikl1 diferansiyel denkleminden,
u(—=1) = mu(1) (2)
' _1
w(-1) = 2u'(1) 3)

yardimc1 m parametresine bagimli ayrik olmayan sinir sartlarindan,
A 6zdeger parametresine bagimli

lim(a; u'(e) — BrAu(e)) = 0 )
ve
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lglr{)l(az u'(e) + Bu(e)) =0 (5

arayliz sartlarindan olusan ¢ok-aralikli sinir-deger problemi
arastirilmistir. Burada g reel degerli fonksiyon, m reel parametre;
a;, f; (i=1,2) reel Kkatsayilardir. A ise kompleks Ozdeger
parametresidir. Bu ¢alisma da

1. q(x) fonksiyonu [—1,0) ve (0,1] araliklarinda siireklidir ve
sonlu q(+ 0)=lirré q(x|e]) limit degerleri mevcuttur.
E—

2. m>0
3. ((ll, Bl) * (010)9 (az» .82) 2 (0,0)
4. a; 1 >0

sartlarinin saglandig1 kabul edilecektir. —o0o < a < b < o olmak
iizere L,[a, b] ile [a, b] araliginda Lebesgue anlaminda olgiilebilir
ve karesi Lebesgue anlaminda integrallenebilir fonksiyonlar uzayi
gosterilsin. W (a, b) sobolev uzay1

W7 (a,b)={f:(a,b) > RIf,f", f" € La[a, b] }
ise esitligi ile tanimlansin.

Tanmm 1. Eger verilmis bir A, € C i¢in y, € W2 (—1,0)®WZ(0,1)
fonksiyonu (1) diferensiyel denklemini (2), (3) sinir sartlarini ve (4),
(5) arayiiz sartlarini sagliyor ise Ap-a (1)-(5) probleminin 6zdegeri
Uy (x) ¢oziimiine ise bu 6zdegere uygun 6zfonksiyon denir.
Teorem 2. (1)-(5) ¢ok araliklt sinir-deger probleminin biitiin
Ozdegerleri reel sayilardir.

Ispat. A, ozdeger, uy(x) ise bu 6zdegere uygun ozfonksiyon
oldugu icin

u” + (A —q(x))u, =0, x € [-1,0) U (0,1] (6)

uo(=1) = mu,y(1) (7
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u'(—1) = ~u,'(1) )
lgi%l(al up'(€) — P1Aue(e)) = 0 9)
lg(r)l(az Up' (&) + Paue(e)) =0 (10)

esitlikleri saglanir. q(x) fonksiyonunun reel-degerli fonksiyon, m,
a;, B; (1i=1,2) katsayilarinin ise reel sayilar oldugu dikkate alinirsa ve
(6)-(10) esitliklerinin kompleks eslenigi alinirsa, sirasi ile

0" +(A-q®) T =0, x€ [-1,0)U (0,1] (11)
Up(—1) = migg(1) (12)
W'(-1) = ' (1) (13)
lim(ay %y’ (&) — f1itg(e)) = 0 (14)

lim(a Ug (€) + Bilg(£)) = 0 (15)

esitlikleri elde edilir. (6) esitligi —uy(x) ile ve (11) esitligi uq(x) ile
carpildiktan sonra elde edilen esitlikler taraf tarafa toplanirsa

—Tg (X" (+ue (1) Ty (0=(Ro = o) 1 g () 12 (16)
esitligi elde edilir. Ayrica
— — " d N
U (DU (x) — Up(x) up"'(x) = &W(uo,uo 3 X) (17)
esitliginin saglandig kolayca gosterilebir, burada

Uy U

W(UO'G; X) = uOI u—ol

ile u, ve u, fonksiyonlarinin Wronskiyeni gosterilmistir. (16) ve

(17) esitlikleri kullanilarak
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S W(up,Tg3%) = (Ao — o) 1 (x) I2 (18)

esitligi bulunur. (18) esitliginin her iki tarafinin [—1,0) ve (0,1]
araliklarindaayri ayri integralleri alinirsa ve de

Joof@dx = lim [ f(x)dx (19)

ve

b+0

[7* peodx = im [ foodx (20)
gosterimlerinden yararlanirsa sirasi ile
W, U5 x) Z5= (Mo —2o) 7 w000 Pdx  (21)
ve
W (o, s )| o= (Ro — Ao) [, 1 () 17 dx (22)
esitlikleri bulunur. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa
W (uo, Ug ; —1) = W (ug,tg ; —0) +W (ug,g ;1) — W (oo ; +0)
= (%o —A_O)(f__lo | up(%) 1% dx + f+10 | up (%) 12 dx) (23)
esitligi elde edilir. (7), (8), (12) ve (13) esitlikleri geregi
W (o, U s —1) = uo (1) %g (=1) = ug’' (=) (= 1)
= map (1) — %5 (1) — = u' (Dmitg (1)
=W (uy,up; 1) (24)
sonucu elde edilir. Ayrica (9), (10), (14) ve (15) esitlikleri yardimi ile
W (o, g s —0) = 1o(—0) g (—0) — up' (—0)Lg (~0)
= p(=0) 2 2Tty (= 0)-22 Agie (~0)itg (=0)
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= (o= 20) 212 (0 1 (25)
ve
W (o, Uy ; +0) = uy(+0) Uy (+0) — uy’ (+0)%g (+0)
= o (+0) (= 225 (+0) + (R ug(+0))%g (+0)
=0 (26)

esitlikleri bulunur. Simdi (24), (25) ve (26) esitlikleri (23) de yerine
yazilirsa

-0
(% —E)ﬁf g (=0) = (30 = To)C [ 10 G P2

[0 | o () 12 dx) (27)
esitligi bulunur. Buradan
-0 1
(AO—A_O)(f | uy (x) 12 dx + f | uy (x) 12 dx
-1 +0
2w (<0 12) =0 (28)

Ide edilir. u, (x) 6zfonksiyon oldugu igin
f__lo | up (%) 1? dx + f+10 | up (%) 12 dx >0 (29)

esitsizligi saglanir. Ayrica a; f; > 0 sarti saglandigi igin
i uy (=0) 172 0 (30)
451

esitsizligi saglanir. O halde (28) ve (30) geregi
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U7 o (O 12 dx+ [ 1 g () 12 dx
+§—1 | uo (—0) 12)>0 (31)

bulunur. (28) esitsizliginden (31) geregi Ag — Ao = 0, yani Ay = A,
elde edilir. Boylece A, 6zdegerinin reel oldugu ispat edildi.

Teorem 3. (1)-(5) cok-aralikl sinir-deger arayiiz probleminin her bir
0zdegerine karsilik gelen reel degerli 6zfonksiyon mevcuttur.

ispat. 1 =12, € C bir 6zdeger olsun ve u = uy(x) bu dzdegere
uygun 6zfonksiyon olsun. O halde (11)-(15) esitlikleri geregi m
eslenik fonksiyonu Ao 0zdegerine uygun gelen 6zfonksiyon olur.
Ao = A oldugu i¢in hem uy(x) hem de ug(x) fonksiyonlari Aq
0zdegerine karsilik gelen iki 6zfonksiyondur. Hem (1) denklemi,
hem de (2)-(5) sartlar1 homojen olduklar1 i¢in ayni1 bir 6zdegere

uygun gelen 6zfonksiyonlarin lineer birlesimleri de ayn1 6zdegere
karsilik gelen 6zfonksiyonlar olur. O halde

uo(x) + up(x)
2

uy (x) =
ve

Ug (%) — up(x)

2i
reel degerli fonksiyonlarin her ikisi A = A, i¢in (1)-(5) ¢ok-aralikli
siir-deger arayiiz probleminin ¢oziimiidiir. Bu fonksiyonlardan en

uy(x) =

az biri sifirdan farkli oldugu i¢in Ay 6z degerine uygun gelen
ozfonksiyon olur. Ispat bitti.
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Tanim 4. f ve g fonksiyonlarinin [—1,0) ve (0,1] araliklarinin her
birinde integrallenebilir oldugunu kabul edelim. Eger bir &« > 0 reel
sayisl i¢in

f__lof(x) g(x) dx + f:of(x) g(x) dx + af (—=0) g(=0) =0

esitligi saglanirsa, o halde f ve g fonksiyonlar1 a-arayiiz agirlikli
ortogonaldir denir.

Teorem 5. (1)-(5) cok-aralikli sinir-deger arayiiz probleminin farkl
ozdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlari ﬁ—i — arayliz agirlikl
ortogonaldirler.
ispat. Kisalik i¢in asagidaki

Lu:=—-u"+q(x)u

gosteriminden yararlanilacaktir. A; ve A, (1)-(5) c¢ok-aralikli sinir-
deger arayiiz probleminin iki farkli oOzdegeri, u;(x) ve
u,(x) fonksiyonlar1 ise sirasi ile bu oOzdegerlere uygun gelen
ozfonksiyonlar olsun. O halde

Lul: = /11‘“,1 (32)
ve
LuZ: = Azuz (33)

esitlikleri saglanir. (32) ve (33) esitlikleri sirasi ile u,(x) ve u;(x)
ile carpildiktan sonra taraf-tarafa ¢ikarilirsa

Uz Luy — g Luy = (A= )ugu, (34)
esitligi elde edilir. Diger taraftan
U Luy —uy Lup = up (g + q()uy) —ug (" + q(x0)uy)
= —uyuy +uuy”
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= (wuy — ujuy)’
d
= EW(ULUZF x) (35)
esitliginden de yararlanilirsa
d
—Wupup;x) = (A= A)uu, (36)

bulunur. Sonuncu esitligin sol tarafi [—1,0) araliginda integrallenir
ve sinir-arayuz sartlarindan da yararlanilirsa

j — W (uq, uy; x)dx = W (uy, uy; x)| 29
, dx

= W(uq, uy; —0) — W(uq,uy; —1)

= u(=0) uz"(=0) — uy"(=0)u,(-0)
—u (D) w,'"(—1) + u (—Du,(—1)

= u,(—0) <5—1/12u2(—0)>

_(ﬁ—izlul(—O))uz(—O)
—mu, (1) (% uzl(l))
—( wy(1)mu, (1)

= 5_1 (A — A)uy (—0)u, (—0)

—u (D u' (D) + uy' (Dua(1)  (37)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde (36) esitligini (0, 1] araliginda
integralledikten sonra sinir-arayiiz sartlarini kullanarak
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1 4a
f LW (g, s 1) dx = W (g, 153 20)| b
+odx

= W(ul,uz; 1) —_ W(ul, uZ; +0)
= W(uy,uy; 1) — uy (+0) uy' (4+0)
—u; (+0)u, (+0)

=W (s, 1) ~ uy(+0) <—§—§u2<+o>)

- <&u1 (+0)> u,(+0)
az
= W(uy,uy; 1) (38)
Bulunur. (37) ve (38) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa .
-0d 1 d
I WUy, up; x)dx + f+an(u1,u2;x)dx
= 5_1 1 — 2Du(—0)uy (—0) — Wy, uy; 1)
+W (uq,uy; 1)

=2, - w0 (-0) (39)

esitligi elde edilir. O halde (36) esitliginin her iki tarafi
[—1,0) ve (0,1] araliklarinda integrallenip taraf tarafa toplanirsa

B1 0
a_l(/lz — ADu (=0)uy(=0) = (4, — /11)(f U Uy dx

1
+ [, u1uzdx) (40)
esitligi elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
-0 1
(A2 = 1) (J_, wuzdx + [, uqupdx
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220, (~0)up(~0)=0 (41)
bulunur. A;# A, oldugu i¢in sonuncu esitlikten direkt olarak

f__louluzdx +f+10u1u2dx +§—iu1(—0)u2(—0)=0 (42)

elde edilir. Yani u;(x) ve u,(x) ozfonksiyonlari %— arayliz
1

agirlikli ortogonaldir. Ispat bitti.
Problemin [-1,0) ve (0,1] arah@indaki temel coziimleri

Bu kesimde (1) nolu iki aralikli Sturm-Liouville denkleminin
[—1,0) ve (0,1] araliklarinin her birinde ikiser tane lineer bagimsiz
¢Oziimleri tanimlanacaktir. Her A € C igin (1) nolu denklemin
[—1,0) araligindaki

u(-1) =1 (43)
ve
u(-1) =0 (44)

baslangi¢ sartlarim1 saglayan ¢ozliimiiniin mevcut ve tek oldugu
lineer diferensiyel denklemler teorisinden (bak, Tang; 2006) iyi
bilinmektedir. Bu ¢oziim u; = u,(x, 4) ile gosterilsin. Bu ¢6ziimiin
her V x € [-1,0) icin A € C degiskenine gore tiim kompleks
diizlemde analitik fonksiyon oldugu (yani tam fonksiyon oldugu), iy1
bilinmektedir(bak, Titchmarsh; 2011). Simdi ise (1) denkleminin
[—1,0) araligindaki

u(-1) =0 (45)
ve

u(-1) =1 (46)
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baslangi¢ sartlarii saglayan ¢ozimi v; = v;(x, A) ile gosterilsin.
Bu ¢6ziim fonksiyonu da her V x € [—1,0) icin A € C degiskenine
gore tam fonksiyondur. (1) nolu denklemin (0,1] araliginda taniml
olan ve sirasi ile

u(l) = — (47)

u(l)=0 (48)
ve

u(1) =0 (49)

u'(l)=m (50)

baslangic sartlarin1 saglayan c¢ozimleri sirasi ile u,(x,A) ve
v, (x, A) ile gosterilsin. Bu ¢oziimlerin varligy, tekligi ve her x i¢in A
nin tam fonksiyonu oldugu bilinmektedir (Titchmarsh; 2011).

u(x,1) ve wvi(x,A) ¢oziimlerinin Wronskiyeni x € [—1,0)
noktasindan bagimsiz oldugu i¢in ve de

W(uqg, vy;x) = W(ug, vy —1)
= ul(_ll A)vll(_ll A) - ull(_1J A)vl(_lJ A)
=1+0

oldugundan bu ¢6ziimler [—1,0) araliginda lineer bagimsizdir.
Benzer bicimde

W (up, v2;x) = W(up, vp;1)
= u2(1i/1)172,(1l A) - uZI(ll /1)1]2(1' A)
=1%#0
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oldugu i¢in u,(x, 1) ve v,(x,A) ¢oziimleri (0,1] araliginda lineer
bagimsizdirlar. O halde asagidaki sonug elde edilir.

Lemma 6. (1) nolu ¢ok aralikli Sturm-Liouville denkleminin genel
¢Ozumu

_( Cuy(x,2) + Dyvyi(x, 1), x € [-1,0)
ux ) = { Couz(x, 4) + Davy(x, 4), x € (0,1] S
bicimindedir; burada C;, D; (i = 1, 2) keyfi reel katsayilardir.
(1)-(5) probleminin 6zdegerleri

Kabul edelim ki A € C (1)-(5) probleminin bir 6zdegeri, u(x, 1) ise
bu oOzdegere uygun Ozfonksiyon olsun. O halde wu(x, A1)
ozfonksiyonu (50) formiili ile ifade edilir. u(x,A) ozfonksiyonu
(2)-(3) sinir sartlarini sagladigi igin

Ciuy (=1, 2) + Dyv;(=1,2) = m(Cou,(1,2) + Dv,(1, 1)) (52)
ve
Cowy'(=1,0) + Dyvy'(=1,0) = —(Coup (1, A) + Do/ (1,4)) (53)
esitlikleri saglanir. u;(x,4) ve v;(x,A) (i=1,2) ¢O6ziimlerinin
tanimlarindan yararlanilirsa, (51) ve (52) esitliklerinden sirasi ile

C, =D; ve C, =D, esitlikleri elde edilir. Bu nedenle u(x,A)
ozfonksiyonu i¢in

u(x,2) = C1¢p(x, 1) + D1 x(x, 4) (54)
esitligi saglanir. Burada

uy(x, 1) x € [-1,0)

$x,4) = { u,(x, 1), x € (0,1] (35)

Ve
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_ v,(x, 1) x € [—1,0)
x(x,2) = { v,(x, 1), x € (0,1]

gosterilmistir. u(x,A) 6zfonksiyonu (4)-(5) arayiiz sartlarini da
sagladig i¢in

a;(C1¢'(=0,4) + D1 x'(=0,2)) — B1MC1¢'(—=0,2)
+D,x(—=0,4)=0 (57)

(56)

Y]
ay(C1¢'(+0,4) + D1 x'(+0,1)) + B(C1¢'(+0,2)
+D,x(+0,1))=0 (58)

esitlikleri saglanir. ¢ ve y ¢ozlimlerinin (55) ve (56) tanimlarindan
yararlanilirsa (57) ve (58) denklemlerinden

a1(C1¢'(=0,2) + D1x'(=0,2)) — B1MC1p(=0,2) +D1x(—0,2))
= a;(Cyuy'(=0,2) + Dyv,'(—0,4)) — ByMCyuy(—0,2)
+ D;v,(—0,1))
= C(auy" (—=0,2) — Bidu, (=0, ) +D; (a v, (=0, 1)
—B1Av1(—=0,1))=0 (59)

ve

Cy(ayuy' (40, 1) + Bouy (+0,4))+D; (apv,' (40, 1)
+B,v,(4+0,4))=0 (60)
esitlikleri elde edilir. u(x, ) 6zfonksiyon oldugu igin

|G|+ |D1] # 0 (61)
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sart1 saglanir. Aksi halde C; =D; =0,C,=C;=0,D, =D; =0
olacagi i¢in u(x, 1) = 0 olur. Buise u(x, A) nin 6zfonksiyon olmasi
ile geligir. Eger (59) ve (60) esitliklerine C; ve D; degiskenlerine
gore cebirsel lineer homojen denklem sistemi gibi bakilirsa (61)
geregi

AQ)

— a;u; (=0,2) — ByAuy (=0,0) oy vy'(—0,A)—B;Av,(—0,2)
Uy (+0,4) + Bouz(+0,2) vy (+0,4) + v, (+0,2)
=0 (62)

elde edilir.

Tanim 7. (62) esitligi ile tanimli  A(A) fonksiyonuna (1)-(5)
probleminin karakteristik fonksiyonu denir.

Sonug 8. A(A) fonksiyonu tam fonksiyondur.

ispat. u;(x, 1) ve v;(x,1) (i=1,2) fonksiyonlar1 tam fonksiyonlar
oldugu i¢in A(A) karakteristik fonksiyonu da tam fonksiyondur.
Boylece agagidaki teorem ispatlanmis oldu.

Teorem 9. (1)-(5) probleminin probleminin 6zdegerler kiimesi ile
A(A) karakteristik fonksiyonunun sifir yerleri kiimesi ¢akigiktir.

Temel Coziimlerin Asimptotigi
Teorem 10. A = p? olsun. u;(x, 1), u,(x, 1), vi(x, 1) ve v,(x, 1)
¢Ozlimleri icin

X

u;(x,A) =cosu(x+1)+ % f sin p(x — t)q(t) u, (t, A)dt

-1

vi(x,A) = — ﬁ sinp(x+ 1) + iffl sin pu(x — t)q(t) v, (t, A)dt

u,(x,A) = %( cosu(x—1) - ﬁ fxl sin u(x — t)q(t) u, (t,A)dt)
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1
Vo(x,A) = m(—%sin ux—1) - %f sinu(x —t)q(t) vy (t, A)dt)

X

integral esitlikleri saglanir.

Ispat. Bu teoremin Titchmarsh (2011) kaynagindaki uygun
teoremin ispatina banzer bigimde yapilabilir.

Teorem 11. u;(x,A) ve vi(x,A) (i=1,2) ¢Oziimleri i¢in A — o
olmak tizere

1
u;(x,A) = cospu(x +1) +0 <;_1€| Imul(x+1))
1 1
vi(x,A)) = ——sinu(x+1)+0 (_zel Imu |(x+1)>
H i
uy(x,A) = L cosu(x—1)+0 (lel Imu |(1—x)>
2(X, — ;

m 1
vy (x,A) = —;sinu(x -1+0 (Fel Imul(l—x))

asimptotik esitlikleri saglanir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 9 daki formiilleri kullanilarak
kolayca elde edilebilir.

Teorem 12. u;'(x,A) ve vi'(x,A) (i=1,2) ¢o6ziimleri igin 1 — oo
olmak {izere

u; (o, p) = —psinu(x + 1) + 0(e| Imu I(x+1))

1
v'(x,p) = —cosu(x+1)+0 (;el Imy |(x+1))
uy (x, 1) = —% sinu(x —1) + 0(e| Imy |(1—x))
1
vy (x,u) = —mcosu(x—1)+ 0 (ﬁel Imu |(1_x)>

asimptotik esitlikleri saglanir.
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Ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 10 daki formiilleri kullanilarak
kolayca elde edilebilir.

Sonug¢ 13. u;'(x,A) ve v;'(x,A) (i=1,2) ¢dziimleri i¢in A — co olmak
lizere

1
u1(=0,1) =cosp+0 (;ellmul>

-0 __1 i 0 1 [ Imu |
v,(—=0,1) = ;smu+ Ee

ul’(—O,A) =—usinu + 0(e|1mu|)
Ul’(_O,/l) =—cosu+ 0 (iellm;”)

1 1 | Iy |
u2(+0,l)=gcosu+0(l—le )

v,(+0,1) = msin/,t +0 (lzel Imu |)
H U
u21(+0,/1) = %smu + O(el Imu |)
v,'(+0,1) = —mcospu + 0 (ie| Imu |)
asimptotik esitlikleri saglanir.
Karakteristik Fonksiyonun asimptotigi

Sonug 12 deki asimtotik ifadelerden yararlanilirsa A(A) karakteristik
fonksiyonu i¢in

A(D) = (a1u4'(=0,4) = B1Au; (=0, 1) (azv, (40, 2)
+B,v,(+0,1))-( azuy'(+0,2) + Bouz(+0,2))
X (o vy (=0,2)—B1Av,(=0,2))
= (—aypsinp — By cos p + 0(ue! ™k1))
X (—a, mcos u + ﬁZTmsinu +0 (ie' Imu |))

—(—aycosp— Pyusing + 0 (ie“m’”))
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=i £z 1 1y
x(azmsmu+mcosu+0(#e ))
= (B cos p + O (ue! ™k 1))
- 1 1mul
X ( azmcosy+0(#e ))
—(Biusinu + O(e“m#l))
uo.
X (a; ;Slnu + O(e“ml”))
= (azfymucos?u + 0(ue! ™me1))
— a2ﬁ1ll2 .2 |1mM|
(—m sin“p + O(ue ))
= apf1u*(mcos?p — %Sinzﬂ) + O(pe! mu 1)

asimptotik formiilii bulunur. Boylece asagidaki teorem ispatlanmis
oldu.

Teorem 14. A(A) karakteristik fonksiyonu igin
1
AQA) = 0B, n?(mcos?p — Esinzu) + O(pe!me1)
asimptotik formiilii saglanir.
Ozdegerlerin Asimptotigi

(1)-(5) probleminin Ozdegerleri A(D) karakteristik
fonksiyonunun sifir yerleri oldugu i¢in, A(A) fonksiyonunun sifir
yerlerinin asimptotigi bulunacaktir.

Ao(N) = azfyp? (meos?p — %Sinzu)
ve

A1 () = AMD) = Ao (2) = O(ue! ™)
gosterilsin. Ay(A) = 0 denkleminin ¢dztimleri py = g = 0,
p,t=+tan"'m+nmr , n=0,1,2,.. biciminde elde edilir.
Kompleks p diizleminde

{wec|inl =|"”“i2—'“”i|},n=o,1,2,...
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cemberlerini [T ile, I,* ¢emberi ile[;,,;= c¢emberi arasindaki
boélgeyiise D,,* ile gdsterilsin. O halde yeteri kadar biiyiik n-ler i¢in
her D,* bolgesinde Ay(A) nin bir tek p,* = tan~tm + nm sifir

yeri meveuttur. Ayrica yeteri kadar biiyiik n-ler i¢in her I;,* ¢emberi
iizerinde

Ao() > A, (M)

oldugu agiktir. O halde Rouche teoremi geregi A(A) karakteristik
fonksiyonunun sifir yerleri i¢in

2
Ao =1, /1n=%+0(n), A=
asimptotik esitligi elde edilir.
Boylece asagidaki teorem ispatlanmis oldu.

Teorem 15. (1)-(5) probleminin sayilabilir sonsuz sayida 6zdegeri
mevcuttur ve (4,) n=0,1,2,... 6zdegerler dizisi igin (her bir 6zdeger
kati ile hesaplanir)
n?
An=T+0(n), A—> o

asimptotik formiilii gegerlidir.
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BOLUM VIII

Hipergraflar ve Forgotten Indeksi

Eda ESENL-ER1
Giilistan KAYA GOK?

1.GIRIS

Matematiksel bir terim olan hipergraf kavrami, bilgisayar
bilimlerinin ¢esitli alanlarinda kullanilan ve bir kenarin ¢ok sayidaki
diigime baglanabildigi 06zel sekillerdir. Hipergraf, grafin bir
genellemesi olup iyi bilinen graf tanimiyla bir¢ok hipergraf kavrami
tanmimlanabilir. Bir hipergraf, hiperkdse ve hiperkenar kiime
ciftleriyle tanimlanir. Kose kiimesi olarak da adlandirilan hiperkdse
kiimesi sonlu bir kiimedir ve hiperkenar, kose kiimesinin alt
kiimesini temsil eder. Hiperkenar herhangi bir sayida koseyi
baglayabildiginden, graflar hipergraflar tarafindan modellenebilir.

'Y Lisans dgrencisi, Hakkari Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik
Anabilim Dali, 190108001 @hakkari.edu.tr, 0000-0000-0000-0000.
2Dog. Dr., Lisansistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim  Dali,
gulistankayagok@hakkari.edu.tr, 0000-0001-9059-1606.
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Hipergrafin siras1 ve boyutu, kdse kiimesine ve hiperkenar kiimesine
gore tanimlanabilir. Yani hipergrafin sirasi, kose kiimesinin
kardinalitesini temsil eder ve hipergrafin boyutu, hiperkenar

kiimesinin kardinalitesini gosterir.

Asagidaki sekil bir hipergraf 6rnegidir. [2]

Sekil 1.1
2. TEMEL HiPERGRAF BiLGIiLERIi

Hiperkdse ve hiperkenarla belirlenen hipergraflar graflarin
genel yapisi olarak degerlendirilebilir. Bir grafda bir kenar, iki
diigim arasinda tanimli olup iki digimii birlestirirken,
hipergraflarda istenilen sayidaki diigiimii birlestirebilir. Graflarda,
kenarlar iki digiime bagli olmalidir ama hipergraflarda tek bir
diigiime, ii¢ ayr1 diiglime veya yirmi ayr1 diigiime bagl olabilir.
Graflarla ilgili daha fazla bilgi icin [1],[3],[4] nolu kaynaklara
bakiniz.

2.1 Bos Hipergraf ve Asikar Hipergraf

Bos hipergraf, bos kose kiimesi ve bos hiperkenar kiimesi olan
hipergraftir. Asikar hipergraf, bos olmayan kose kiimesi ve bos

hiperkenar kiimesi olan hipergraftir.
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2.2. Izole Hiperkose

Izole edilmis hiperkdse, hicbir hiperkenarda bulunmayan
noktay1 belirtir. Burada iki kosenin her ikisini de igeren bir

hiperkenar varsa, iki kose komsudur.

2.3. Diizenli ve Diizgiin Hipergraf

Diizenli bir hipergraf, tiim koselerin ayni dereceye sahip
oldugu hipergraftir. Diizgiin bir hipergraf, tiim hiperkenarlarin aynm

dereceye sahip oldugu hipergraftir.
2.4. Alt Hipergraf ve Kismi Hipergraf

Belirli bir hipergrafin bir alt hipergrafi, kose kiimesi verilen
hipergrafin alt kiimesi olan ve hiperkenarlarin yalnizca bir kdseye
sahip oldugu hipergraftir. Kismi hipergraf, hiperkenar1 verilen

hipergrafin alt kiimesi olan bir hipergraftir.

2.5. Dongii ve Yol

Dongii, ilk noktasi son noktasiyla ayni olan bir yoldur. Déngii,
hiperkenar1 yalnizca bir eleman ile belirtir.

Yol, noktalarin ardisik hiperkenara baglandig: bir dizidir. Bir
yolun uzunlugu, yoldaki koselerin sayisidir. Herhangi bir kose ¢ifti
baglantil ise bir hipergraf baglantilidir. iki kdse arasindaki uzaklik,
bu iki kdseyi birbirine baglayan yolun minimum uzunlugudur.

Asagidaki sekil bir hipergraf 6rnegidir. Sekildeki hipergrafta

11 kose ve 5 hiperkenar vardir. Hiperkenar e;; xq, x5, X3 ve x4

koselerini birbirine baglar. Hiperkenar e, ; x4, X5, X7 ve xg’i

birbirine baglar. Hiperkenar e;; x5 ve xg ’y1 birbirine baglar.

Hiperkenar e,; x;, x5 ve xg’i birbirine baglar. Hiperkenar es;

yalnizca x;, un kendisini birbirine baglayan bir dongiidiir. xq ve x4,
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koseleri iki izole kosedir. x;; baska bir kdse noktasina bagl
olmadigi i¢in hipergraf ile baglantist yoktur. Ayrica,

X3 = e; > X1 = e3 = Xg = e, — X, uzunlugu 4 olan x3’ten
x7’ ye bir yoldur. x,’ten x5’e en kisa yol x4, = e; = xg > e, >

x5 dir.

Sekil 2.1
3.HIPERGRAF CESITLERI

Asagidaki tablo, bu bolimde tanimlanan hipergraf

kavramlarinin notasyonlarini gosterir.

Notasyon Tanimlama
G Hipergraf
Y Koseler kiimesi
£ Hiperkenarlar kiimesi
H Yonll olmayan graflarin yapisi
D, Kose derecelerinin kosegen matrisi
D, Hiperkenar derecelerinin kbsegen
matrisi
d(v) v kosesinin derecesi
é(e) e hiperkenarinin derecesi
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3.1. Yonlii Olmayan Hipergraf

G, V kosesi ve € hiperkenarindan olusan bir hipergraf (yonsiiz
hipergraf) olsun. O halde,

1 egervEe
0 egerv e

H(v,e) = {

Hiperkenar e’nin ve v hiperkdsesinin derecesi asagidaki gibi
tanimlanir.

5(e) = Z H(v, ).

vev

d(v) = Z w(e) * H(v, e).

Asagidaki sekilde hipergraflara bir 6rnek verilip matrisleri
bulunmustur.

Sekil 3.1. Yonlii olmayan hipergraf
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1 1 0 2 000 0 0
1 0 0 0100 0 0
300
o1 1 1o o 2 0 0 ol , _
H‘001 D”_000100De_g(2)g]'
100J 000 010
0 0 1 000 0 0 1

3.2. Yonlii Hipergraf

Yonlii olmayan hipergraflara yon vererek olusturulur. Her
hiperkenarda, kose; kaynak nokta kiimesi ve hedef nokta kiimesi
olarak iki kiimeye ayrilir. Yonlendirilmis hipergrafda, etki matrisi
asagidaki gibi tanimlanir:

—legerv €T(e)
H(v,e) = legerv € S(e) .
0 diger durumlarda

Burada T(e) ve S(e) sirastyla hiperkenar e i¢in hedef ve kaynak
koselerdir. Etki matrisi H, sirastyla tiim hiperkenarlar i¢in kaynak ve
hedef koseleri tanimlayan Hg ve H; olmak {lizere iki matrise
ayrilmustir. Yonsiiz hipergrafin aksine, yonlii hipergrafda gecen iki
fakl etki matrisi, Hg ve H; vardir.
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1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0
0 1 1o 1 _lo o

H=1_1 o) =0 o| He=|1 of
-1 0 0 0 10
0 -1 0 0 0 1

Sekil 3.2. Yonlii Hipergraf

Sekilde, etki matrisi H, kaynak etki matrisi Hg ve hedef etki
matrisi Hy olmak {izere yonlii hipergraf 6rnegini gosterilmektedir.
Yonlii hipergraf alt1 kose igerir. e; ve e, olmak lizere iki hiperkenar
icerir. e; dort koseyi, e, ilic koseyi birbirine baglar. e
hiperkenarinda kaynak kdoseler v; ve v, , hedef koseler ise v,
ve vs’dir. e, hiperkenart i¢in, kaynak koseler v, ve v3, hedef kose
sadece vg’dir.

3.3. Olasiliksal Hipergraf

Diinya korelasyonlarinda baglantinin yogunlugu yalnizca ikili
bir say1 degil ayn1 zamanda sifirdan bire kadar degisen bir say1 da
olabilir. Sonug olarak etki matrisi, olasiliksal bir hipergrafi belirtmek
icin 0’dan 1’e kadar degisen dgelere sahip siirekli bir matris olabilir.
Sekil 3.1°de gosterilen hipergrafin olasiliksal degerleri alinirsa,
olasiliksal hipergraf alti kose ve ii¢ hiperkenarlardan olusur.
Hiperkenar e; , ii¢ kose v;, v, ve vg’1 birbirine baglar. Bu
hiperkenardaki baglantinin yogunlugu ayni degildir. Sekilde
gosterildigi gibi, eq, v;’1 0.3 yogunlukta, v,’yi 0.8 yogunlukta, vs’i
0.5 yogunlukta baglarsa; hipergrafdaki kose ve hiperkenar derecesi,
asagida gosterildigi gibi, hipergraf etki matrisi H’nin satir veya
stitununun toplami ile hesaplanir.
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3.4. K-Diizgiin Hipergraf
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00 00 00 1.9
0.9

Bir hipergraftaki hiperkenarlar, ayn1 sayida kdseyi birbirine

bagladiginda k-diizgiin hipergraf olarak adlandirilir. Sekil 3.3’de 3-

diizgiin hipergraf 6rnegi gosterilmektedir. Sekildeki hipergraf alti

koseden ve 3 hiperkenarlardan olusur. Her hiperkenar tam olarak 3

kose igerir. Hiperkenar e; , koseleri v, , v, ve vs ’i baglar.

Hiperkenar e, , koseleri v;, v, ve v3’ii birbirine baglar. Bu tip

hipergrafdaki tiim hiperkenarlarin derecesi k’dir.

Sekil 3.3. 3-diizgiin hipergraf

Asagida, sekildeki hipergrafin matrisleri verilmistir.
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1 1 0 2 000 0 0
1 1 0 0200 0 0 3 0
_lo 1 1 1o 0o 2 0 0 0 _
H_001’ Dv_000100’ De—8(3)
1 0 0 000 010
0 0 1 000 0 0 1

3.5. Iki Parcah Hipergraf

Iki parcali graf G = {U,V, €} ile gosterilir. Iki parcali koseler
ayrik ve bagimsiz olan U ve V kiimelerine ayrilir. Her kenar, U
kiimesindeki bir koseyi, V kiimesindeki baska bir koseye baglar.
Yonlii olmayan bir hipergraf, iki parcali bir graf olarak kabul
edilebilir.  Sekil 3.4°de, hipergrafin iki parcali  grafa
doniistiiriilmesinin 6rnekleri gosterilmektedir. Buna gore; iki parcali
graf iki durumla olusturulabilir. Birinci olarak, koseler ve
hiperkernarlar U’da koseler ve V’de koseler olarak ele alinir (sol
kistmda gosterildigi gibi). Ikinci olarak, kdseler ve hiperkenarlar
V’de koseler ve U’da koseler olarak ele alinir (sag kisimda
gosterildigi gibi). Asagidaki sekil hipergraf ve iki parcali graf
arasindaki iliskiy1 gostermektedir. Burada, ilk sekil iki parcali graf,
ikinci sekil hipergraf ve tiglincii sekil de iki parcali grafdir.
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!
[1F] {15 %
13 :
L
{1 iz
Uy
Us
Uy Vs
g :
Y
Sekil 3.4. Hipergraf ve Iki Parcali Hipergraf
Asagida, sekildeki hipergraf ve graflarin matrisleri verilmistir.
1 10 1 10
1 0 0 1 0 0
01 1 o1 1 1001
H = B=(1 0 1 0 O
0 0 1 0 0 1 00 11 0
1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1

3.6. Hipergraf Uzerindeki Agirhiklar

Bir hipergraf yapisina deger vermek icin hipergraf lizerinde
farkl agirliklar belirtilmektedir. Bu, bir hipergrafi temsil etmenin
yoludur. Ciinkii bir hipergrafin kose kiimesi veya bir alt hipergraf
gibi farkli bilesenler, modelleme iizerinde farkli etkilere sahip olur.
Ornegin, bir sistemde, kullanic1 profilindeki agirliklar kullanici
niteliklerinin kategorizasyonunu etkiler. Nitelikler dogru bir sekilde
kategorize edilmezse, profile dayali Onerilerin ve pazarlamanin
dogrulugu sorgulanabilir. Bir hipergraf {izerindeki agirliklar,
hiperkenar agirliklar1 ve kose agirliklaridir. Bu degerlerin biiytikligt
hiperkenarlarin ve koselerin 6nemini gosterir. Bir kose noktasi
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hipergrafa giicli bir sekilde baglhysa (yliksek korelasyonlarla),
biiyiik bir kose agirligina sahip olmalidir. Aksi takdirde, kiigiik bir
kose noktast agirhifiyla ifade edilir. Hiperkenar agirliklari, bir
hipergrafta farklt hiperkenarlarin Onemini yansitir. Koseler
arasindaki baglantilar1 temsil etmede farkli hiperkenarlar farkli
oneme sahip olabileceginden, hiperkenarlarin agirliklandirilmasi

¢ok 6nemlidir.

3.7. Tam Hipergraf

V en az iki kogesi olan bir hiperkdse kiimesi olsun. V’nin tiim
hiperkdse kiimelerinin birlesmesiyle bostan farkli hiperkenar kiimesi
tanimlansin. Bu hiperkdse ve hiperkenarlarla olusan hipergrafa tam
hipergraf denir ve Hg, ile gosterilir. Hgx ’den derecesi 1 olan tiim
hiperkenarlarin ¢ikarilmasiyla elde edilen hipergraf da Hg ile
gosterilir [5].
4. HIPERGRAFLARIN FORGOTTEN iNDEKSI

Tamm 4.1. A bir hipergaf olsun. n nokta sayisi, d noktanin
derecesi, u hiperkose, e hiperkenar ve E hiperkenar kiimesi olmak
iizere, hipergraflarin Forgotten indeksi asagidaki sekilde tanimlanir:

F(H) = Z Z 2.

e;€E uee;

Ornek 4.1 Sekil 3.3’de verilen hipergrafin Forgotten indeksi
asagidaki sekildedir.

Tim koselerin dereceleri d,,, = 2,d,, = 2,d,,, = 2,d,, = 1,d,,, =
1,d,, = 1’dir. Buradan,
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F(H) = Z Z dz

e1€E ueeq
le1|=2
DI
€1€E uee,
le1|=3
DI EDIPKEDIPIT:
€2€E uee, €2€E uee, €3€E uee;
|€2|=2 |32|=3 |33|=2
DI
e3€E uee;
lez|=3
- Z dZ, +d2, + d, + z @2, +dZ, + d2,
eleE eleE
leq|=2 le1|=3
+ Z dj, +dj, +dj, + 2 dj, +dj, +dj,
ezeE ezeE
lez|=2 lez|=3
+ Z di, +d;, +di + z dy, +d;, +d3,
e3€E e3EE
lez|=2 lez|=3

=(;)(4+4+1)+(§)(4+4+1)+(2)(4+4+4)
3 3
+(3>(4+4+4)+<2>(4+1+1)
+(2>(4+1+1):108.

Teorem 4.1. n > 2 olmak {izere, H baglantili bir hipergraf
olsun. H, n kdse tizerinde bir hiperkenar olarak tek elemanli alt
kiimesi olmayan bir hipergraf ise
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n

n<F(H) < ("1 —1)2 Z i (rll)

i=2
Burada alt sinira, kenar kiimesi E = {V} olan hipergraf ile {ist

sinira da Hg  hipergrafi ile ulagilir.

Ispat: H baglantili oldugundan, H’nin tiim noktalarini igeren
yanlizca bir hiperkenar olup alt simir agiktir. Diger taraftan, Hy ile

list stnir1 incelemek kolay olacaktir. Hy ; bos kenar, derecesi 1 olan

kenar ve coklu kenar igermediginden, i noktasinin derecesi (:l)
olacaktir (2 <i<mn). Burada, Hg  regiiler hipergraf olup u

noktasinin derecesi,

duz("11)+(";1)+ +(n_1)=2”‘1—1.

ve
F(Hg,) = z Z dy
e;€E uee;
DI DTS
e€E qy€e; ei€E yee; €i€E uee;
leg|=2 leil=3 legl=n
= Z 2d2 + Z 3dZ+...+ z nds,
e;€E €;€EE €;€E
lej|=2 lej|=3 leg|=n
_ (" 2 n 2 n 2
- (2) 2d2 + (3) 3d2+ ...+ (n) nd?
O halde,
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n

F(Hy ) = (271 = 1) Z i (TZ)

i=2

Sonu¢ 4.1. n > 1 olmak iizere, H baglantili bir hipergraf
olsun. H bir hiperkenar olup tek elemanli bir alt kiime igerirse,

n
F(H) < 22<”—1)Z i (TZ)
=

dir 8yleki H tam hipergraf Hy, ’dir.

Teorem 4.2. n > 3 olmak {izere P, bir hiperyol olsun. O

zaman,
n<F(B,) <2(12+2%) + (n—3)(2% + 2?).

Ust simirdaki esitlik ancak ve ancak P, nin koseli bir yol grafi
olmas1 durumunda gecerlidir.

Ispat: Hiperyoldaki herhangi bir kosenin derecesi 1 veya 2
oldugundan, bir hipergraftaki kenar sayisin1 ve derecesi 2’ye esit
olan kdse sayisin1 artirmak, F(P,)’i de artirir. Bir hiperyolda
maksimum kenar sayis1 n-1 ve derecesi 2’ye esit olan maksimum

kdse sayisi n-2°dir. Bu nedenle;
F(P) =2(1%2 +2%) + (n—3)(2% + 22).
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P;, n kose lizerindeki dogrusal bir hiperyol ve n >m > 3
hiperkenar olsun, dyle ki derecesi 2’den biiyiik veya 2’ye esit olan
ve asili olmayan bir hiperkenar hari¢ tiim hiperkenarlarin derecesi
2°dir.

5. Sonug¢

Bu ¢aligmada ¢ok yonlii kullanim alanina sahip olan hipergraf
kavrami tizerinde durulmustur. Hipergraf cesitleri, ozellikleri ve
matrisleri tanmitilmistir. Ayrica, hipergraflar icin Forgotten indeksi
tanimlanip hesaplamalar1 yapilmistir. Bu indeks ile ilgili hipergraf

acisindan sinirlar bulunmustur.
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BOLUM IX

Ayrik Zamanh Bir Av-Avci Popiilasyon Modelinde
Hasatin Etkisi Ve Kararhhk Analizi

Fatma ETIK"
Figen KANGALGIL?
Ulkii DINLEMEZ KANTAR?

Giris

Canlilar birbirleriyle ve bulunduklar1 cevreyle etkilesim
icindedir. Ortamdaki canlilar ve bu canlilarin etkilesim iginde
oldugu dis etkenler ekosistemi olusturur. Ekosistemler ; cayirlar,
coller ve resifler gibi cografi bolgelerden de meydana gelebilir.
Belirli alanlar i¢erisinde karsilikli etkilesim i¢inde yasayan farkli
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tirlerin meydana getirdigi biyolojik birime komiinite olarak
adlandirilir. Komiiniteler kendinden daha biiyiik ekosistemlerin
canli kisminit olusturur. Antalya Korfezi’nde yayilis gosteren
barbunya, orfoz, lifer gibi baliklar ile midye, ahtapot gibi

canlilar birlikte komiiniteyi olusturur.

Komiiniteyi olusturan canlilar belirli bir yasam alanina
sahiptir. Bu yasam alanlariyla komsu olabilir, ortak alanlar1
kapsayabilir veya biri digerini sinirlari i¢ine alabilir. Komdiinitelerin
yapis1 simbiyotik etkilesimler, beslenme iliskileri ve barindirdigi
tiir ¢esitlilikleri vardir. Komiinitelerin i¢erdigi tiir sayist bakimindan
farklilik gostermesi tiir ¢esitliligi olarak  adlandirilir.  Tiir
cesitliligini rekabet, av-aver iligkisi gibi canli etkilesimleri ile 151k,
sicaklik, yagis gibi etmenler etkili olur. Bir bolgedeki genlerin, bu
genleri tagiyan tiirlerin, bu tiirleri barindiran ekosistemlerin ve
bunlar1 birbirine baglayan olaylarin tamami biyolojik c¢esitlilik

olarak isimlendirilir.

Komiinitede en ¢ok yer alan veya canli kiitlesi en fazla olan
tiire baskin tiir olarak isimlendirilir. Baskin tiirler avlanmaya ya
da hastaliklara kars1 diger tiirlere oranla daha basarilidir. Baskin
tiir zaman igerisinde yasam alanlarinin bozulmasi, avlanma
gibi sebeplerden dolay1 komiiniteden ayrilabilir. Boylelikle farkli
bir tlir baskin hale gelebilir. Varlig1 sona eren baskin tiir ona tabi
yasayan tiirleri de negatif sekilde etkileyebilir.

Rekabet tiir i¢inde veya tiirler arasinda da olabilir.
Rekabetten bahsedebilmek i¢in en az iki organizmanin ayni
kaynagi kullanmiyor olmasiyla birlikte kaynagin kisith olmasi ve

rakiplerin ~ birbirine  zarar vermesi gerekir. Bu zarar,
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organizmalardan  birinin  varligimin  son bulmasi  veya

komiiniteden ayrilmasi seklinde gergeklesir.

Bir tiire ait bireyler arasinda meydana gelen rekabete tiir
ici rekabet denilir. Iki veya daha fazla tiirden bireylerin kisith
kaynaklar icin yaptiklar1 biyolojik etkilesim ise tiirler arasi
rekabet olarak isimlendirilir. Tiirler aras1 rekabet komiinitenin
yap1 ve dinamikleri iizerinde etkilidir. Bu olay tiirii engelleme ve
tiriin kaynak paylasimi seklinde ortaya cikar. Aynmi kisith
kaynaklar icin rekabet eden iki tiir siirekli olarak bir arada
bulunamaz. Disardan bir etki yapilmadiginda tiirlerden biri
siirh kaynaklar1 daha etkin kullanirken diger tiirden daha hizh
cogalir. Tiirleri birinin diger tiirden daha hizli ¢ogalmasi, diger
tiiriin yok olmasina sebep olabilir. Bu durum rekabette elenme
olarak adlandirilir.

Komiinitelerde canlilar arasi av-avci iliskileri, en fazla
goriilen etkilesim tiirlerindendir. Bir canli tiirii, baska canh
tirlerini  besin olarak tiiketmek i¢in saldirip yaraliyor veya
oldiirliyorsa avel; yaralanan ya da olen tiir av olarak
isimlendirilir. Av-avct arasinda “- / +” iligki tipi vardir. Aver kendisi
icin fayda saglarken av zarar goriir. Bu durum av-avci iligkisinin
dengede olabilmesi i¢in ¢ok Onemlidir. Av sayis1 ne kadar
fazlaysa avci i¢in yiyecek kaynagi o kadar fazladir. Av miktarinin
fazla olmasi avcr miktarini arttirir. Bundan dolay1 av sayisinda
azalma meydana getirir. Av miktar1 azaldiginda avci igin yeterli
miktarda av olmaz ve avci tiiriin bir boliimii komiiniteden ya goc
eder ya da varlig1 son bulur. Boylelikle av-avci arasinda birbirlerini
takip eden inisler ve ¢ikislar ortaya cikar.
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Belirli bir zamanda ve belirli bir alanda birbirleriyle
etkilesim i¢inde yasayan ayni tiire ait canlilardan olusan

topluluga popiilasyon denir.

Popiilasyon yogunlugu belli bir zaman diliminde birim
alan veya hacimde yasayan canli sayisidir. Popiilasyon
yogunlugundaki  degisiklikler = besin  kaynagini  bulmay1
kolaylastirir veya zorlastirir. Bu durum canlilar arasinda rekabete

yol agar.

Popiilasyon biiyiikliigiinde zaman igerisinde artma veya
azalma olabilir. Popililasyonda iireme sonucu birey sayisi
artabilecegi gibi i¢ gogler de popililasyondaki birey sayisini
arttirtr.  Popiilasyon  disina  gergceklesen — gogler  ve
popiilasyondaki Sliimler ise birey sayisini azalmasina sebep
olan etkilerdir. Bu etkiler beraber degerlendirildiginde
popiilasyonun biiyiikliigli belirlenir. Dogum orani ile ige gdgiin
toplami, 61iim orani ile disa go¢iin toplamina esit ise popiilasyon
dengede oldugunu gosterir. Dogum ve ice goc¢ orani daha
fazlaysa popiilasyonun biiyiidiigiinii gosterir. Oliim ve disa gd¢
daha fazlaysa, popiilasyonun gittikce kiigiildiiglinii gosterir.
Istenilen her popiilasyonun denge durumunu korumasidir. Bu
durumda canli yasami en diisiik riskle devamliligini koruyabilir.
Bunun i¢in son zamanlarda pek c¢ok bilim insani, matematiksel
modellerle dogadaki olaylar1 anlamaya ve onlar1 yorumlamaya

caligmaktadir.

Matematiksel modellemeler, genel olarak iki kategoride
incelenirler. Ayrik zamanli modellerde fark denklemleri veya
denklem sistemleri, degisimin siirekli oldugu modellerde ise

167



diferansiyel denklem ya da denklem sistemleri kullanilir. Bir olay
matematiksel olarak modellenirken, ilk olarak basit kabuller ile
modellenir. ileriki siire¢lerde de modeli daha gercek¢i kilmak igin
yeni degiskenler ve fonksiyonlar eklenir.

1920°1i yillarda Italyan fizik¢i Vito Volterra ve Amerikal
matematik¢i Alfred J. Lotka ve tarafindan hesaplanan iki denklem
Lotka-Volterra denklemleri olarak bilinir. Av-avci denklemleri
olarak bilinen bu denklemler en eski ve en ¢ok kullanilan ekolojik

modellerin ilk 6rneklerindendir.

Lotka -Volterra denklemleri, biri yirtici, digeri av olmak tizere
iki tlirlin etkilesimini ve biyolojik dinamiklerini tanimlamak igin
kullanilan ~ birinci  dereceden lineer olmayan diferansiyel
denklemlerdir. Diferansiyel denklemler, popiilasyonlarin zaman
icindeki degisimini ve benzer diger siliregleri tanimlayan

denklemlerdir.

dx

i ax — fxy
Y vy + 8
- xy

Burada a, B,y,8 katsayilan pozitiftir.

Avlarin smirsiz bir besin kaynagma sahip olduklar1 ve
avlanmadiklar1 siirece tistel olarak iiredikleri varsayilir; bu iistel
bliyiime yukaridaki ~ denklemde ox terimi  ile  gosterilir.  Av
iizerindeki avlanma oraninin, avcilar ile avin karsilagma oranina
orantil oldugu varsayilir; bu yukarida fxy ile

gosterilir. x veya y sifirsa, 0 zaman avlanma olamaz. Bu iki terimle
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yukaridaki av denklemi su sekilde yorumlanabilir: avin
popiilasyonunun degisim orani, kendi biiyiime oranindan avlanma

oraninin ¢ikarilmasiyla elde edilir.

oxy terimi avcl popiilasyonunun biiylimesini temsil eder.
(Avlanma oranmna benzerligine dikkat edin; ancak, avci
poplilasyonunun biiyltime orani avini tiiketme oranina esit olmadigi
icin farkli bir sabit kullanilir). yy terimi avcilarin dogal 6liim veya
gb¢ nedeniyle kayip oranini temsil eder; av olmadiginda {istel bir
azalmaya yol agar. Dolayisiyla denklem, aver popiilasyonunun
degisim oraninin avinmi tiilketme oranindan ig¢sel 6lim oraninin
cikarilmasina bagl oldugunu ifade eder. Daha sonraki siireglerde
Lotka-Volterra modeline yeni oOzellikler eklenerek model
gelistirilmis, boylece gercek yasamda gozlemlenen olaylar modele
yansitilmaya calisilmistir.

Hasat etkisine sahip av-avci modellerinin analizi, dinamik
sistemlerde Onemli bir yere sahiptir. Matematiksel modellemede
hasat, popiilasyon dinamiklerini etkileyen 6nemli bir parametredir.
Hasat orani ve tiirii, popiilasyonlarin biiylime hizlarmi, denge
noktalarint ve stirdiiriilebilirliklerini dogrudan etkiler. (Mohdeb,
N.,2023) Cogu durumda, amag yalnizca popiilasyon kontrolii degil;
ayn1 zamanda popiilasyondan 6nemli bir hasat kazanci elde etmektir.
Hasat popiilasyonu yok olmaya iterse, bu siire¢ belirli bir siire
durdurulmalidir. Bu tiir modeller, dogal kaynaklarin yonetimi,
biyolojik koruma ve siirdiiriilebilir avcilik uygulamalart gibi
alanlarda kullanilir. Ave1r tlizerindeki hasat faktérii, avci
popiilasyonunun biiyiime oranini etkileyecektir. (Ak Giimiis, O.,
2022) Bu calismada amacimiz, hasat faktoriiniin avci
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popiilasyonunun  iizerindeki  etkisini  inceleyerek  av-avci
dinamiklerini arastirmaktir.
1.2. Temel Tamim ve Teoremler

Fark denklemlerinde, bir sistemdeki degisiklikler ayrik
araliklar tizerinden modellenir. Cogu durumda, ayrik araliklar zaman
araliklarin1 temsil eder ve bu nedenle zaman degiskenini belirtmek
icin t harfi kullanilir. (Allen, 2007). Bu kisimda fark denklemleri ile

ilgili tanim ve teoremlere yer verilecektir.
Tamim 1.2.1: Bir y:N - R
fonksiyonu i¢in A fark operatorii su sekilde ifade edilir.
Ay(t) =y(t+1) —y(t), n=0,12,..

ve Ay fonksiyonuna , y nin birinci mertebeden farki denir. Burada
R reel sayilar ve N dogal sayilar kiimesini ifade eder. O halde y nin
ikinci mertebeden farki,

(4%y) = AA(®))
=y(t+2)-2y(t+1)+y(@)
ve genel olarak y nin k. mertebeden farki,

k

Aky(t) = Z(—l)f (']"') y(n+k —1)

Jj=0
ile hesaplanir.
Tanim 1.2.2: Bir S€ N ={0,1,2,..} say1 climlesi
lizerinde tanimli olan bir x fonksiyonunun degerlerini ve onun Ax,

A%x, .. gibi farklarim iceren bir denkleme S ciimlesi iizerinde
taniml1 olan bir fark denklemi denir (Bereketoglu & Kutay, 2010).
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Tanmim 1.2.3: Fark denklemlerinin indisleri arasindaki
farkinin maksimum degerine bu denklemin mertebesi denir.
(Agarwal, 2000) Ornegin:

Xia3 + 33Xy — X =0
denkleminin mertebesi
(k+3)-(k)=3
seklindedir.

Tamim 1.2.4: a;(n); a,(n); ...; ax(n) katsayilar1 ile g(n),
n >n, icin tanimh reel degerli fonksiyonlar olsun. ap(n) #
0 olmak tizere

x(n + k) + a;(n); x(n + k— 1) + -+ + a,(n)x(n) = g(n)

seklindeki bir fark denklemine k’inci basamaktan lineer fark
denklemi denir.

Eger g(n) =0 ise, denkleme homojen fark denklemi
denir. Aksi durumda denir. k’inc1 basamaktan bir lineer homojen
fark denklemi

x(n + K)+ a;(mM)x(n + K— 1)+ + ag(n)x(n) = 0

Biitin a;(n) katsayilart a;(n) = a; seklinde sabitse ,
denkleme sabit katsayih denklem denir. Aksi durumda degisken
katsayil1 fark denklemi denir (Haskan,2023).

Tamim1.2.5: x;’ler t’ye bagli fonksiyon ve i=1,2,3,...,n reel
degerli olmak tiizere;

x1(t+ 1) = f1(x1(2), x2(t), ..., %, (1))
x(t+1) = fz(x1(t)'x2(t), ---'xn(t))

Xt + 1) = £ (e (0, 22(0), o X (D))
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n tane 1.mertebeden fark denkleminden olusan sisteme n denklemli
l.mertebeden fark denklemi sistemi denir. n denklemli
l.mertebeden fark denklemi sistemi genel olarak

k

xi(t+1) = ) ay(© 50 + bi(o),

j=1

=123, ..k (1.2.1)
seklinde ifade edilebilir. Ve X = (x,(t), x,(¢), ..., x, ()T,
B = (by(t), by(£), ..., b ()T vektorleriile A = [a; j]m tipinde
bir matris olarak alinirsa
X1 = A)x(t) + B(t)

matris notasyonu sekline de dontistiiriilebilir. Eger (1.2.1) ifadesinde
j=1,2,3,... .k icin  aj; ve b; katsayilar1 durum degiskeni olan x;
fonksiyonlarina bagl degil ise sisteme lineerdir denir. Aksi halde
lineer olmayan adin1 alir. Eger b; =0 ise sisteme homojen , b; #0 ise
homojen olmayan sistem denir (Bereketoglu & Kutay, 2010).

Tamim 1.2.6:
x(n + K)+ a(n) x(n + k— 1)+ + ap(n)x(n) =0

Fark denkleminde t=0,1,2,... i¢in denklemi saglayan x: reel degerli
fonksiyonuna denklemin ¢oziimii denir.

Bir fark denklem sisteminde ise sistemi saglayan
X = (x1(0), %2(0), ..., % ()T
vektoriine sistemin ¢6ziimii denir. f ve g siirekli iki fonksiyon olmak
uzere,
Xer1 = f (e ye)
Verr = 90, ¥e)
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sistemi 1.mertebeden iki boyutlu bir fark denklem sistemidir.
Sistemin lineerlestirilmis hali X;,; = JX; olmak {izere sistemin

If(x,y) 9f(x,y)

J= ox oy
dg(x,y) 0g(x,y)
dx dy

matrisine Jakobiyen matris denir (Allen and L. Slinda , 2007)

Tamim1.2.7: A ve I swrasiyla nxn seklinde reel degerli
herhangi bir matris ve birim matris olsun. Bu durumda

det(A—AI) =0

ifadesine A matrisinin karakteristik denklemi, bu denklemi saglayan
A degerlerine A matrisinin 6zdegerleri denir. Bu A degerini

Ax = Ix

veya
A—-ADx=0

da yerine koyarak elde edilen sifirdan farkli ¢oziimler, A matrsinin A
0zdegerine karsilik gelen 6zvektoriidiir.

Ozdegerleri bulmak i¢in kullandigimiz determinant1 agmak
istersek en genel haliyle asagidaki polinomu elde ederiz.

(D)™ A"+ by A"+ -+ by A+ by =0
Bu polinoma karakteristik polinom denir (Basoglu, 2016).
1.3. Kararhhk

Tanim 1.3.1: Birinci basamaktan x;,q = f(x;) fark
denkleminde

x* = f(x7)
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esitligini saglayan x* sabit ¢6zlimiine denge noktasi denir.

Xev1 = f(Xp)
fark denklem sisteminde
X=X
esitligini saglayan X™* vektoriine sistemin denge noktasi ad1 verilir
(Demir , 2019).
Tammm 1.3.2: Her & > 0icin|x, — x| <6 kosulunu
saglayan biitiin x degerleri igin |x, — X| < € olacak sekilde bir § >
0 sayis1 varsa X denge noktasina kararh denge noktasi denir. Aksi

takdirde kararsiz denge noktasi denir (Sucu, 2016 ; Merdan, H. &
Duman, O., 2009).

Tanim 1.3.3: Oyle bir § > 0 sayis1 vardir ki her |x, — %| <
6 icin gim x; = X kosulu saglaniyorsa X denge noktasina cekici
denir (Allen, 2007).

Tamim 1.3.4: Eger denge noktas1 hem kararli hem de ¢ekici
denge noktasi ise o denge noktasina asimptotik kararh denge
noktasi denir (Allen, 2007).

Kararli Denge Noktast Cekici Denge Noktasi Asimptotik Denge Noktast

Sekil 1.3 : Kararli denge noktasi ¢esitleri
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1.4.Topolojik Simiflandirma

Tanum 1.4.1: Lineer olmayan iki boyutlu birinci mertebeden
bir fark denklem sisteminin denge noktasindaki karakteristik
polinomu,

F(A)=A?2-BA+C, B,CEN

olsun. A; ve A, , F(1) polinomunun kokleri olmak tizere dinamik
sisteminin denge noktast;
1. [A4] < 1ve|A,| < 1ise,¢ukur (sink ),
2. |A4] > 1ve |A,| > 1 ise, kaynak (source),
3. |[Mql< 1ve|Ay] > 1 veya || > 1ve |d,] < 1lise,
yayvan-genis(saddle),
4. |A4] = 1veya |A,| = 1 ise, hiperbolik olmayan(non-
hyberbolic),
dengesi olarak adlandirilir (Celik, Merdan, Duman & Akin, 2008 ;
Kilig, H. , Topsakal, N. & Kangalgil, F., 2020 ).

Lemma 1.4.1: Lineer olmayan iki boyutlu birinci
mertebeden bir fark denklem sisteminin denge noktasindaki
karakteristik polinomu,

F(A)=A2-BA+C, B,CEN

olsun. A;veAd, , F(A) polinomunun kokleri ve F(A)>0
olsun.Asagidaki sonuglar saglanir.

1. |A1]< 1 ve |A,| < 1 ancak ve ancak F(-1)>0 ve F(0)<1

2. |A1]> 1 ve |A,| > 1 ancak ve ancak F(-1)>0 ve F(0)>1

3. A l< 1ve|A,| > 1veya |[A]|> 1 ve |A,| < 1 ancak ve
ancak F(—1) <0,

4, |A1]= 1 ve |A,| # 1 ancak ve ancak F(—1) = 0 ve
F(0) # +1,

(Kangalgil, 2019 ; Isik, S.& Kangalgil, F., 2021)
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Teorem 1.4.1 : Birinci mertebeden iki boyutlu lineer
olmayan bir dinamik sistemin denge noktasindaki karakteristik
polinomu

FOO) =22 — BA+C

ve A, ve A, F(A) polinomunun kokleri olsun.Bu durumda
F(1)>0 ,F(-1)>0veC<1

ise denge noktasi kararlidir (Celik, Merdan, Duman & Akin, 2008).
BOLUM 2
2.1. Hasat Etkili Ayrik Zamanh Av-Avci Popiilasyon

Modelinin Denge Noktalarinin Topolojik Simiflandirilmasi ve
Kararhhk Analizi

Abbas ve Khaliq tarafindan 2023 yilinda asagidaki ayrik
zamanlt model ¢aligilmistir.
Xep1 = (1= a)x? + xe(a—yy)

1
Ve+1 = I Xt Yt

@2.1.1)

Burada ;

X¢: av poplilasyonunun belirli bir zamandaki biiytikliigiinii
¥ avel poplilasyonunun belirli bir zamandaki biiyiikligiini
a: av popiilasyonunun biiylime orani

B: avcl popiilasyonunun bilyiime oranini

gostermektedir. (2.1.1) av-avcl popiilasyon modeli aver popiilasyonu
tizerinde , hasat etkisi altinda asagidaki forma dontistir.
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Xepp = (1 — a)xtz + x.(a—ye)

1
YVi+1 = Extyt — hy;

(2.1.2)

Burada h hasat etkisi ve 0 < h < 1 ‘dir. a, 8, h parametreleri pozitif
degerlerdir ve (2.1.1) sistemi ile ayn1 anlamdadhr.

2.2. Invaryant Kiime

Cozlimlerin ilk ¢eyrek bolgede kalmasi i¢in asagidaki analizi
yapabiliriz.

1. Xepp f6in 1—a)x?+x.(a—y,) >0
olmalidur.

x[(1l—a)x; +a—y] >0
x¢ > 0 oldugundan (1 —a)x; + a > y, olur.

2. Vi1 IIN %xtyt — hy, > 0 olmaldir.

yt<%—h>>0

X >0
B

A
B

Bundan dolay1 y;,; ‘in pozitif olmas1 igin
Xt
—>h
B

olmalidir. Dolayisiyla
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1-a)x;+a>y, ve %>h

Sartlar1 saglandiginda x;,; ve y;,; pozitif bulunur.

2.3. Pozitif Denge Noktalarinin Varhg:
Sistemin denge noktalari,
x*=A-a)x"+x"(a—y")
y* = %x*y* — hy* (2.3.1)

sistemini saglayan (x*,y*) degerleridir (Kangalgil, Topsakal &
Oztiirk, 2022).

Bu sistem Maple programi ile c¢ozildiigiinde asagidaki gibi
E,, E,, E5 seklinde ii¢ tane denge noktasi elde edilir.

E;=(0,0)
E,=(1,0)

Es=(1+hp,1-a)[(1+h)p—-1]
Lemma 2.3.1: Av-avct popiilasyon modeli (2.3.1) tiim

parametre degerleri i¢in,

1) E; = (0,0) denge noktasina sahiptir.

i) E, = (1,0) pozitif denge noktasina sahiptir.

1 1 ..

i) 0<a<1ve,8>m Veyaa>1veﬁ<mlgln

E;=((1+h)B,d—a) 1+ h)B — 1] pozitif denge

noktasina sahiptir.
2.4. Denge Noktalarimin Karakteristik Polinomu

Bu boéliimde (2.3.1) modelimizin (x*,y*) denge noktasina
karsilik gelen karakteristik polinomlar: elde edilecektir.
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fitt,y) =1 -a)x* +x(a—y)

24.1
fa6,y) = Gy = hy e
olmak iizere ;
f,(x0y) fi,(xy)
“"'”:<fzx(x,y) fzy(x,w) (242)

matrisine (x*,y*) denge noktasinin jakobiyen matrisi denir. (x*, y*)
denge noktasinin karakteristik polinomu,

FQA) =212 —iz]J(x,y)A + det](x,y) (2.4.3)
seklindedir. (2.4.2) sistemine karsilik gelen Jakobiyen matris
asagidaki gibi elde edilir.

20-a)x+(a—-y) —x
J(x,y) = y X _ (2.4.4)

B B

Simdi denge noktalarinin topolojik siniflandirmasimi gosterelim.

2.5. E; Denge Noktasi icin Topolojik Siniflandirma
(2.4.4) Jakobiyen matrisinde x=0, y=0 yazilirsa E; = (0,0)
denge noktasina karsilik gelen jakobiyen matris;

jEy = %) (25.1)

seklinde bulunur.(2.5.1) matrisine karsilik gelen karakteristik
polinom ,

F(O) =A2—(a—h)A—ah (2.5.2)

seklindedir. Karakteristik polinom kokleri karakteristik degerleri
vereceginden , bu karakteristik degerleri ;
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seklinde bulunur. Tanim 2.2.1 kullanilarak
Al <1,
la] <1,
-1<ax<l1
parametreler pozitif oldugundan 0 < a < 1i¢in |A;| < 1 olur.
|A] > 1,
la] > 1,
a>1lveyaa<-—1

a > ligin |A;| > 1 olur.

Ml =1,
lal =1,
a=1veyaa=-1

a > 0 oldugundan a = 1 igin |A;| = 1 saglanir. Benzer sekilde;

0 < h <1 oldugundan |A;| < 1 olur. Buradan asagidaki teorem
elde edilir.

Teorem 2.5.1: Sistem (2.1.2) in E; = (0,0 ) denge noktasi
icin asagidaki topolojik siniflandirma gecerlidir:

1. 0 < a < 1i¢in E; denge noktasi ¢ukur ( sink )
ii. a > 1igin E; denge noktas1 yayvan-genis (saddle )

iti. a = 11icin E; denge noktas1 hiperbolik olmayan ( non-
hyberbolic )
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2.6. E, Denge Noktasi icin Topolojik Siniflandirma

(2.1.2) sistemine karsilik gelen (2.4.4) ile gosterilen
Jakobiyen matrise x=1, y=0 yerine yazilirsa ; E, denge noktasina
karsilik gelen Jakobiyen matris,

2—a -1
J(Ey) = ( 0 %_ h) (2.6.1)

seklinde elde edilir.(2.6.1) matrisine karsilik gelen karakteristik
polinom:

FQ) =212 — (2 —a+%—h)x+ (2 —a) (%—h) (2.6.2)
olup karakteristik polinomun kokleri ;
M=2-a A, ==—h
dir.
Ml <1,
12 —al <1,
Ohalde 1<a< 3 i¢in |A;]| < 1 saglanir.
Al > 1,
2 —al > 1,
Buradan 1 > a veya 3 < a i¢in |A;| > 1 olur.
Al =1,
|2 —al =1,
a=1veyaa = 3icin |A| =1 olur.Benzer sekilde

A,| <1,
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Lohf<a
ﬁ )
1 <g< 1
h—-1 A h+1
,B>00ldugundan0</3<h+1i(;in |A,] < 1olur.
A2 > 1,
Loafs
B
1, .
ﬂ<m icin |A,| > 1 olur.
A2 =1,
|1 Al=1
B
B =—— icin|A,|=1olur

h+1

Boylece asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 2.6.1 : Sistem (2.1.2) in E, = (1,0 ) denge noktasi
i¢in ,

. 1<a<3 ve 0<pF< ﬁ icin E, denge noktasi
cukurdur.

ii. 0<a<lveyaa>3 veﬁ<ﬁ icin E, denge

noktas1 kaynak(source)

iii. 1<a<3 veya 0<a<1 veyaa>3 Veﬁ<$

E, denge noktas1 eyer(saddle)
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ivva=13veyaf = ﬁ icin E, denge noktas1 hiperbolik
olmayan(non-hyberbolic)’dir.

2.7. Her IKki Tiiriin Bir Arada Bulundugu Pozitif Denge
Noktasinin Topolojik Simiflandirilmasi

E; = ((1 +h)B ,1-a)[(1+h)B— 1]) denge noktasina
karsilik gelen jakobiyen matris;

1-a)@A+hp+1 —(A+hp
J(E3) = ( (1-a)[(1+h)f-1] 1 ) (2.7.1)
3

dir. (2.7.1) jakobijen matrisine karsilik gelen karakteristik
polinom

FO=22-(1-a)1+hB+2)Ar
+(1-a@+h[@2+hp-1]+1 (2.7.2)

dir.

FD=1-(1-a1+hRp+2)+(1-a){1
+ [+ -1]+1

=1-(1-a)1+RB-2+1A-a)1+h)Q2+hp
—(1-a)(1+h)+1

=(1-a)A+h)(—p+2+hp—-1
=1-a@+nNPBh+1)-1)
F(1) > O igin 1-a)Q+hPEHh+1)-1)>0
l1-a)(pth+1)-1)>0

1 1
Buradandaa <1, > 7 vevaa >1,6< P olmalidir.
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Ayni zamanda Lemma 2.3.1°den dolay1 E5 denge noktasinin
pozitif denge noktas1 olmasi igin gereken kosuldur.

1 1 .
Bu durumda a <1, > — Vveyaa> 1,0< — kosullart igin
F(1) > 0 saglanir.

F(-1) =1+ (1 -a)@A+hB+2+A-a)A+h)2+h)p
—(1-a)d+h)+1

=4+(1-a)(1+R)B+28+hB—1)
—4+(1-a)1+RBGR+3)-1)

F(—1) = 0 koki

—4+(1-a)(1+h
1-a)(1+h)h+3)

pi =

B1 > 0 olmastigin a > 1 olmalidur.

elde edilir. Boylece F (-1) fonksiyonun isaret tablosu

F(=1)

seklinde olur.

Bu durumda

e 0< B <pfikenF(-1)<0 saglanir.
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e [ > Biiken F(-1) >0 saglanir.
FO-1=(1-a@+h[@2+hp-1]+1-1
=1 -a@+h[2+h)p-1]
olarak elde edilir.

F(0) —1 = 0 koki

.1
Bz_h+2

elde edilir. Bu fonksiyonun isaret tablosu

F(0)—1

seklinde olur.Bu durumda
0 < B < Bjiken F(0) < 1 saglanir.
B > B; iken F(0) > 1 saglanir.

E; denge noktasinin topolojik siniflandirmasini yapmak i¢in
Lemma 1.4.1°1 uygulayabiliriz.

Teorem 2.7.1: Kabul edelim ki a>1vef < ﬁ olsun.Bu

durumda E5 denge noktasi i¢in asagidaki kosullar gecgerlidir.

1. E3 denge noktas1 asagidaki kosul altinda ¢ukur (sink)’dur.
1 —4+(1-a)(1+h)
h+2 <p< (1-a)(1+h)(h+3) ’
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ii.  E3 denge noktasi asagidaki kosul altinda kaynak (source)’
dir.

B> max {ZHO-QA. 1

(1-a)(1+h)(h+3) h+2

iii.  E3 denge noktasi asagidaki kosul altinda yayvan-genis(
saddle)’dir.

8 —4+(1-a)(1+h)
(1-a)(1+h)(h+3) ’

iv.  E3 denge noktas1 agagidaki kosul altinda hiperbolik
olmayan (non-hyberbolic) ,

g = —4+(1-a)(1+h) 8 1 —24(1-a)(1+h)
T (1-a)(1+h)(h+3) h+2 ' (1—a)(1+h)(h+2) ’

dir.

Teorem 1.4.1°¢ gore E5 denge noktasinin kararli olabilmesi
icin sagladig1 kosullar dikkate alarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.7.2: Kabul edelimkia > 1ve ff < ﬁ olsun.

—4+(1-a)(1+h)

- 1
Eger 2 SB< (1-a)(1+h) (h+3)

h+2
(2.1.2) modelinin

E; = ((1 +h)B ,1-a)[(1+h)B— 1]) pozitif denge
noktasi kararlidir.

kosulu saglanirsa
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Sekil 2.1.1: E5 denge noktasimin topolojik siniflandirilma grafigi

Sekil 2.1.1 “ de a€[1.2,7] ve f€[1.2,7] ve h=0.7
degerleri icin E5 denge noktasinin topolojik siniflandirilma grafigi
cizdirilmigtir. Kirmiz1 bolge c¢ukur (sink), mavi bolge kaynak
(source) ve yesil bolge yayvan genis (saddle) bolgeyi temsil
etmektedir. Mor renkli bolgede, pozitif denge noktasi
bulunmamaktadir.
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BOLUM 3
NUMERIK CALISMALAR

Bu boliimde teorik ¢alismalarin dogrulugunu gostermek icin
Maple ve Matlab programlar1 kullanilarak niimerik ¢alismalara ve
grafik cizimlerine yer verilmistir. (2.1.1) ayrik zamanl av avci
popiilasyon modeli i¢in iki tiiriin bir arada oldugu

Es=(1+mp,1-a)[1+hr)p~-1])

pozitif denge noktasinin kararlilik araligi belirlenip ve av-avel
popiilasyon yogunluk grafikleri ¢izilmistir.

Ornek 3.1.1: (2.1.1) ayrik zamanli av-avci modelinde
parametre degerleri

a=1.2
B =05
h=0.7

olarak almirsa, (2.1.1) sisteminin her iki tiirlin bir arada bulundugu
pozitif denge noktast E; = (0.85,0.030) seklinde bulunur. Bu
parametre degerleri i¢n Jakobiyen matris ise

N

seklindedir. (3.1.1) Jakobiyen matrisinin karakteristik degerleri
A; = 0.9150000000 — 0.2092247596i

(3.1.1)

A, = 0.9150000000 + 0.2092247596i

olarak bulunur. Buradan da

1M1 = IAz] = /(0.915000)% + (0.2092247596)2 =
0.9386160023
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elde edilir. Agikga goriliir ki [A] < 1ve |A,| <1 dir.
Parametre degerleri i¢in

1 = 3.449920508

B, = 0.3703703704

olarak elde edilir. Burada E; denge noktasinin kararli olmasi i¢in
Teorem 2.7.2 geregince

0.3703703704 < [ < 3.449920508 (3.1.2)

olmalidir. (3.1.1) araliginda olacak sekilde g = 0.5 olarak
secilmistir.Yapilan  niimerik  ¢aligmada  baslnagic  kosulu
(0.8 ,0.001) olarak alinmistir. Ayrica kararlilik kriterinden

F(1) = 0.0510 >0 , F(-1) =3.7110 >0
ve F(0) —1=-0.1190<0
kosullarmin saglandig1 gortiliir.

Sekil 3.1.1 de swrasiyla x.(av) ve y.(avct) popiilasyon
yogunlugunu gosteren grafikleri verilmistir.

i Populasyoms

Sekil 3.1.1: x;(av) ve y:(avct) popiilasyon yogunlugu
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Ornek 3.1.2: (2.1.1) ayrik zamanli av-aveir modelinde
parametre degerleri

a=1.7
B = 0.487
h =0.99

olarak alinirsa, (2.1.1) sisteminin her iki tiiriin bir arada bulundugu
pozitif denge noktasi

E; = (0.96913,0.021609 ) seklinde bulunur. Bu parametre
degerleri i¢gn Jakobiyen matris ise

J= ( 0.321609 —0.96913)
0.04437166324 1

(3.1.3)
seklindedir. (3.1.3) Jakobiyen matrisinin karakteristik degerleri

A1 = 0.3923800652

A, = 0.9292289348
olarak bulunur. Ac¢ik¢a goriiliir ki

A <1ve|A,| <1 dir.

Parametre degerleri i¢in

B1 = 0.9703008420

B, = 0.3344481605

olarak elde edilir. Burada E3 denge noktasinin kararli olmasi igin
Teorem 2.7.2 geregince

0.3344481605 < B < 0.9703008420 (3.1.4)

olmalidir. (3.1.4) araliginda olacak sekilde f = 0.487 olarak
secilmistir. Yapilan niimerik ¢aligmada baglangi¢ kosulu (1 ,0.03)
olarak alinmistir. Ayrica kararlilik kriterinden
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F(1) = 0.04300191 > 0, F(—1) = 2.68621991 > 0 ve
F(0) — 1 = —0.63538909 < 0

kosullarinin saglandig: gortiliir.

0370
0.0314

.
0568 0.030
.
00294
0.966 &
.
.
.

00284 *

274
] Popitmyen P07 @
x[t] Popilasyon -
0962 . 00267 @

.
00251 »
.
.
] 00 %
09581 * 00231
.
0956 0.022

—
20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 30 100 120 140

t(zaman) t(zaman)

Sekil 3.1.2 de sirasiyla x;(av) ve y;(avct) popiilasyon

vogunlugunu gosteren grafikleri verilmistir.
Sekil 3.1.2: x,(av) ve y.(avct) popiilasyon yogunlugu
popultasyon yoguniug

Ornek 3.1.3: (2.1.1) ayrik zamanli av-avci modelinde
parametre degerleri

a=29
B =0.72
h =0.15

olarak alinirsa, (2.1.2) sisteminin her iki tiiriin bir arada bulundugu
pozitif denge noktasi

E; = (0.8280,0.32680) seklinde bulunur. Bu parametre degerleri
icn Jakobiyen matris ise
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J = ( —0.57320 —0.8280) (3.1.5)

0.4538888889 1
seklindedir. (3.1.5) Jakobiyen matrisinin karakteristik degerleri
A = —0.2794687046

A, = 0.7062687046

olarak bulunur. A¢ik¢a goriiliir ki

Al < 1ve|A,| <1 dir.Parametre degerleri i¢in
B1 = 0.8986233700
B, = 0.4651162791

olarak elde edilir. Burada E; denge noktasinin kararli olmasi i¢in
Teorem 2.7.2 geregince

0.4651162791 < f < 0.8986233700 (3.1.6)

olmaldir. (3.1.6) araliginda olacak sekilde S = 0.72 olarak
secilmistir.  Yapilan nlimerik c¢alismada baslangic  kosulu
(0.79 ,0.005) olarak alinmigtir. Ayrica kararlilik kriterinden

F(1) = 0.3758200 > 0, F(—1) = 1.2294200 > 0 ve
F(0) —1 = —1.1973800 < 0

kosullarinin saglandig: goriiliir.
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Sekil 3.1.3 de swasiyla x;(av) ve y;(avct) popiilasyon
yogunlugunu gosteren grafikleri verilmistir.
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Sekil 3.1.3: x.(av) ve y;(avct) popiilasyon yogunlugu

Ornek 3.1.4: Hasat etkisinin ele alinan av-avci popiilasyon model
iizerinde etkilerini arastirmak i¢in, avin biiyiime parametresi a=1.2,
aveinin  bilyiilme parametresi f =0.6 ve baslangic kosulu
(X0,¥0)=(0.5,0.01) alinarak hasat etkisi olmadan yani =0 i¢in ve
farkli hasat degerleri i¢in sirasiyla h=0.1, h=0.3, h=0.5, h=0.6 ve
h=0.65 alinarak av- avci popiilasyon yogunluklarinin grafikleri Sekil
3.1.4 ve Sekil 3.1.5 cizdirilmistir. Elde edilen bu sonuglara gore
hasat etkisi arttik¢a, av popiilasyonunun yogunlugu artarken avci
popiilasyonun yogunlugu azalmistir. Avci tiirliniin avlanma oraninin
azalmasiyla birlikte tiirde ortaya cikan azalma, bekledigimiz bir
sonugtur. Ayrica hasat etkisi arttikca, av popiilasyonunda denge
noktasina ulasmak daha hizli iken avecir popililasyonunda denge
konumuna ulagsmak gecikmektedir.
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Sekil 3.1.5: Degisen hasat degerlerine gére Avci popiilasyonun

yogunlugu
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Ornek 3.1.5: Neimark-Sacker catallanma, dinamik sistemler
teorisinde bir catallanma (bifurcation) tiiriidiir ve ayrik zamanh
modellerde olusur. Neimark-sacker catallanma, sistemin sabit bir
noktasi kararsiz hale geldiginde ve bu noktanin etrafinda kapali bir
yorlinge (limit dongiisii) olustugunda meydana gelir. Bu catallanma
tirtinde, sabit noktamin Kkararhihigr degisir: Sistem, sabit
noktasindan uzaklagsarak yeni bir dinamik davraniga geger. Sabit
noktanin ¢evresinde bir yari-periyodik hareket ya da kapali bir
yorlinge (torus) olusur. Bu c¢atallanmada, sabit noktanin ¢okiisiinii
belirleyen jakobiyan matrisinin 6zdegerleri, karmasik (kompleks)
birim ¢ember lizerindedir.

Bu tiir ¢atallanma, pek ¢ok fiziksel, biyolojik, ekonomik ve
miihendislik sistemlerinde gdzlemlenir. Ornegin, ekonomik
modellerde piyasa dalgalanmalarinin incelenmesinde, ekosistem
modellerinde poptilasyonlarin periyodik davraniglarinin
incelenmesinde ve elektrik devrelerinin kararlilik analizlerinde
karsimiza  ¢ikmaktadirlar.  Neimark-Sacker catallanmasinda,
sistemin sabit noktasinda jacobiyan matrisinin 6zdegerleri incelenir,
Birim ¢ember iizerinde karmasik eslenik bir ¢ift 6zdeger bulunur ve
catallanma sirasinda bu 6zdegerlerin biiytikliigi 1'dir.

Neimark-Sacker ¢atallanma, ayrik zamanli sistemler igin
Hopf catallanmasi’na benzer. Siirekli zamanli sistemlerde Hopf
catallanmasi, sabit bir noktadan periyodik bir limit dongiisiine gecisi
ifade eder. Neimark-Sacker catallanma ise bu siirecin ayrik zamanl
versiyonudur. Sistemde bulunan parametrelerin 6nemlidir ve bir
parametre degisirken sistemin dinamigi degisebilir. Yani, sistemde
yeni denge noktalar ortaya cikabildigi gibi denge noktalarinin
kararlilik yapilar1 da degisebilir. Bu niteliksel degisimlere
catallanma ve bu degisimin meydana geldigi parametre degerine de
catallanma noktas1 denir. Bu ¢alismada c¢atallanma parametresi
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olarak secilmistir. Kritik f = 1/(h+2) degerinde h=0.7, a=1.4
degerleri icin c¢atallanma degeri f = 0.3703703704 , denge
noktasi (0.6296296297,0.148148148) olarak elde edilmistir. Bu
degerler icin karakteristik polinom

F(A) =A% — 1.748148148 A + 1
seklindedir. Karakteristik degerler

A1 = 0.8740740740 + 0.4857926648;,
A, = 0.8740740740 — 0.4857926648i

seklinde hesaplanir. Dikkat edilirse bu karakteristik degerlerin
biiytikliigii |?\1,2| = 1 dir. Sekil 3.1.6 da f parametresine gore av-
avcl popiilasyonunda goriilen gatallanma grafigi verilmektedir.
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Sekil 3.1.7: B min farkh degerleri icin faz diyagramlar
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BOLUM 4
Sonuglar

Canlilar, etraflarinda yer alan diger canlilarla fiziksel olarak
stirekli olarak bir etkilesim halindedir. Popiilasyon dinamikleri,
popiilasyonlarin zaman i¢inde meydana gelen degisiklikleri ifade
eder ve av-avci etkilesimleri birgok tiiriin popiilasyon dinamiklerini
aciklamada 6nemli bir rol oynar. Av-avcr iligkileri igin gelistirilen
matematiksel modeller av ve aver popiilasyonlarinda birbiri ardina
dalgalanma egiliminin dogal olarak bulundugunu gdstermektedir.
Baska etkenler av ve avcilarin fazla olmasim1 kararli hale
getirebileceginden, bu popiilasyonlarda dalgalanma goriilmeyebilir;
fakat bunlar bir dalgalanma egilimine sahiptir. Eger kararliligi
saglayan etmenler kaldirilirsa, dalgalanma egilimi kendini
gosterecektir.

Bu c¢alismada hasat etkili ayrik zamanli av-avci
poptilasyonun kararlilik analizi ¢alisildi. Av-avel (predator-prey)
popiilasyon modellerinde "hasat," av veya avci popiilasyonuna
disaridan yapilan bir miidahale olarak ele alinir. Bu terim, genellikle
popiilasyondan belirli bir miktar bireyin ¢esitli amaclarla (beslenme,
ticaret, popiilasyon kontrolii gibi) alinmasi anlamina gelir. Hasat
islemi, av popiilasyonunun kontrol altina alinmasi veya avci tiirlerin
besin ihtiyaglarinin karsilanmasi amaciyla yapilabilmektedir. Av-
avcl popiilasyon modelinde avin biiylime oran1 olan a parametresi
1.2, avciin biiylime orani olan beta parametresi 0.6 ve baslangi¢
kosulu (0.5, 0.01) alinarak, farkli hasat degerleri ig¢in av- avci
popiilasyon yogunluklarmin hasat etkisi altindaki grafikleri
cizilmistir. Sekil 3.1.4 ve Sekil 3.1.5 grafiklerinde goriildiigii gibi,
hasat etkisi arttikca av popiilasyonunun yogunlugu artarken avci
poplilasyonun yogunlugu azalmistir. Avci tiirliniin avlanma oraninin
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azalmasiyla birlikte tiirde ortaya ¢ikan azalma, bekledigimiz bir
sonugtur. Ayrica hasat etkisi arttikca denge noktasina ulagma siiresi
azalmaktadir.

Neimark-Sacker c¢atallanmasi, popiilasyonun diizenli ve
periyodik davranistan uzaklasarak daha karmagsik ve ongoriilemez
bir hale gecisini ifade eder. Bu c¢atallanma ekosistemlerin
dinamiklerini ve popiilasyon biiyiikliiklerini 6ngérmeyi zorlastirir;
avcl ve av popiilasyonlar1 arasindaki iliskiyi daha belirsiz ve
karmagsik hale getirir. Bu, ekolojik dengeyi etkileyebilecek ve
tirlerin hayatta kalma stratejilerini degistirebilecek 6nemli bir
biyolojik olgudur. Sistemde B parametresi c¢atallanma parametresi
olarak secildiginde, Neimark-Sacker catallanmasi goriillmektedir.
Sistem, B ’nin kritik degerine geldiginde sabit noktasindan
uzaklagarak yeni bir dinamik davranisa gegmektedir. Sabit noktanin
cevresinde bir yari-periyodik hareket ya da kapali bir yoriinge (torus)
olugsmaktadir. Sekil 3.1.7 de B ’min farkli degerleri igin faz
diyagramlarinda da olusan kapal1 goriingeler acik¢a goriinmektedir.
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BOLUM X

Demi-Semikompakt Operatorler

Birol ALTIN!

Giris

Demi gosterimi ilk olarak 1966 yilinda Petryshyn'in
"Construction of fixed points of demicompact mappings in Hilbert
space " isimli makalesinde kullanilmistir (Petryshyn, 1966). 2020
yilindada Benkhaled, H., Elleuch ,A.Jeribi, A. sira zayif demi-
kompakt lineer operatorler sinifin1 incelediler (Benkhaled, H. &
Elleuch, A. & lJeribi, A. 2020). Daha sonra Dunford Pettis
operatorlerinin  bir genellemesi olan demi Dunford-Pettis
operatdrleri sinifini tanittilar (Benkhaled, Hajji & Jeribi, 2022).

Bu c¢alismada, ilk defa 1983 yilinda A. C. Zaanen tarafindan
verilen semikompakt operator smifinin bir genellistirmesi olan
demi- semikompakt operatorlerin sinifi tanitilmis ve 6zellikleri
incelenmistir..

1 Prof. Dr., Gazi Universitesi, Fen Fakiiltesi, Teknikokullar, Ankara.
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E bir Banach uzay1 , F bir Banach orgiisii ve T:E — F ye bir
stirekli operatdr olsun. E ve F uzaylarinin kapali birim yuvarlari
sirastyla U, V olsun. Eger her € > 0 i¢in T(U) < [—x,x] + €V
olacak sekilde x € F* var ise T operatoriine bir semikompakt
operatdr denir. ( A.C. Zaanen, 1983).

E den F igine biitiin semikompakt operatorlerin kiimesini
Lg (E,F) ile gosterilecektir. E bir Banach uzay1 ve F bir Banach
oOrgiisii olmak iizere

S < T siralamasi her x € E* icin  S(x) < T(x)

anlamma gelecektir. Ozdeslik operatérii I ile gosterilecektir.
Tanimlanmayan terim ve notasyon-lar i¢in (Aliprantis &
Burkinshaw,1978)’ ye ve (Aliprantis & Burkinshaw,2006)’ ya
bagl kalina-cakcaktir.

Temel Sonuclar

Tamim 1. E bir Banach 6rgiisii ve T:E — E ye bir siirekli operator
olsun. Eger her € > 0 i¢in

(I-T)(WU) c[-x,x]+ €U olacak sekilde bir x € F* var
oldugunda U c [—y,y] + €U olacak sekilde y € E* varise T ye bir
demi-semicompakt operator denir. E lizerinde tanimli biitiin demi-
semikompakt operatorlerin sinifint DLy, (E) ile gdsterecegiz.

Ornek 1 E bir Banach 6rgiisii olsun. O zaman her @ # 1 igin al €
DL (E) olur.

Gergekten, @ # 1 olsun. Her € > 0 i¢in (I — al)(U) c [—x,x] +
€V olacak sekilde bir x € E*var oldugunu kabul edelim. . O zaman
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1
[1-ca|
olacak sekilde bir y € E* vardur.

Buradan, 1-a)U) c[—x,x]+ rEa' U Boylece ,U c

€ pozitif sayist i¢in de (I —al)(U) c [-y,y] +

[1-«|

1 € -y y .
o€ [[—y,y] + el U] c [ll—al'll—al] + €U olur. Buise al €

DL (E) oldugunu verir.

Onerme 1. E bir Banach 6rgiisii olsun. I 6zdeslik doniisiimiiniin bir
semikompakt operatdr olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul E nin bir
birimli AM-uzay1 olmasidir.( A. C. Zaanen 1983).

Ornek 2 k € N olsun. Ty: ¢y — ¢, operatdrii her x = (x;) € c i¢in
T (x) = ¥, x;e; olarak tanimlansin. Burada c,, R. nin sifira
yakinsak dizilerinin uzayidir ve Ty:cy — ¢y operatorii demi-
semikompakt operatordir. Her bir k€N icin S =1+T;
operatOriinli tanimlayalim. ¢, uzay1 sira birime sahip olmadigindan,
Onerme 1 den kolaylikla géoriilebilir ki her k € N igin S, operatorii
demi-semikompakt operator degildir.

Teorem 1 E bir Banach orgilisii olsun. E {izerinde tanimli her
semikompakt operator bir demi-semikompakt operatdr olur.

Ispat T, E iizerinde bir semikompakt operatdr olsun. O zaman
herhangi bir € > 0 verilsin. T semicompakt operator oldugundan

TWU) c [—x,x] + g U olacak sekilde x € E*vardir. (I —
TYWU) c [-y,y]+ %U olacak sekilde bir y € E* var olsun. U
nun mutlaj konveks bir kiime oldugu kullanilirsa, U c
I-TW)+TW) c [~y y]+iU+[-xx]+3U c

[—(x+v),(x+y)]+ U elde edilir. Bu ise T nin bir demi-
semikompakt operator oldugunu verir.
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Asagidaki 6rnek bu teoremin tersinin genelde dogru olmadigini
verecektir.

Ornek 3 T:cy > coveT = % I olsun.c, sira birime sahip Onerme
I den T bir semikompakt operator degildir.

Teorem 2 E bir Banach orgiisi, T:E — E bir semikompakt
operator ve  S:E — E bir demi semikompakt operator olsun O
zaman T + S bir demi semikompakt operator olur.

Ispat Eger her €>0 i¢cin (I = (S+T)(U) c [-x,x] +-U
olacak sekilde bir x € E* var olsun. T operatorii de bir semikompakt
operator oldugundan T(U) c [—y,y] + EU olacak sekilde bir y €
E* var olsun. Her u € U i¢in
I-Wc-NW+TwW-Tw)=I-E+T)w +
T(u) € [—x, x] +§U + [—y,y] +§U cl-(x+y),(x+y)]+eU

bulunur. Buise (I — S)(U) c [-(x + y), (x + y)] + €U oldugunu
verir. operatorii demi-semikompakt operatdr oldugundan U c
[—z,z] + €U olacak sekilde bir z € E* vardir. Bu ise S+ T bir
demi-semi kompakt operator oldugunu verir.

Ancak, genelde iki demi-semikompakt operatoriin toplami bir
demi- semikompakt operator olmayabilir.
Ornek 4 T, ,Tyico—cove Ty =T, = % I , operatorleri birer

demi-semikompakt operatr olmalarma ragmen, Onermel den
T,+T, = I bir demi-semikompakt operatoér degildir.

Asagidaki teorem bir Banach orgiisiiniin sira birime sahip bir
AM-uzay olmasinin karakterizasyonun verecektir.

Teorem 3 E bir Banach orgiisii olsun. Asagidakiler birbirine denktir

(i) E birimli AM-uzayidir.
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) Lmk(E: F) = :DLmk(E)

Proof (i) = (ii) Teorem 1 den Lg(E,F) € DLy, (E) oldugu
aciktir. DL (E) < Ly (E,F)

oldugunu gorelim. T € DL, (E) ve E nin sira birimi e olsun. O
zaman E nin kapali birim yuvari U = [—e,e] olur. (Aliprantis &
Burkinshaw, 2006)

€ > 0 keyfi pozitif sayis1 verilsin. T: E — E bir siirekli operator
oldugundan

TW) < ITINU=[-ITlle,[ITlle] <[-Tlle, [ITlle]+ eU

Elde edilirki bu da T nin bir semikompakt operatér oldugunu verir.
Yani DL, (E) < Ly (E, F) elde edilir.

(ii) > (i) Lyx(E,F) = DLy, (E) olsun. %I demi semikompakt

operator oldugundan hipotezden, %I , Lgy (E, F) uzayina ait olur.

semikompakt operator tanimindan I , L, (E, F) uzayina ait olur. Bu
ise Onermel den E Banach 6rgiisiiniin bir sura birimli AM-uzay1
oldugunu verir.

Onerme 1 yukaridaki &nerme birlikte gozoniine almirsa
asagidaki sonug kolaylikla elde edilir.

Teorem 4 E bir Banach orgiisii olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(i) T:E — E her operator demi semikompakt operatdrdiir.
(i) I E - E bir demi semikompakt operatordiir.
(iii) E sira birimli bir AM-uzayidir.

Dikkat edilmelidir ki T bir demi Semi-kompakt operator ve 0 <
S < T oldugunda S bir demi Semi-kompakt operatdr olmayabilir
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Ornek 6 T ve S reel terimli sifira yakinsak dizilerin uzay1 olan c,,
tizerinde tanimli S =1 ve T = 2[ olacak sekilde iki operator
olsunlar. 0<S<TveT, DLg(E) smnifina ait olur. Fakat c,
uzaymin sira birimi olmadigindan S, DL, (E) smifina ait
degildir.
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BOLUM XI

Ricci Solitonlu ¢-Rekiirent a-Kenmotsu Manifoldlar

Hakan OZTURK!

Giris

Hemen hemen degme metrik manifoldlarin bir smifi olan,
Kenmotsu manifoldlar ilk olarak Kenmotsu tarafindan tanitilmistir
(Kenmotsu, 1972).  Kenmotsu  manifoldlar1  Levi-Civita
konneksiyonu vasitasiyla karakterize edilebilir. Kenmotsu, tensor
denklemleri ile karakterize edilen, katli carpimla yakindan iliskili bir
yapidan olusur. Baska bir degisle, keyfi X,Y € y(M) i¢in, asagidaki
denklemler saglanir:

Vx§ = X —n(X)¢, (1
(Vxd)Y = g(@X,Y)§ —n(Y)pX. )

1 Prof. Dr, Afyon Kocatepe Universitesi, Afyon Meslek Yiiksekokuly,
hakser23@gmail.com
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(1) ve (2) denklemleriyle belirtilen (¢,&,n,9) -yapist
normaldir. Kenmotsu yapilar icin Killing vektdr alan1 mevcut
olmadigindan Kenmotsu yapilar Sasakian yapida degildirler. Ayni
zamanda, bu kosullar1 saglayan Kenmotsu manifoldlar1 kompakt bir
yapiya da sahip degildir. Pek ¢ok yazar Kenmotsu ve hemen hemen
Kenmotsu manifoldlar1 hakkinda ¢alismalar kaleme almislardir (De
& Pathak, 2004), (Kim & Pak, 2005), (Jun & ark., 2005), (Oztiirk &
ark., 2017-2021), (Oztiirk, 2022).

Riemann geometrisinde ilgi ¢ekici konulardan biri de Einstein
manifoldlaridir. Bir Riemann manifoldunda, eger Ricci tensorii
metrik ile orantili ise yani, S = tg olacak sekilde bir t fonksiyonu
varsa, 0 zaman Riemann manifoldu Einstein manifoldu olarak
adlandirilir. Bu manifoldlar, uzay-zamanda bir kiitle tarafindan
iretilen yergekimi etkilerini aciklamaya c¢alisan Einstein'in alan
denklemleriyle ¢ok baglantilidir (Besse, 1987).

Poincaré, 20. yiizyilin baslarinda her basit baglantili, kapali 3-
boyutlu manifoldun S* kiiresine homeomorfik oldugunu iddia
etmistir. Yani, bu iddia ; 3-kiirenin her bir ilmeginin siirekli olarak
bir noktaya kiiciilebildigi tek 3-boyutlu uzay oldugunu ifade
etmektedir. Bu varsayim Poincaré hipotezi olarak adlandirilmistir.
Onceleri ispat1 kolay olarak diisiiniilse de ancak bir sonraki yiizyilda
ispatlanmistir. Poincaré'i takiben Thurston, kompakt 3-boyutlu
manifoldlarin tam smiflandirilmastyla ilgili olan geometrizasyon
varsayimini ortaya atmistir. Dolayisiyla, artik Poincaré varsayimina
da en azindan bir cevap verilebilmis oldu. Poincaré hipotezini
ispatlamak i¢in en biiyiik adim1 Hamilton yapti. Hamilton meshur
makalesinde Ricci akiginini literature kazandirarak biiyiik bir is

basardi (Hamilton, 1982). Bu calismasindan sonra yazar yiizeyler
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iizerinde Ricci akisi incelemistir (Hamilton, 1988). Ancak Ricci
akist tekillikler olusturma egiliminden uzak degildi. Bu durum akisin
durmasina sebep oluyordu. Daha sonra Perelman, yeni bir yontemle
akis1 tekilliklerden kurtardi (Perelman, 2002). Sonug¢ olarak,

Poincaré hipotezi ¢oziime kavugmus oldu.

Rekiirent manifold, 6zellikle dinamik sistemler teorisi ve
diferensiyel geometride, belirli noktalarin veya ydriingelerin diizenli
veya Ongoriilebilir bir sekilde tekrar ettigi bir geometrik uzay tiiriinii
tanimlayan bir kavram olarak ele alinmaktadir. Dinamik sistemler
baglaminda, belirli noktalar (veya yoriingeler) i¢in sistem bir siire
sonra baslangi¢ durumuna keyfi olarak yaklasiyorsa, bir sistemin
tekrarlt oldugu anlamina gelir. Yani, dinamik bir sistemdeki bir y
noktasi, eger bir siire sonra sistemin durumunu tekrar gozlemliyorsa
ya da y noktasina tekrar yaklastyorsa kendini tekrarliyor demektir.
Genel anlamda rekiirent manifold, dinamik davranislarin tekrarlama
sergiledigi, yani sistemdeki ydriingelerin veya durumlarin belirli bir
stire sonra belirli bolgeleri veya durumlar tekrar ziyaret ettigi bir
manifoldu ifade etmek i¢in kullanilir. Tek bir duruma bagh
kalmaksizin 6nceki durumlara veya formlara donmeye devam eden
sistemlerde rastlanabilir. ¢-rekiirent manifold, dinamik sistemler ve
geometri ¢alismalarinda, 6zellikle diferensiyel geometri ve ergodik
teori baglaminda kullanilan bir kavramdir. “¢-rekiirent” terimi, bir
vektor alani tarafindan olusturulan bir akis altindaki noktalarin
davranisint ifade eder ve dinamik sistemlerdeki yinelenme
kavramiyla dogrudan baglantilidir. Kisaca, ¢-rekiirent manifoldlar,
bir vektdr alanmmin akisinin tekrarlama ozellikleri sergiledigi
manifoldlardir, yani noktalar akis altinda sonsuz siklikta kendi

komsuluklarina geri donerler.
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Bir Riemann manifoldu i¢in lokal simetri kavrami bir¢cok yazar
tarafindan cesitli sekillerde farkli Olgiilerde c¢alisilmistir. Lokal
simetrinin daha zayif bir versiyonu Takahashi tarafindan Sasakian
manifoldlar tlizerinde lokal ¢ -simetri anlaminda incelenmistir
(Takahashi, 1977). Daha sonra bazi arastirmacilar ¢ -simetri
kavramini genellestirerek, ¢-rekiirent Sasakian manifold kavramin
tanitmiglardir (De & ark., 2003). Ayrica, ¢ -rekiirent Kenmotsu
manifoldlar1 ve 3-boyutlu lokal ¢- rekiirent Kenmotsu manifoldlari
baz1 yazarlar tarafindan arastinlmistir (De & ark., 2009). Bundan
baska, degme geometrisinde, ¢p-simetri kavrami Boeckx, Buecken
ve Vanhecke tarafindan ¢esitli 6rneklerle tanitilmis ve incelenmistir
(Boeckx & ark., 1999).

Manifold teorisinde Ricci solitonlarin tanimlanmasindan sonra
bir ¢ok bilim adami bu ana baglik iizerinde ¢alismalar yapmislardir
(Tripathi, 2008), (Chen, 2015 & 2019), (Kumar & Mourya, 2018),
(Nagaraja & Venu, 2016), (Yadav & Oztiirk, 2019), (Oztiirk &
Yadav, 2023), (Oztiirk & Bektas, 2023).

Iste bu bilgiler 15181nda, bu calismada ele alacagimiz Ricci
solitonlar siire¢ boyunca Ricci akisindan ortaya c¢ikmustir. Ricci
solitonlar, Ricci akisinda tekilliklerin olusumunu gdsterir ve 6z
benzer ¢ozlimler olarak karsimiza ¢ikar. Literatiire baktigimizda
Ricci solitonlarina 6rnek bulmak icin Einstein benzeri yapiya sahip
Riemann manifoldlarinin arastirildigini goriiriiz. Ricci solitonlar
ozellikle fizikte 6nemli bir yere sahiptir. Genellikle quasi Einstein
seklinde ifade edilirler.
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Bu calismada, ¢ -rekiirent sartini saglayan a -Kenmotsu

manifoldlar tizerinde Ricci solitonlar incelenmistir.

Temel Kavramlar
M, (2n + 1)-boyutlu tiirevlenebilir bir manifold olsun. Her
X,Y € y(M) igin,
¢*X ==X +nX)¢ 1) =1, ¢(§)=0,n0¢ =0 3)

sartlarini saglayan (1,1)-tipli bir tensor alan1 ¢, bir vektor alani
¢ ve n 1-formuna sahip ise o zaman M manifolduna bir hemen

hemen degme manifold denir (Blair, 1976).
Eger bir hemen hemen degme manifoldu
9(@X,¢Y) = g(X,Y) —n(X)n(¥) (4)

olacak sekilde bir g ile donatilmig ise bu durumda
(M, ¢, €&,m,g) bir hemen hemen degme metrik manifold olarak
adlandirilir. O halde,

g(@X,Y) = —g(X, ¢Y) (5) ve
nX) =gX,%) (6)

esitlikleri gecerlidir. Bir hemen hemen degme metrik yap1 i¢in
g(&,&) = 1 oldugu asikardir.

Bir hemen hemen degme metrik manifoldun temel 2-

formu
OX,Y) = g(X,¢Y) (7
ve R Riemann egrilik tensorii
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R(X,Y) = [Vy, Wy] - V[X,Y] )]

seklinde tanimlhidirlar. Ayrica, Q Ricci operatorii Ricci tensorii
yardimiyla

SX,Y)=g@QX,)Y) 9
ile tanimlidir (Yano & Kon, 1984).
(2n+ 1) -boyutlu bir hemen hemen degme metrik
manifold (¢, &,n) -yapist ile verilsin. Eger manifoldu M X R
seklinde diisliniirsek, her vektor alani X icin, (X, f %) yardimiyla

M X R iizerinde bir vektor alani belirtebiliriz. Burada ¢, R
iizerindeki koordinat ve f, M X R flizerinde bir tiirevlenebilir
fonksiyondur. Boylece M X R {izerinde /] hemen hemen kompleks

yapisi
J(X.F5) = @X = FE,000 ) (10)

seklinde tanimlanabilir. Eger J integrallenebilir ise hemen
hemen degme metrik (¢, &, n)-yapisinin normal oldugu agiktir. J
kompleks yapisinin integrallenebilmesi igin gerek ve yeter sart

[¢, p1(X,Y) + 2dn(X,Y)§ = 0 Y

denkleminin saglanmasidir (Yano & Kon, 1984). Bir hemen

hemen Kenmotsu manifoldu
dn=0, d® =2(n A D) (12)

sartlarin1  saglayan bir hemen hemen degme metrik
manifolddur. Bir normal hemen hemen Kenmotsu manifoldun bir

Kenmotsu manifold oldugunu hatirlayallim. (M, ¢,¢&,n,g) bir
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hemen hemen degme metrik manifold olsun. a € R ve a # 0
olmak tizere,

dn =0, dd =2a(nAP) (13)

sartlar1 saglaniyorsa, M manifolduna bir hemen hemen « -
Kenmotsu manifold denir (Kim & Pak, 2005). Ozel olarak, o = 1
icin, M bir hemen hemen Kenmotsu manifoldudur (Kenmotsu,
1972). Normal hemen hemen a -Kenmotsu manifoldu da « -
Kenmotsu manifold olarak adlandirilir.

Onerme 1. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen a-
Kenmotsu manifoldu olmak iizere, VX,Y € y(M) icin,

—p(Vpx®)Y + (Vxp)Y = —2an(V)PX + (g(apX + hX,Y)¢ (14)
onermesi gegerlidir (Oztiirk, 2021).

Onerme 2. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen a -
Kenmotsu manifold olmak tizere, V X,Y € y(M) i¢in, M nin bir a-
Kenmotsu manifoldu olmast i¢in asagida verilen Onermenin
saglamas1 gerek ve yeterdir:

(Vxp)Y = alg(@X,Y)§ —n(Y)PX] (15)
(Oztiirk, 2021).

Onerme 3. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen a -
Kenmotsu manifold olsun. Bu durumda, asagidaki esitlikler

gecerlidir:
Vyé = —ap?X + hopX (16)
(Vxn)Y = alg(X,Y) —n(Xn(Y)] + g(hX, $Y) (17)

(Oztiirk, 2021).
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Onerme 4. M , (2n+ 1) -boyutlu bir a -Kenmotsu
manifold olmak tizere, V X,Y € y(M) igin,

Vx§ = aX — an(X)§ (13)
(Vxm)Y = a[g(X,Y) —n(X)n(Y)] (19)
R(X,Y)§ = —(a* +{(@)[n(M)X — n(X)Y] (20)
R(X, Y = (@ +&(a)[g(Y, X)§ —n(Y)X] @21
R(X,$)§ = (a* +§(a)p*X (22)
n(RX,Y)Z) = (¢ + §(@)[-n(X)g(Y,2) + n(V)g(X,2)] (23)
S(X,§) = —2(a® + §(a))nn(X) (24)
Q¢ = —2(a® + & (a))ng (25)

S(PX,9Y) = (a® + §(a))S(X, Y) + 2n(a® + §(a))n(X)n(Y) (26)

esitlikleri gegerlidir. Burada a, da An = 0 sartin1 saglayan
dif.bilir bir fonksiyondur (Oztiirk & ark., 2017).

Onerme 5. M, (2n+ 1) -boyutlu bir a -Kenmotsu
manifold olmak tizere, V X,Y € y(M) igin,

divn = —2na, divé = 2an, K(§,Y) = a? (27)
Burada {ey, -, e,, peq, -+, pen, &}, M lizerinde bir lokal ¢-

taban1 olarak alimmustir. Burada «, & karakteristik vektor alani

boyunca paralel olarak secilmistir. (Oztiirk, 2021).

Tamm 1. M, (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu manifold
olmak tizere, V X,Y € y(M) igin,

SX,Y) = ugX,Y) + pun(X)n(Y) (28)
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kosulu saglaniyorsa, M ye bir n-Einstein manifoldu denir,
burada p1 ve p2, M iizerindeki keyfi fonksiyonlardir. Ozel olarak,
Uz = 0 alindiginda M bir Einstein manifoldu olur (Blair, 1976).

Onerme 6. M, (2n + 1) -boyutlu bir 7 -Einstein « -
Kenmotsu manifold olmak tizere, V X, Y € y(M) igin,

Ui + pp = —2na? (29)
r=wn+1)+u, (30)
r+2na’
M= G (1)
_ [2n(a?+r)+r
Hz = [ (2n+1)-1 ] (32)

esitlikleri saglanir. Burada r, M nin skalar egriligi ve «, ¢
karakteristik vektdr alan1 boyunca paralel olarak almmustir (Oztiirk
& Bektas, 2023).

Ricci Solitonlar

Bu boliimde, a-Kenmotsu manifoldlar {izerinde Ricci soliton
kavramimi arastiracagiz. Oncelikle, Calismamiza Ricci solitonlari

tanitabilmek i¢in, Ricci akisin1 tanimlayarak baslayalim:

Tamm 2. (M, go) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun.
Asagida verilen kismi tiirevli diferensiyel denkleme g metrik

tensoriinii degistiren Ricci akisi denir:

%(9(5)) +25(g(s)) =0, g(0) = go (33)

(Hamilton, 1982).
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Tamm 3. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun.
Eger M iizerinde keyfi vektor alanlart X,Y ve V igin, A gergel bir

skaler olmak tizere,
(Lyg)(X,Y)+2S(X,Y) +22g(X,Y) =0 (34)

denklemi saglaniyorsa, (M, g) ye Ricci soliton denir. Burada
V vektor alan1 Ricci solitonun potansiyel vektor alan1 ve Ly, g de V
yoniindeki g metriginin Lie tiirevidir. Bu durumda, Ricci soliton
(M, g,V,2) ile sembolize edilir. (M, g,V, 1) Ricci solitonuna A nin
A<0,A=0 ve A>0 durumlann igin, sirastyla, daralan,
degismeyen ve genisleyen Ricci soliton ad1 verilir (Hamilton, 1988).

Tammm 4. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun.

Ly g,V yoniindeki g metriginin Lie tiirevi olmak {izere,

(Lyg)(X,Y) = g(VxV.Y) + g(X, V) (35)
dir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 5. (M, ¢,¢,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu
manifold olsun. Eger M {izerinde (g, V, 4) Ricci solitonu mevcutsa,
(M,g,V,1) ya Ricci solitonlu a -Kenmotsu manifold denir
(Hamilton, 1988), (Kenmotsu, 1972).

Onerme 7. (M, g,V, 1), (2n + 1)-boyutlu bir Ricci solitonlu
a -Kenmotsu manifold olsun. Eger V potansiyel vektor alani
& karakteristik vektor alani olarak segilirse yani, M iizerinde
(g, &, A) Ricci solitonu i¢in, Ricci egrilik tensor alani

SX,Y) =—(a+)gX,Y) +anX)n(Y) (36)

denklemini saglar. Burada a, ¢ karakteristik vektor alam
boyunca paralel olarak almmistir (Oztiirk & Bektas, 2023).
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Onerme 8. (M, g,V, 1), (2n + 1)-boyutlu bir Ricci solitonlu
a -Kenmotsu manifold olsun. Eger V potansiyel vektor alani
¢ karakteristik vektor alami olarak secilirse yani, M iizerinde
(g, &, 1) Ricci solitonu i¢in, asagidaki 6nermeler gegerlidir:

S(X,8) = —n(X) (37)
QX = an(X)é — (a + )X (38)
Q5 = =4S, (39)
5,8 =-4 (40)
r=a—0C2n+1(a+ ). 41)

Burada a, ¢ karakteristik vektor alan1 boyunca paralel olarak
alinmustir (Oztiirk & Bektas, 2023).

Sonuglar

Bu bdliimde, ¢ -rekiirent sartt yardimiyla a -Kenmotsu
manifoldlar {izerinde Ricci solitonlarla ilgili bazi sonuclar elde
edilmistir.

Tamm 6. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. V/,

M tizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere,

(VzS)(Y,$) = VzS(Y, &) = S(VzY, &) — S, VzE) (42)
dir (Blair, 1976).

Tamm 7. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun.
V, M tizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere, Riemann
egrilik tensorli R asagidaki sartt sagliyorsa M bir ¢ -rekiirent
manifoldu olarak adlandirilir:

P2((V;R)(X,Y)W) = B(Z)R(X,Y)W. (43)
219



Burada B 1-formdur (De & ark., 2009).

Lemma 1. (M, ¢,&,1, g9), (2n + 1)-boyutlu bir ¢-rekiirent
Kenmotsu manifold olsun. Karakteristik vektor alani & ve bir keyfi
vektor alani p ile iliskili B 1-formu es yoOnliidiirler. Ayrica, B 1-

formu
B(Z) = n(p)n(Z) (44)
ile tanimhdir. Burada Z = ¢ alinirsa,
B($) =n(p) (45)

dir (De & ark., 2009).

Teorem 1. (M, ¢,¢,1n,9), B 1-formu ile verilen (2n+ 1)-
boyutlu bir ¢-rekiirent @-Kenmotsu manifold olsun. O zaman M bir
Einstein manifoldudur. Burada a, ¢ karakteristik vektor alami
boyunca paralel olarak alinmistir.

Ispat. Tamm 7 geregince M nin bir ¢ -rekiirent « -
Kenmotsu manifoldu oldugunu kabul edelim. Ayrica, hipotezden
dolay1 Vza = 0 olsun. Bu durumda (43) esitligi kullanilarak

B(Z)R(X, Y)W =n((VzR)(X,Y)W)S — (VzR)(X,YIW) (46)
elde edilir. (46) esitliginin her iki tarafi U vektor alani ile i¢
carpilirsa,
B(2)g(R(X, Y)W, U) = n((VzR)(X,Y)W)n(U) —
g((VzR)(X,Y)W), U) (47)
yazilir. (47) esitliginin her iki tarafina X = U = E; i¢in
kontraksiyon uygulanirsa,
B(Z)S(Y, W) = —=(V,S)(Y,W) (48)
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bulunur. W = £ i¢in (18) ve (24) esitlikleri yardimiyla

(V28 (Y,8) = —a[S(Y,Z) + 2na?g(Y,Z)] (49)

sonucuna ulagilir. Son olarak, (48) ve (49) esitlikleri beraber
diisiiniiliirse,

S(Y,Z2) = —2na*g(Y,Z) + 2naB(Z)n(Y) (50)

oldugu goriliir. Burada Y ve Z yerine sirasiyla, ¢Y ve ¢pZ
vektor alanlart alinarak, (3), (4) ve (26) esitlikleri birlikte hesaba
katilirsa,

S(Y,z2) =-2ng(Y,2) (51)
yazilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2. (M, ¢,¢,1n,g9), B 1-formu ile verilen (2n + 1)-
boyutlu bir a-Kenmotsu manifold olsun. Eger n > 1 olmak iizere,
M bir ¢-rekiirent a-Kenmotsu manifoldu ise o zaman M iizerinde

(g, &, 4) Ricci soliton asagidaki sartlari saglar:

(i) Eger @ > 0 i¢in, B({) < a veya a < 0 i¢in, B(§) > a
ise genisleyendir,

(it) Eger a > 0 i¢in, B({) > a veyaa < 0 i¢in, B(§) < a

ise daralandir,
(iii) Eger B(¢) = a ise degismeyendir.

Burada a, ¢ karakteristik vektor alan1 boyunca paralel olarak

alimustir.

Ispat. Hipotez geregince M nin bir ¢ -rekiirent a -

Kenmotsu manifoldu oldugunu varsayalim. Yani, Teorem 1
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yardimiyla (50) esitligi gegerlidir. Bundan bagka, Vsa = 0 dir. (50)
esitliginde Y yerine ¢ vektor alanini segersek,
S(¢,2) = —2na*n(Z) + 2naB(Z) (52)

yazilir. Lemma 1 g6z 6niine alinarak, Z = ¢ segilirse,

S($,¢) = —2nafa — B($)] (53)
elde edilir. Buradan (37), (40) ve (53) esitliklerinden dolay1

A==-2na(B()—a) (54)

bulunur. Boylece @ # 0 ve n > 1 oldugundan tiim siklarin
ispat1 (54) esitligi ve Tanim 3 yardimiyla aciktir. Bu da ispati
tamamlar.

Teorem 3. (M, ¢,¢,n,9), B 1-formu ile verilen (2n+ 1) -
boyutlu bir a-Kenmotsu manifold olsun. Egern > 1 ve B(§) # —«a
olmak ftizere, M bir pseudo projektif ¢ -rekiirent a -Kenmotsu
manifoldu ise o zaman M iizerindeki (g, ¢, A1) Ricci solitonu a > 0
ve B(§) > —a ise genisleyendir. Burada «, & karakteristik vektor

alan1 boyunca paralel olarak alinmigtir.

Ispat. Oncelikle ispata baslamadan pseudo projektif
egrilik tensor alaninin tanimini verelim. Bir (2n + 1) -boyutlu
Riemann manifoldu iizerinde P* pseudo projektif egrilik tensor alani

P* (Y,2)W = cR(Y, )W + d[S(Z, W)Y — S(Y,W)Z] (55)
—(r/2n + 1)(c/2n + d)[g(Z, W)Y — g(Y,W)Z]

ile tanimlidir. Burada c ve d sifirdan farkl sabitlerdir (Prasad,
2002). Bundan bagka, bir a-Kenmotsu manifoldu pseudo projektif
¢-rekiirent ise
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¢*((VzP)(X, V)W) = B(Z)P" (X, V)W (56)

olacak sekilde sifirdan farkli bir B 1-formu vardir. Hipotez
uyarinca M nin bir pseudo projektif ¢ -rekiirent a -Kenmotsu
manifoldu oldugunu varsayalim. Bu durumda, (56) esitliginden

B(Z)P*(X,Y)W = n((V,P")(X,Y)W)§ — (VP*)(X,Y)W) (57)
bulunur. (57) esitliginin her iki tarafi U ile i¢ carpilirsa,

B(Z2)g(P*(X,Y)W,U) = n((VzP")(X,Y)W)n(U) —
g((VzP)(X, V)W), U)  (58)

yazilir. (58) esitliginin her iki tarafina X = U = E; ig¢in

kontraksiyon uygulanirsa,

BZ)[SY, W) = (r/2n+1)g(Y,W)] = =(Vz5) (Y, W) (59)
elde edilir. W = ¢ alinarak (59) esitligi

BZ)[S(Y,$) = (r/2n+ Dn(Y)] = (VzS)(Y,$) (60)
sekline dontistir. Ve = 0 igin, (24) esitliginin (60) esitliginde

yerine yazilmasiyla
—B(Z)[2na® + (r/2n+ DY) = (Vz5)(¥,$) (61)
elde edilir. Ayrica, (49) ve (61) esitligi birlikte diisiiniiliirse,

aS(Y,Z) = =2na’g(Y,Z) — B(Z)[2na® + (r/2n +
Din(¥) (62)

denklemine ulasilir. (62) esitliginin diizenlenmesiyle,
S(Y,Z) = —2na*g(Y,Z) — [2na® + (r/(2n + 1)]B(Z)n(Y) (63)

bulunur. (63) esitliginde Y yerine ¢ alinirsa,
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T
a(2n+1)

S(Z,&) = —2na*n(Z) — [2na + ( )B(Z) (64)

dir. (64) esitligi Z = € ve Lemma 1 yardimiyla

$(.§) = —2na® — [2na + (;5-5)1B(&) (65)
elde edilir. Son olarak, (40) esitligi (65) esitliginin
kullanilmasuyla,
— 2 r
A=2na®+ [2na + (a(ZnH))]B(E) (66)

seklinde yazilabilir. (41) esitligi ve (66) esitliginin birlikte ele
alinmasiyla,
1= 2nafa*(2n+ 1)+ 2n — 1+ a)B(é)]
Bl (2n+ D[a + B(é)]

(67)

yazilir. Burada B(¢) # —a oldugu agiktir. Dolayisiyla @ > 0
ve B(§) > —a oldugunda A pozitiftir. O halde, M iizerindeki
(g,&,4) Ricci solitonu a >0 ve B(§) > —a ise genisleyen
durumundadir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4. (M, ¢,¢,1n,9), B 1-formu ile verilen (2n+1)-
boyutlu bir a-Kenmotsu manifold olsun. Egern > 1 ve B(§) # «a
olmak {izere, M sabit skalar egrilikli bir konsirkiiler ¢p-rekiirent a-
Kenmotsu manifoldu ise o zaman M iizerindeki (g,&,4) Ricci
solitonu @ > 0 ve B(¢) > —a oldugunda genisleyendir. Burada «,
¢ karakteristik vektor alan1 boyunca paralel olarak alinmistir.

Ispat. ilk olarak, ispatta kullanacagimiz konsirkiiler egrilik
tensor alanmin tanimimi verelim. Bir (2n + 1) -boyutlu Riemann

manifoldu iizerinde C konsirkiiler egrilik tensor alani
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r
2n(2n+1)

C X)W =R W — (
gX, W)y] (68)

)9, w)x —

ile tanimlidir (Blair, 1976). Bu tanim geregince, bir « -
Kenmotsu manifoldu konsirkiiler ¢-rekiirent oldugunda

*((V:CH)(X, W) = B(Z)C (X, Y)W (69)

olacak sekilde sifirdan farkli bir B 1-formu mevcuttur.
Hipotezimize gore, M nin bir konsirkiiler ¢-rekiirent a-Kenmotsu

manifoldu oldugunu kabul edelim. Bu durumda, (69) esitliginden
B(Z)C (X, V)W =n((V;C)X,I)W)E = (V;C)X, W) (70)
dir. (70) esitliginin her iki tarafi U ile i¢ carpilirsa,

B(Z2)g(C (X,Y)W,U) = n((V,C)(X,I)W)n(U) —
g(7,C)X, YI)W),U)  (71)

bulunur. (71) esitliginin her iki tarafina X = U = E; i¢in
kontraksiyon yapilirsa, 1 < i < 2n + 1 olmak iizere,

~B(2) [S(Y, w) — (an+1) gy, W)] (72)
(dr(z)) Y, W) = (V,5)(Y, W)
on+ 1) 9 = Wzt
elde edilir. (72) esitliginde W = & alinirsa,
~B(2) [5(7,&) = (=) n(")] (73)
dr(Z
() ner) = @),

dir. (24) esitliginde (73) esitligi kullanilirsa
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|2na? + ()| B@n(v) (74)

dr(Z)
2n+1

+ n() = Vz)({¥,$)

elde edilir. (74) esitliginin diizenlenmesiyle sabit bir r degeri

i¢in,
W)Y, §) = [2na? + (35)| B () (75)

bulunur. Buna ilaveten, (49) ve (75) esitlikleri birlikte

hesaplanirsa,

—as(Y,2) - 2na®g (¥, Z) = [2na? + (z=)| B(2n(¥)  (76)
yazilir ve buradan

as(Y,2) = —2na*g(¥V,Z) - [2na® + (s=)| B@n(¥)  (77)

ve

S(Y,2) = —2na?g(Y,2) - |2na + (==——=)| B(Zn(¥) (78)

a(2n+1)
dir. (78) esitliginde Y = & alinirsa,

S(,Z) = —2na’n(Z) — [Zna + (

)| B (9

(2n+1)

dir. (79) esitliginde Lemma 1 uygulanir ve Z = ¢ secilirse,

S(¢,€) = —2na® — |2na + ( (2n+1))] (&) (80)

elde edilir. Son olarak, (80) esitliginde (40) ve (41) esitlikleri
beraber hesaba katilirsa,
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_ 2nafa?(2n+1)+(2n-1+a)B(§)]
A= (2n+1)[a+B(&)] (1)

yazilir. Bu sonug (67) esitligiyle cakismaktadir. Burada B(§) # —«a
dir. Bu nedenle, « >0 ve B(§) > —a oldugunda A > 0 dur.
Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 1. (M, ¢,&,1,g9), B 1-formu ile verilen (2Zn+ 1) -
boyutlu bir ¢ -rekiirent a -Kenmotsu manifold olsun. Burada «a,
da An =0 sartim1 saglayan dif.bilir bir fonksiyon ve Vya =0
olmak {izere, M iizerindeki (g, &, 4) Ricci solitonu i¢in asagidaki
tablo verilebilir:

Egrilik Saglayan A nin degeri
tensor alam1 | tensor kosulu
Rieman | ¢2((V,R)(X,Y)} —2na(B(§) — a)
n —B(Z)RX, Y)W
=0

Pseudo | ¢p2((V,P*)(X, V) 2na[a’(2n+1) + (2n— 1+ ¢
projektif — B(Z)P*(X, )V (2n+ 1)[a + B($)]
=0

Konsir | ¢2((V,C)(X,Y)| 2nafa®*(2n+1) + 2n — 1+ ¢
kiiler — B(Z)C (X, V)V 2n+ Dfa + B($)]
=0
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Tartisma ve Sonug¢

Bu calismada, Ricci solitonlu ¢ -rekiirent a -Kenmotsu
manifoldlarla ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir. Burada yapilan
hesaplamalarda « , daAn =0 sartim1 saglayan dif.bilir bir
fonksiyon ve & karakteristik vektor alani boyunca paralel olarak
alimmigtir. Bulunan yeni sonuglar literatiirde daha dnce bulunan
sonuglart da kapsayan daha genel niteliktedir. Gelecek
calismalarimiz; (k, u, v)-uzaylari, D-homotetik deformasyon ve bazi
paralel tensor alanlar1 yardimiyla hemen hemen a -Kenmotsu
manifoldlar {izerinde Ricci solitonlarla ilgili daha genel sonuglar
bulmaya adanacaktir. Bu ¢calisma c¢esitli uzaylarda diger farkli Ricci
soliton ¢esitleri i¢in genellestirilebilir.
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BOLUM XII

Bazi Tensor Sartlarim1 Saglayan Ricci Solitonlu a-
Kenmotsu Manifoldlar

Hakan OZTURK!

Giris

Hemen hemen degme yapilar, U(n) X 1 yapisal grubunun
indirgenmesiyle tek boyutlu uzaylar iizerinde Gray tarafindan ele
alinmistir (Gray, 1959). Daha sonra elde edilen bu yapiya metrik
tensoriin ilave edilmesiyle hemen hemen degme metrik yapilar
bulunmustur (Sasaki & Hatakeyama 1962). Bu caligmay: takiben,
ayn1 yazarlar tarafindan hemen hemen degme metrik yapilar
iizerinde normallik sarti sunulmustur. J? = —I sartim saglayan bu
kosul J kompleks yapisinin integrallenebilmesi anlamina gelir.
Hemen hemen degme metrik yapilarin bir alt smifit olarak
nitelendirebilecegimiz kosimplektik manifoldlar ilk kez Goldberg ve

1 Prof. Dr, Afyon Kocatepe Universitesi, Afyon Meslek Yiiksekokuly,
hakser23@gmail.com
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Yano tarafindan literatiire eklenmistir (Goldberg & Yano, 1969). Bu
temel caligmanin ardindan kosimplektik manifoldlar tizerinde

degerli ¢calismalar Olszak tarafindan kaleme alinmistir (Olszak, 1981
& 1989).

Simetrik uzaylar Riemann manifoldlar1 i¢in ¢ok degerlidir. Bu
uzay simiflari matematigin bircok disiplini igin belirgin ornekleri
kapsar. Kompakt Lie gruplar, Grassmann ve sinirli simetrik bolgeler
ornek olarak verilebilir. Herhangi bir simetrik uzay kendine has 6zel
bir geometrik 6zellige sahiptir. Oklid, eliptik ve hiperbolik geometri
hemen akla gelen ilk ornekler arasindadir. Bunun yanisira, bu tiir
uzaylar ¢ok fazla ortak 6zellik ve zengin bir teoriyle donatilmistir.
Simetrik uzaylar i¢in oldukea fazla bir bakis agis1 vardir. Bu uzaylar
Riemann manifoldlar1 i¢in noktasal yansimali veya paralel egrilik
tensoriine sahip bir Lie grubu olarak diigiiniilebilir.

Yar1 simetrik uzaylar lokal simetrik uzaylarin dogal bir
genellestirmesi olarak tanimlanir. M {izerinde tiim keyfi X, Y vektor
alanlar i¢in, bir (M, g) Riemann manifoldunun Riemann egrilik
tensorii R(X,Y).R = 0 sartin1 saglhyorsa (M, g) bir yar1 simetrik
uzaydir denir. Burada R(X,Y), R Riemann egrilik tensorii lizerinde
bir tiirev gibi davranir. Belli bir uzay bir ¢ € M noktasinda (M, g)
nin R, egrilik tensort bir simetrik uzayin egrilik tensorti ile ayni
oldugundan (verilen q noktasina goére degisebilir) "yar1 simetrik"
uzay olarak adlandirilir. Lokal simetrik uzaylar diferensiyel
geometri, topoloji, sayilar teorisi, kompleks analiz, cebirsel geometri
gibi bir cok farkli alandan ortaya ¢ikmistir.
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Bir (M, g) Riemann manifoldunun egrilik tensorii R, VR = 0
sartin1 sagliyorsa (M, g) bir lokal simetrik Riemann manifoldudur

denir. Burada V, Riemann metriginin Levi-Civita konneksiyonudur.

Yar1 simetrik uzaylar ile ilgili énemli bir simiflama Szabo
tarafindan yapilmistir (Szab6 1982). Aslinda tarihsel literatiire
baktigimizda Nomizu sart1 olarak bilinen R - R = 0 ilk kez Nomizu
tarafindan dile getirilmistir (Nomizu, 1968). Eger M® R™* Oklid
uzayinin bir tam baglantili yar1 simetrik hiperyiizeyi (n > 3) yani,
R-R =0 ise M" lokal simetriktir. Yani, VR =0 dir. Ayrica,
Ogawa bir kompakt Kaehler manifoldunun yar1 simetrik oldugunda
lokal simetrik sartini sagladigini gostermistir (Ogawa, 1977).
Bundan bagka, degme yapilar diisiiniildiigiinde, Tanno tam yar1
simetrik veya Ricci yar1 simetrik K -degme manifoldlarin mevcut

olmadigini ispatlamistir (Tanno, 1969).

Kenmotsu tarafindan hemen hemen degme metrik Riemann
manifoldlarin bir alt sinifi olarak yeni bir tanim ortaya koyuldu
(Kenmotsu, 1972). Giliniimiizde, bu manifoldlar Kenmotsu
manifoldlar olarak adlandirilmaktadir. Bir (2n + 1)-boyutlu hemen
hemen degme metrik manifold (M, ¢, &, 1, g) olmak tlizere, V X,Y €
x(M) igin, (Vxd)Y = g(¢pX,Y)é —n(Y)pX esitligi gegerli ise,
(p,¢,m, g) -dortlii yapist normaldir. Buna karsin, ¢ karakteristik
vektor alan1 Killing vektor alan1 olmadigindan Sasakian yapiya sahip
degildir. Ayrica, Kenmotsu manifoldlar kompakt degildir (divé =
2n). Kenmotsu manifoldlar pek ¢ok yazar tarafindan caligilmistir
(De & Pathak, 2004), (Ozgiir, 2007), (Jun & ark., 2005), (Dileo &
Pastore, 2007).
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Bundan bagka, hemen hemen Kenmotsu yapilar
genellestirilerek hemen hemen « -Kenmotsu manifoldlar
tanimlanmistir (Janssens & Vanhecke, 1981). Daha sonra, hemen
hemen «a -Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik yapilar
birlestirilerek, hemen hemen degme metrik manifoldlarin bir alt
sinift olan hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar tanimlanmigtir
(Kim & Pak, 2005).

Diferensiyel geometri ve genel gorelilikte 6nemli bir arag
olarak kullanilan Ricci akisi, bir manifold tizerindeki metrik tensor
alanmin zamanla evrimini tanimlayan bir siiregtir. Ilk kez Hamilton
tarafindan tamitilmistir (Hamilton, 1982). Hamilton Poincaré
hipotezini ispatlamak i¢in en biiyiikk adimi ortaya koymustu. Bu
calismasindan sonra Hamilton yiizeyler lizerinde Ricci akisi
aragtirmigtir (Hamilton, 1988). Fakat Ricci akisi sirasinda metrik,
"tekillikler" olusturabiliyordu. Ornek olarak, bir bdlgenin egriligi
sonsuza yakinsayabilir. Bu tiir durumlar1 anlamak ve yonetmek,
Ricci akisinin matematiksel teorisinin énemli bir parcasidir. Bu
tekillikleri ¢6zmek igin "cerrahi" adi verilen 6zel yontemler
gelistirilmistir. Iste bu durum akisin durmasina sebep oluyordu. Bu
problemi ¢6zmek ic¢in 6zellikle Perelman 3-boyutlu manifoldlarda
bir siniflandirmaya gitti. Yani, Perelman, yeni bir yontemle akis
tekilliklerden kurtardi (Perelman, 2002). Sonug¢ olarak, Poincaré

hipotezi ¢6ziime kavusmus oldu.

Ricci akisi, bir manifoldun egrilik yapisini "diizlestirmek" i¢in
kullanilir. Zamana bagli olarak metrik tensor, egrilik dagilimim
diizenler ve bazi durumlarda manifoldun topolojik yapis1 hakkinda
bilgi verir. Bu siireg, 1s1 denklemiyle analoji kurularak diisiiniilebilir.

Tipki 1s1 denkleminin sicaklik farklarini zamanla dengelemesi gibi,
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Ricci akist  da  manifoldun  egrilik  farklarimi  zamanla
sabitlestirmektedir. Ricci solitonlar siire¢ boyunca Ricci akisindan
ortaya cikmistir. Ricci solitonlar, Ricci akisinda tekilliklerin
olusumunu gosterir ve 6z benzer ¢oziimler olarak karsimiza ¢ikar.
Literatiire baktigimizda Ricci solitonlarina 6rnek bulmak igin
Einstein benzeri yapiya sahip Riemann manifoldlarinin
arastirildigini goriiriiz. Ricci solitonlar 6zellikle fizikte onemli bir
yere sahiptir. Genellikle quasi Einstein seklinde ifade edilirler.
Boylece Ricci solitonlar konusu Onemli bir arastirma alanina
doniismiis oldu (Tripathi, 2008), (Yadav & Oztiirk, 2019), (Oztiirk
& Yadav, 2023), (Oztiirk & Bektas, 2023).

Bu ¢alismada, bazi simetrik tensor 6zellikleri ve egrilik tensor
alanlar1 yardimiyla a -Kenmotsu manifoldlar1 iizerinde Ricci
solitonlar incelenmistir. Ozellikle, yar1 simetrik, Ricci yar1 simetrik,
D -konformal ve 7 -paralel tensor alanlari Ricci solitonlu « -
Kenmotsu manifoldlar iizerinde arastirilmis ve bazi sonuglar elde
edilmistir. Son olarak, elde edilen sonuglar1 gecerli kilan 3-boyutlu

bir Ricci solitonlu a-Kenmotsu manifold 6rnegi insa edilmistir.

Ricci Solitonlu a-Kenmotsu Yapilar

Bir (2n+ 1) -boyutlu tiirevlenebilir manifold M olsun. Her
X,Y € x(M) icin; ¢, (1,1)-tipli bir tensér alani, & bir vektor alant ve i
1-form olmak Uzere,

¢*X = —X + n(X)§, ©)
né)=1 ¢ =0,neo¢p=0 @)
g(@X, oY) = gX,Y) —n(X)n(¥) ©)
9(¢X,Y) = —g(X, ¢Y) )
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nX) =g9X,$) )

denklemlerini saglayan g metrigi ile donatlmis (M, ¢,&,1n, g) ye bir
hemen hemen degme metrik manifold denir (Blair, 1976). Burada

g(&,&) =1 dir. Bir hemen hemen degme metrik manifoldun temel 2-

formu

DX, Y) = g(X,¢Y) ©)
ile tanimlidir. R Riemann egrilik tenséri

R(X,Y) = [V, Vy] — V[x,y] ™)

seklinde tanimlidir. Ayrica, Q Ricci operatorii Ricci tensért yardimiyla

S(X,Y) =g(QX,Y) ®)
ile verilir (Yano & Kon, 1984). Bir hemen hemen degme metrik
(M, ¢,¢,1n, g) manifoldunun 1 < i < nicin her zaman bir 6zel lokal
ortonormal {E;, ¢ E;, &} tabant vardir. Bu tabana bir lokal ¢p-tabanit adt
verilit (O’neil, 1983). Bir (2n + 1) -boyutlu hemen hemen degme
metrik manifold M (¢, &, 1)-yapist ile verilsin. Eger manifoldu M X R
seklinde dustntrsek, her vektor alant X icin, (X, f %) yardimiyla
M X R tzerinde bir vektor alant belirtebiliriz. Burada t, R tzerindeki
koordinat ve f, M X R uzerinde bir turevlenebilir fonksiyondur.

Béylece M X R tizerinde / hemen hemen kompleks yapist

J(X.f5) = (X = FEn@) ) ©)

seklinde tanimlanabilir. Eger | integrallenebilir ise hemen hemen
degme metrik (¢, &, 1) -yapisinin normal oldugu aciktir. J kompleks
yapisinin integrallenebilmest igin gerek ve yeter sart

[¢, p1(X,Y) + 2dn(X,Y)§ = 0 (10)
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denkleminin saglanmasidir (Yano & Kon, 1984). Bir hemen hemen
Kenmotsu manifoldu

dn =0, do =2(n A D) (11)

sartlarint saglayan bir hemen hemen degme metrik manifolddur. Bir
normal hemen hemen Kenmotsu manifoldun bir Kenmotsu manifold
oldugunu hatitlayalim. (M, ¢, ¢, 1, g) bir hemen hemen degme metrik

manifold olsun. @ € R ve a # 0 olmak lzere,
dn =0, dd =2a(nAP) (12)

sartlar1 saglantyorsa, M manifolduna bir hemen hemen a-Kenmotsu
manifold denir (Kim & Pak, 2005). Ozel olarak, @ = 1 icin, M bir
hemen hemen Kenmotsu manifoldudur (Kenmotsu, 1972). Normal
hemen hemen a -Kenmotsu manifoldu da a -Kenmotsu manifold
olarak adlandirilir.

Onerme 1. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen a-Kenmotsu
manifold olmak tzere, VX,Y € y(M) icin, M nin bir a-Kenmotsu
manifoldu olmasi i¢in asagida verilen 6nermenin saglamast gerek ve

yeterdir:
(Vx )Y = alg(9X,Y)E —n(Y)¢X] (13)
(Oztiirk, 2021).

Onerme 2. M, (2n + 1) -boyutlu bir a -Kenmotsu manifold
olmak tizere, V X,Y € y(M) icin,

Vx¢ = aX —an(X)¢ (14)
(VxmY = alg(X,Y) = n(X)n()] (15)
R(X,Y)¢ = —(a® + {(@)[n(M)X — n(X)Y] (16)
R(X, Y = (a® +&(a)[g(¥, X)) —n(V)X] 17)
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R(X,§)¢ = (a® + {(a)¢p°X (18)
NRX,Y)Z) = (@ +§(a)[-nX)g(¥,2) + n(NgX, 2)] (19)
S(X,8) = —2(a* + & (a))nn(X) (20)
Q¢ = —2(a® +&(a))né 21)
S(pX, 9Y) = (a® + §(a))S(X, Y) + 2n(a® + {(@)n(X)n(Y)(22)

esitlikleri gecerlidir. Burada @, da A1 = 0 sartint saglayan dif.bilir bir
fonksiyondur (Oztiirk & ark., 2017).

Tanim 1. M, (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu manifold olmak
uzere, V X,Y € y(M) icin,
SX,Y) = mgX,Y) + pn(X)n(Y) (23)

kosulu saglantyorsa, M ye bir n-Einstein manifoldu denir, burada p4 ve
Uz, M iizerindeki keyfi fonksiyonlardir. Ozel olarak, =0 alindiginda
M bir Einstein manifoldu olur (Blair, 19706).

Onerme 3. M, (2n + 1) -boyutlu bir 1 -Einstein @ -Kenmotsu
manifold olmak uzere, V X, Y € y(M) igin,

pa + Uy = —2na® (24)
r=wn+1)+pu; (25)
r+2na®
1= Gran—1 (26)
2n(a?+r)+r
Ha = [ (2n+1)-1 ] 27)

esitlikleri saglanir. Burada r, M nin skalar egriligi ve @, & karakteristik
vektor alant boyunca paralel olarak alinmistir (Oztiirk & Bektas,
2023).
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Tanim 2. (M, go) bir n -boyutlu Riemann manifoldu olsun.
Asagida verilen kismi tirevli diferensiyel denkleme g metrik tensérint
degistiren Ricci akist denir:

7(9()) +25(9()) = 0, 9(0) = go (28)
(Hamilton, 1982).

Tamm 3. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. Eger
M tzerinde keyfi vektor alanlart X,Y ve V icin, A gercel bir skaler

olmak uzere,
(Lyg)(X,Y)+25(X,Y)+21g(X,Y) =0 (29)

denklemi saglantyorsa, (M, g) ye Ricci soliton denir. Burada V vektor
alani Ricci solitonun potansiyel vektor alani ve Ly g de V yoniindeki g
metriginin Lie tirevidir. Bu durumda, Ricci soliton (M, g,V,4) ile
sembolize edilir. (M, g,V, A1) Ricci solitonuna A degerinin A < 0,4 =
0 ve A > 0 durumlari icin, sirastyla, daralan, degismeyen ve genisleyen
Ricci soliton adt verilir (Hamilton, 1988).

Tamim 4. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. Ly g,
V yoniindeki g metriginin Lie tiirevi olmak tzere,
(Lyg)(X,Y) = g(VxV,Y) + g(X, yV) (30)
dir (Yano & Kon, 1984).

Tanum 5. (M, ¢,¢,1,9), (2n+ 1) -boyutlu bir a -Kenmotsu
manifold olsun. Eger M tizerinde (g,V,A) Ricci solitonu mevcutsa,

(M, g,V, A) ya Ricci solitonlu a-Kenmotsu manifold denir (Hamilton,
1988), (Kenmotsu, 1972).

Onerme 4. (M, g,V, 1), (2n + 1)-boyutlu bir Ricci solitonlu a-

Kenmotsu manifold olsun. Eger V potansiyel vektor alant
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¢ karakteristik vektor alant olarak secilirse yani, M tzerinde (g, &, 1)
Ricci solitonu i¢in, Ricci egrilik tensor alant

SX,Y) =—(a+)gX,Y) +anX)n(¥) (31)

denklemini saglar. Burada a, ¢ karakteristik vektor alant boyunca
paralel olarak alinmustir (Oztiirk & Bektas, 2023).

Onerme 5. (M, g,V, 1), (2n + 1)-boyutlu bir Ricci solitonlu a-
Kenmotsu manifold olsun. Eger V potansiyel vektor alani
¢ karakteristik vektor alant olarak secilirse yani, M tzerinde (g, ¢, 1)
Ricci solitonu i¢in, asagidaki 6nermeler gecerlidir:

S(X,$) = —An(X) (32)
QX =an(X)é — (a + V)X (33)
Q5 = =4S, (34
5(¢,8) = -4 (35)
r=a—02n+1)(a+ ). (30)

Burada a, ¢ karakteristik vektor alant boyunca paralel olarak alinmistir
(Oztiirk & Bektas, 2023).

Ana Bulgular

Bu bélumde, yari Ricci simetrik, yart simetrik, D-konformal ve n-
paralel tensor alanlart yardimiyla Ricei solitonlu a -Kenmotsu
manifoldlar iizerinde bazi sonuglar elde edilmistir.

Teorem 1. (M, $,¢,1m,9), (2n+ 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu
manifold olsun. Eger n =1 i¢in, M Ricci yart simetrik sartint
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sagliyorsa, M tzerinde (g,&,4) Ricci solitonu daima genisleyendir.

Burada a, ¢ karakteristik vektor alant boyunca paralel olarak alinmigtir.

Ispat. Oncelikle, &ézel bir tensérel carpim olan, R.S = 0 ile
gosterilen Ricci yart simetrik kosulu keyfi vektor alanlart igin,

R(X,O)S(Y, W) =S(RX, )Y, W)+ S(Y,R(X,E )W) (37)

ile tanimhdir (Oztiirk & ark., 2010). O halde, M {izerinde Ricci yari
simetrik sartinin sagladigini kabul edelim. Ayrica, hipotezden dolay:
Vea = 0 olsun. Bu durumda, (37) esitligi W = § secildiginde,

—a*[-g(X,Y)S(£,§) +n()SX,§) —n(X)SY, ) +SX, V)] =
0 (38)

yazilir. Gerekli dizenlemeler yapilirsa (38) esitligi
—2na*g(X,Y)—S(X,Y) =0 (39)

sekline donustr. Yani, bir Ricci yart simetrik a-Kenmotsu manifoldu
Einstein yapidadir (Oztiirk & ark., 2010). Bu son esitlikle birlikte (20),
(32) ve (35) esitlikleti yardimiyla X = Y = & olmak Uzere,

A = 2na® (40)

elde edilir. Bu nedenle, @ # 0 olmak tizere, Vea = 0 oldugundan

degeri & boyunca sabittir. Bagka bir ifadeyle, @* > 0 oldugundan A
degeri daima pozitiftir. Béylece ispat tamamlanir.

Teorem 2. (M, ¢,¢,m,9), (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu
manifold olsun. Eger n = 1 igin, M yar1 simetrik sartini sagliyorsa,
M tzerinde (g, &, A1) Ricci solitonu daima genisleyendir. Burada a, &
karakteristik vektor alant boyunca paralel olarak alinmistir.

Ispat. Oncelikle, R. R = 0 denklemiyle verilen yart simetrik
kosulu keyfi vektor alanlart igin,
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0=R(X,ER(Y, W — R(R(X, &)Y, )W (41)
—R(Y,R(X,&)Z)W — R(Y, Z)R(X, &)W

ile tanimhidir (Yano & Kon, 1984). O halde, M tizerinde yari simetrik
sartinin sagladigint kabul edelim. Bu durumda, (41) esitliginin her iki
taraf1 i¢in gerekli kontraksiyon yapilirsa, keyfi vektor alanlart igin,

S(X,Y) = —2na?g(X,Y) (42)

yazilir. Burada Vea = 0 dir. (42) esitliginin yardimuyla bir yart simetrik
a-Kenmotsu manifoldunun Einstein yapida oldugu gorilir. Burada
(20), (32) ve (35) ve (42) esitlikleri X =Y = & icin bitlikte hesaba
katilirsa, A = 2na® sonucuna ulasilir. Gergekten, Ricci yart simetri yart
simetriyi kapsadigindan ispat Teorem 1 den dolay1 da agiktir.

Teorem 3. (M, ¢,¢,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu
manifold olsun. Eger M nin D -konformal egrilik tensér alani
irrotasyonel ise, bu takdirde sabit skalar egrilikli M tGzerinde (g, &, 4)
Ricci solitonu daima genigleyen durumundadir. Burada a, ¢
karakteristik vektor alant boyunca paralel olarak alinmustir.

Ispat. Bir (2n + 1)-boyutlu Riemann manifoldu tizerinde (n > 2

icin) D-konformal egrilik tensor alant k = ;HZ olmak tizere, asagidaki

gibi tanimlanir:

B(X,Y)Z —R(X,Y)Z — an_ SIS, 2)Y = S(v, )X
+9X,2)QY —g(¥,Z)QX

=S(X, Z)n(Y)$ + S, Z)n(X)§ —n(X)n(Z)QY +n(¥)n(Z2)QX]
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+-Z[g(X, 2)Y — g(¥, Z)X] 43)

[9(X, 2n(¥)§ — g(¥, Z)n(X)§ + n(XIn(2)Y
—n(n(2)X] =0
(Yano & Kon, 1984). Ayrica, Oztiirk & ark. (2010) da verilen Lemma

1 ve Lemma 2 yardimiyla, M nin D -konformal egrilik tenséri B

2n—2

irrotasyonel ise, D-konformal egrilik tenséri

B(X,Y)Z = w[g(X,2)Y — g(Y,Z)X] (44)

a’—
2n

olmak tizere, (43) ve (44) esitlikleri birlikte dustnulirse,

scklinde ifade edilir. Burada @ = —2 (—_;) dir. O halde, Vear = 0

R(X,Y)Z — w[g(X,2)Y — g(Y,Z2)X] +
—S(Y,2)X + g(X, Z)QY

—9(Y,2)QX = S(X, Z)n(Y)$ + S(¥, Z)n(X)§ —n(X)n(Z)QY

s, 2y

+n(Y)n(2)QX]
— 2 [g(X, 2)Y — g(¥, Z)X] (45)
+o 59X 2n¥)§ = gV, Z2)n(2)¢ + n(Xn(2)Y

—n(Y)n2)X] =0

yazilir. Bu son esitligin her iki tarafi U vektor alanina gore ig carpilarak,

1 <i<2n+ 1 olmak tizere, X = U = Ej icin kontraksiyon yapilirsa,

r+4n
2n-1

+(r+4n>(2n+1> (r+4n)(—2n+1>+22
2n—1)\ 2n n—1)\" —2n “
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elde edilir. (36) ve (40) esitlikleri kullanilir ve gerekli sadelestirmeler
yapilirsa,

a—2n+1D(a+1)=—-4n*a*—2n+1)*+1 47)

bulunur. (47) esitliginde A ¢ekilirse,

__ 2n
T 2n+1

[2na® —a + 2(n+ 1)] (48)

formunda yazilir. Yukaridaki esitlik yardimiyla a degeri & boyunca
sabit olacagindan A her zaman n > 2 icin pozitif kalacaktir. Béylece

ispat sonlanir.

Teorem 4. (M,$,&,1n,9),(2n+ 1) -boyutlu bir a -Kenmotsu
manifold olsun. Eger M de n-paralel Ricci tensér alant mevcutsa, o
zaman M uzerinde (g,&,4) Ricci solitonu daima genisleyendir.

Burada a, & karakteristik vektor alant boyunca paralel olarak alinmustir.

Ispat. M nin n-paralel Ricci tensér alanina sahip @-Kenmotsu
manifold oldugunu kabul edelim. O halde, M tzerinde keyfi vektor

alanlart icin Ricci tensori S asagidaki denklemi saglar:

(VzS) (@Y, 9X) =0 (49)
(Jun & ark., 2005). Bundan baska,
(VzS) (@Y, X) = V2S(¢Y, pX) (50)

—S(Vz¢Y, pX) — S(@Y, V29X)
esitligi gecerlidir. (13), (14) ve (22) esitlikleri Vea = 0 igin, (50)

esitliginde yerine yazilirsa
(V28)(@Y, ¢X) = VzS(Y, X) + 2na*[n(X)V,n(¥) + n(¥)Vzn(X)]
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+an(Y)[S(Z, X) + 2na®n(Z)n(X)] (51)
+an(X)[S(Y,Z) + 2na®*n(Z)n(Y)] — S(V,Y, X)
bulunur. Bundan sonraki hesaplamalar Oztiirk & ark., (2010) da
Onerme 1 g6z 6niine alinarak X = & igin,
(Vz9)(¥,§) = —2na’[g(Z,Y) +n(¥)n(Z)] (52)
—a[S(Y,Z2) +n(Y)S(Z, )]
yazilir. Ayrica,

(V29 (¥, 8) = Vz5(Y,$) = S(VzY, &) — S(¥, Vz$) (53)
esitligi mevcuttur. (52) esitligi ile birlikte (22), (32) ve (53) esitlikleri
beraber hesaba katilirsa,

—4na® + 2al = at — 2na® (54)
elde edilir. (54) esitliginin diizenlenmesiyle, a degeri ¢ boyunca sabit
oldugundan A = 2na? esitligi yardimiyla istenen ispata ulasilir,

Ornek 1. 3-boyutlu bir M manifoldunu M = {(x,y,z) € R%}
seklinde alalim. Burada (x,y,2), R3 uzayindaki  standart

koordinatlardir. M tzerinde keyfi vektor alanlarini

El — ‘uze—Zazi_i_’ule—Zaz_
dx dy
E2 — _Mle—Zazi_I_uze—Zaz_
0x dy

.= 0

7 0z

seklinde segelim. Bundan sonraki hesaplamalarda kisalik icin, m4 ve

m; fonksiyonlarint

247



20z 2az

mq(z) = pae™ %, mo(z) = pse”

olarak alalim. Burada 4, fp sabitler ve a degeti & vektor boyunca
paralel oldugundan sabit olarak alabiliriz. Yani, P2+ 2 #0vea #
0 olacaktir. M nin her bir noktasinda {E1, Eo, E3} kiimesinin lineer
bagimsiz oldugu asikardir. Ayrica, M tzerinde g Riemann metrik

tensor garpimi
g=m?*+m>) ' dx @ dx +dy ® dy) +dz ® dz.

ile tanimlansin. M tzerinde keyfi vektor alani X olmak tzere, n 1-

formu
9(X, E3) =n(X)
ve (1,1)-tipli tensor alant ¢,

$(E1) = Ez ¢(Ez2) = —E1, p(E3) =0

seklinde tanimli olsun. Bundan baska,
[E1,E3] = aE4, [E2 E3] = aE3, [E1,E2] =0
ve
Vg, E1= —aE3 Vg, E1 = —E3, Vg E1 =0
Vg E; = —E3 Vg E; = —aE3 Vg E; =0
Vg Es = aE1,Vg,Es = aE3, Vg, E3 =0

elde edilir. O halde, yapiy1 kontrol etmek icin M nin temel 2-formu @
nin sifirdan farklt bilesenlerini incelemek yeterli olacaktir:

®(0/0x,0/0y) = —(m1> + my») ™' = —(us® + up*) ez,
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n = dz oldugundan yukaridaki esitlik M tzerinde d® = 2a(n A @)
denklemini gerekdirir. Boylece kurdugumuz (M, ¢,¢,n,g) hemen
hemen @ -Kenmotsu yapisidir. Burada ¢ tensor alaninin Nijenhuis
tensori 6zdes olarak sifirdir. Baska bir ifadeyle, M bir a-Kenmotsu
manifoldudur.

Bundan baska, Riemann egrilik tensérinin sifirdan  farkl
bilesenleri Riemann egrilik tensorii tanimindan

R(El,Ez)El = a(asz - El),R(El,Eg)EZ = (ZE3,R(E1,E2)E2
= a(Ez—aEl)

R(E1,E3)E1 = a®E3, R(E1,E3)Es = —a”Eq, R(E4, E3)E; = aEs
R(E2 E3)Es = —a’E3, R(E2 E3)E; = a’E3, R(E3, E;)E; = —aEs
biciminde yazilabilir. Ricci tensorii tanimt geregince, 1 < i, j < 3 icin,

Sij = S(E,, Ej)

oldugundan sadece i = j durumunda S;; = —2a? dir. Aksi halde, i #

J durumunda ise S;; = 0 dir. Yani,
S(E1,E1) = g(R(E1, E3)Es, E1) + g(R(E1, E2)E2 E1) = —2a°
ve
S(E3 E3) = S(Ez, E,) = —2a°
dir. Ayrica, M nin skalar egriligi de
r = S(E1, E1) + S(E2, E2) + (E3, E3) = —6a?

olur. Simdi, M uzerinde (g, &, 4) Ricci solitonunu g6z ontine alalim.
X=Y=Evel <j<3icin,

(Leg)(Ev, E1) = 9(Vg, &, Eq) + g(VE,$ Eq)
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(Leg)(EvEv) = 2a[g(Ey, E1) = n(E)n(Eq)] = 2
(Leg)(E2, E2) = 2a[g(E2 E2) — n(E2)n(E2)] = 2a
(Leg)(E3 Es) = 2a[g(Es E3) —n(Es)n(Es)] =0
dir. Bu nedenle, (33) esitligi yardimiyla j = 1 icin,
(Leg)(Ex, E1) + 2S(E, Ex) + 2Ag(E1, E1) = 0

denklemine ulagilir. Buradan yukaridaki denklem dizenlenirse, 4 =

a(2a — 1) elde edilir. Benzer olarak, j = 2 icin,
(Lfg)(Ez,Ez) + ZS(Ez,Ez) + Zlg(Ez,Ez) =0

esitligi kullamilarak yukarida bulunan A degerine ulasilir. Son olarak, j =
3 icin,

(Lfg)(Eg,Eg) + 25(E3,E3) + ZAg(Eg,Eg) = 0

denklemi sayesinde A = 2a® bulunur. Burada @ degeri € vektor
boyunca paralel oldugundan sabit alinabilir. Yani, @* # 0 ve @* > 0
oldugundan a degerinin pozitif veya negatif durumlarinda A daima

pozitif olacaktir. Béylece (M, g, ¢, A) Ricci solitonu genisleyendir.
Tartigma ve Sonug

Bu calismada, baz1 tensor sartlarin1 saglayan Ricci
solitonlu a -Kenmotsu manifoldlarla ilgili bazi sonuglar elde
edilmistir. Burada yapilan hesaplamalarda a, da An = 0 sartim
saglayan dif.bilir bir fonksiyon ve & karakteristik vektor alam
boyunca paralel olarak alinmistir. Gelecek ¢alismalarimizda
amacimiz; farkli Ricci solitonlar {izerinde yar1 simetrik uzaylar,

lokal simetri, (k, 4, v)-uzaylar1 ve D-homotetik deformasyon sartlari
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altinda hemen hemen « -kosimplektik manifoldlar lizerinde daha
genel sonugclar elde etmek olacaktir.
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