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ONSOZ

Bu kitap, matematigin iki temel dali olan analiz ve
geometri alaninda yapilan cesitli calismalar1 bir araya getirmeyi
amaglamaktadir. Bu kitapta yer alan c¢alismalar, farkli bakis
acilartyla bu iki alanin kuramsal temellerine, yontemlerine ve
uygulamalarina 151k tutmaktadir. Kitap, analiz ve geometriye ilgi
duyan lisansiistli 6grenciler, arastirmacilar ve bu alanlarda ¢alisma
yapan akademisyenler i¢in faydali bir kaynak olmayi
hedeflemektedir. Ayrica temel matematik bilgisine sahip olan
okuyucular i¢in de derinlesme firsati sunmaktadir.

Bu calismanin ortaya c¢ikmasinda katki sunan tim
yazarlarimiza, editdr kuruluna ve yayina hazirlik siirecinde emegi
gecen herkese tesekkiir ederiz.

Bilimin 15181nda ilerleyen herkes icin faydali ve ilham verici
bir kaynak olmasi dilegiyle...

Dog. Dr. Giilnur SAFFAK ATALAY
ONDOKUZ MAYIS UNIVERSITESI



ICINDEKILER

HERMITE-HADAMARD TYPE INEQUALITY FOR
FUNCTION OF HYPERBOLIC VARIABLE .......cccccooiiiien 1
ERDEM TOKSOY

INVARIANT SUBMANIFOLDS OF ALMOST BRONZE
RIEMANNIAN MANIFOLDS ..ot 17
MUSTAFA GOK

RICCI SOLITONA SAHIP A-KOSIMPLEKTIK
MANIFOLDLAR UZERINDE BAZI SONUCLAR .................... 27
HAKAN OZTURK, ORCUN CELIK

SUPER COZULEBILIR AMBIVALENT GRUPLAR VE GAP
UYGULAMALARI ......oooviieieeeeeeeeeeeeeeeeee e 40
DIDEM OZTURK, OZLEM YILMAZ, GULAY [LONA TELSIZ KAYAOGLU

(P,Q)-MEYER-KONIG-ZELLER-KANTOROVICH-STANCU

OPERATORLERININ ISTATIKSEL YAKINSAKLIGI

UZERINE ..ot 63
ESMA KANGAL, ULKU DINLEMEZ KANTAR

Demi-limited Operatorler Sinifl .........oocoveeviiiiniiniiiieee 79
GUL SINEM KELES, BIROL ALTIN

SMARANDACHE ADJOINT EGRILi YUZEY AILELERI
UZERINE oo r e s 85
GULNUR SAFFAK ATALAY

GEOGEBRA ILE MATEMATIK EGITIMI: 2007-2024
DONEMI KAPSAMLI LITERATUR ANALIZI ..............ccc....... 126
CEYDA CEVAHIR YILDIZ

(A,M)-BERNSTEIN-DURRMEYER-STANCU OPERATOR
DIiZISININ YAKINSAKLIGI UZERINE ....covvveeeeeeeeeeen, 161
ULKU DINLEMEZ KANTAR, GULTEN TORUN

DEMI B-AM-KOMPAKT OPERATORLER .......ccccoovevvernnen. 170
GUL SINEM KELES, BIROL ALTIN



BOLUM 1

HERMITE-HADAMARD TYPE INEQUALITY FOR
FUNCTION OF HYPERBOLIC VARIABLE

ERDEM TOKSOY'

Introduction

Hyperbolic numbers are a simpler subalgebra that preserves
numerous significant geometric and algebraic properties, in contrast
to bicomplex numbers, which offer a more complex algebraic
structure with two commuting imaginary units. Our comprehension
of hypercomplex systems and their applications in a variety of
disciplines of mathematics and physics is enhanced by the
examination of hyperbolic numbers in the context of bicomplex
numbers. This connection between hyperbolic numbers and
bicomplex numbers is advantageous in both theoretical and applied
mathematics, particularly in domains that involve higher-
dimensional number systems. These advancements are primarily
concerned with the extension of function theory, algebraic structures,
and applications of bicomplex and hyperbolic numbers to fields such
as computational sciences, engineering, and physics. In addition, the
adaptability of hyperbolic numbers has made it possible to
investigate the characteristics of hyperbolic and bicomplex

1 Ph.D., Department of Mathematics, Faculty of Sciences Ondokuz Mayis University,
Samsun, Turkey
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functional analysis. A comprehensive explanation of hyperbolic
numbers and the functions they serve can be found in the works of
literature (Alpay & et al., 2016; Datta & et al., 2020; Saini & et al.,
2020; Shapiro & et al., 2012).

The study of hyperbolic numbers as a subset of bicomplex
numbers has made significant progress in both theoretical
mathematics and applied domains in recent years. In this context, it
is pertinent to initially provide a succinct introduction to bicomplex
numbers, followed by a discussion of the features of hyperbolic
numbers, which constitute a subset of bicomplex numbers and will
serve as the foundation of this study. The following knowledge
regarding hyperbolic numbers and bicomplex numbers is derived
from (Alpay & et al., 2014; Luna-Elizarrards, 2022; Luna-
Elizarraras & et al., 2015; Balankin & et al., 2016; Ghosh & et al.,
2021).

The set of bicomplex numbers, denoted as BC, is described
as

BC = {z + jw|z,w € C(>i)}.
The set BC can be interpreted as
BC = {a + bi + ¢j + dkla,b,c,d € R}

according to the previously mentioned conditions. Addition and
multiplication operations are defined in the following ways:

(zy + jwy) + (23 + jwy) = (21 + 25) + j(wy + w,)
and

(z1 + jw1) (25 + jwy) = (212, — wawy) + j(Zyw, + WyZ,).



By performing these operations, the set BC becomes a commutative
ring and, as a result, a module on itself. The hyperbolic number set
D, a significant subset of BC, is defined as

D ={x+kylx,y € R}

by substituting z and w for x and iy in the definition of BC, where

. . . 1+ij
x,y € R. The significant elements in BC are e; = % and e, =

1;—”, which satisfy the conditions outlined below:

ee, = 0, €1 + e, = 1, €161 = €1, 66, = ;.

Both e; and e, could be taken as hyperbolic numbers. These
elements comprise the idempotent basis of bicomplex numbers. An
expression that represents a bicomplex number z + jw in a particular
form is

Z+jw =e 1z + eyz,,

where z; = z — iw, z, = z + iw € C(i). The term used to refer to
this mathematical expression is idempotent representation of
bicomplex numbers. As a result, each hyperbolic number is
corresponding to the following idempotent representation:

x + ky =eaq +eya,,

where a; =x+y, a, =x —y € R. The set D is a commutative
ring with the operations of addition and multiplication defined as

a+b= (0 +ky)+ (xa+kyy) =1 +x) +k(y, +y2)
and
ab = (x; + ky)(x2 + ky,) = (x1x, + y1¥2) + k(x1y2 + x231),

where a = x; + ky; b = x, + ky, for x;, y;x,,y, € R. The ring of
hyperbolic numbers has zero-divisors. Let us take the hyperbolic
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numbers e; = Tandez = then e;e, = 0. Therefore these

hyperbolic numbers are zero-divisors of D. Also, these zero-divisors
are also idempotent elements such that e;e; = e;, e;e; = eyand
e; +e, =1, e; —e, = k. The only zero-divisors on DD are the real
multiples of e; and of e,. Therefore, a € D is a zero-divisor if and
only if a = xe; or a = ye, for x,y € R\{0}. Also, we can describe
the zero-divisors as following: a = e;a; + e,a, €D is a zero-
divisor if and only if a; = 0 or a, = 0. The set of zero-divisors will
be represented by S, and in conjunction with zero, it will be
designated as &.

The set of non-negative hyperbolic numbers is given by
D+ = {elal + ezazlal, a, = 0}

Consider a,b € D. For hyperbolic numbers, the partial order relation
< is denoted as

a I bifand only ifb — a € DY,
Moreover, we have
a < bifand onlyifa < bbuta # b.

Ifa=a,e; +aye;, b =bieq + bye,, thena < bifandonlyifa; <
b; and a, < b,. Let us give some of the features of the partial order
relation < (see, Section 2.6.2 of (Luna-Elizarraras & et al., 2015)).

If a and b are comparable with respect to <, then exactly one
of the following relations is true:

a<bora>bora=n.

Consider a,b,¢,d € D. The inequalities a < ¢ and ¢ < b imply that
a < b. Similarly, the inequalities a < ¢ and ¢ < b imply that a < b.
Also, a < b implies that a + ¢ < b+ ¢, a < b implies that a + ¢ <

b+ ¢ 0 <aimpliesthat—a < 0,¢c < danda < bimply thatc + a <
-l



D+ b,c<bdanda <bimplythat c+a < d+b. If a and b are non-
negative hyperbolic numbers, then their product is also a non-
negative hyperbolic number. If a and b are strictly positive
hyperbolic numbers, then their product is also a strictly positive
hyperbolic number. If a and b are strictly negative hyperbolic
numbers, then their product is a strictly positive number. The product
of a and b is a strictly negative number if one of them is strictly
positive and the other is strictly negative. f a < band ¢ > 0, then a -
c<b-cIfa<bandc¢<0,thena-¢c>b-c

Let us now provide a brief overview of D-boundedness as
presented in Section 2.6.3 of (Luna-Elizarrards & et al., 2015). Let
X c D. If X has a D-upper bound (or a D-lower bound) [, then this
means that for any x € X there holds that x is comparable with [ and
x 2l (orl = x). A setis said to be D-bounded if it is D-bounded
from above and from below. If X is a set D-bounded, we define its
D-supremum supX to be the least D-upper bound for X, and its D-

D

infimum iBfX to be the greatest D-lower bound for X. The least D-

upper bound here means that supX < [ for any D-upper bound [
D

even if not all of the D-upper bounds are comparable. The least D-
lower bound here means that [ < iBfX for any D-lower bound [ even

if not all of the D-lower bounds are comparable. If the set X contains

a finite number of elements, we can describe supX = m]Dz;lxX and
D

infX = minX.
D D

Given a = a,e; + aye; and b = bye; + bye, in D such that

a < b, the closed hyperbolic interval [a, b]p is defined by [a, b]p =

{c € D|a < ¢ 2 b}. By the features of the partial order relation <,

¢ =cieq +ce; € [a,b]pifandonlyifa; < c¢; < azandb, < ¢, <

b,. Also, (3, w)p is an open hyperbolic interval, where (a,b)p =

{c € D]a < ¢ < b}. The hyperbolic interval is considered degenerate
--5--



if the number b —a is a non-negative zero-divisor hyperbolic
number. As an illustration, consider a = a;e; + a,e, and b =
a,e; + bye,. Then, b—a equals (b, —a,)e,, and these two
variables constitute a degenerate hyperbolic interval. We can
likewise assert that the hyperbolic interval is non-degenerate if b —
a constitutes an invertible positive hyperbolic number.

The hyperbolic modulus |.|;:D — D* of a hyperbolic
number a = a,e; + a,e, is given by

lalx = laie; + aze;l, = |asler + |azle;.
Leta, b € D. The hyperbolic modulus fulfills the following features:
1. |alx = 0 and |a|p = O if and only if a = 0.
ii. |ablx = |a]k[b].
ii. [a + bl = |a|g + |b]k.

The aforementioned definitions clearly enable us to define a
hyperbolic-valued metric d on D as denoted by (see, Example 2 of
(Ghosh & et al., 2021)):

d]]))(a, b) = |b - alk.

Let us take a function g: D — ID. Then this function is ID-
continuous at a point a € D if and only if for every € > 0 there is a
& > 0 such that dp(f(a), f(X)) < € where dp(a,x) < §. Consider
a,b € D where a < b and b — a is not a zero-divisor, then the length
of the hyperbolic interval [a, b]p is denoted by

¢p([a,b]p) =b—a.

The Riemann integral of a D-valued function defined on the interval
[3, w]p is defined and characterized in detail in (Luna-Elizarraras,
2022). However, the most critical property that will be employed in

this investigation is as follows:
--6--



If g: D — D is D-continuous on [a, b]p, then the function g
integrable on the non-degenerate closed hyperbolic interval [a, b]p.

Within the framework of the theory of bicomplex functions,
the role that the hyperbolic numbers play is quite comparable to the
role that the real numbers play within the framework of the theory of
complex functions. According to this point of view, it is essential to
conduct research on the extension of a great deal of properties that
are present in real numbers to hyperbolic numbers. Hermite-
Hadamard’s inequality is one of the fundamental inequalities in real
numbers. In the case of the real numbers, the Hermite-Hadamard
inequality can be stated as follows: Let f: [u,v] = R be a convex
function, then the following Hermite-Hadamard inequality

() s oo 2310

holds (Pecaric & et al., 1992).

The primary issue addressed in this study is the
generalization of this inequality for hyperbolic numbers. This study
will present the concept of the D-Hermite-Hadamard inequality by
developing the ideas of hyperbolic convex sets (ID-convex sets) and
hyperbolic convex functions (ID-convex functions) while examining
this novel generalized inequality.

Main Results

Definition 2.1. Let A be a non-empty subset of D. Then the set
A is a D-convex set if

pr+(1—-pueA
forall v,u € Aand B € D¥, where 0 S f S 1.

Remark 2.2. The fact that the hyperbolic number set D is a ring
is commonly known (see, (Luna-Elizarrards & et al., 2015)).
Therefore, the set D is close under addition and multiplication. This

implies that the hyperbolic number set D is a D-convex set.
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Proposition 2.3. Let [u, v]p be any hyperbolic interval with u =
ejuq + eyu, and v = e vy + e,v,. Then the hyperbolic interval
[u, v]p is @ D-convex set.

Proof. Let [u,v]p be any hyperbolic interval with u = e;uq +
e,u, and v = e;v; + e,v,. Let us take a,b € [u,v]p such that a =
eja, +eya, and b =e;by +e,b,. By the definition of the
hyperbolic interval [u, v]p, we have

Uy <a; <v,uy <b <1y
and
U, < a, <vyuy, < b, < vy

This means that a;,b; € [uy, v4] and a,,b, € [u,, v,]. Consider B €
D*, where 0 S B < 1for B = e, f; + e, ;. Hence, we get 0 < B; <
1 for i = 1,2. Therefore, we can write

fa+(1—-pBb=0b+p(a—D)
= (e1b1 + €3b;)

+(e1f1
+ ezﬁz)(el(al —by) + ey(a; — bz))

= e (fra, + (1 — B1)by)
+e,(Bra; + (1 — B2)by).

(1)

Given that the intervals [u,, v;] and [u,, v,] are convex sets in R, it
follows that

Bras + (1 — B1)by € [uy, v4]
and
f2a; + (1 — B2)b; € [uy, v,].

By using (1), we obtain fa + (1 — )b € [u, v]p. This indicates the
intended result..



Definition 2.4. Let A be a D-convex subset of D and g be a
function from A into D. Then the function g is said to be D-convex
function if

g(Ba+(1-p)b) 3 Bg(a)+(1—-pB)g(b)
forall a,b € D and S € [0,1]p.

Theorem 2.5. Let g be a D-convex function from (u, ) into
. Then the function g is D-continuous on (1, ).

Proof. Since the function g from (u,v)p into D is D-convex,
then we write

g(Ba+(1-p)b) 3 Bg(a) +(1—-pB)g(b) )

forall a,b € (u,0)p and B € [0,1]p. Let us take a ¢ € (1, v)p. Then,
we wil show that the function g is D-continuous at the point ¢. There
exit hyperbolic numbers 1,1, € (1,0)p such that y; < ¢ <1,,
where

D2 — 91, ¢ — Yy, 92 — ¢ € DT\G,.
By utilizing the characteristics of the partial order relation <, we get
0<c—1p; <p—1
and
C— 1Dy
D2 = D1

0< < 1.

Also, we can write

C—D; C—1D1
c= D +<1— )1).
Dy —Dq 2 Dy — D !

By employing the D-convexity of the function g, as specified in (2),
we can establish



C—Dq

C_
g = 5 kE!

g(2) + (1 3

)g(nl)- A3)

2 1 271

Following that, by performing readily obvious algebraic operations,
we get

9@ —9g®) _ 902) —g01)
=D - Dy — 1

4

and

9(2) —90) _ 9(2) —g(9)
Dy — 1 - Dy —¢ .

)

Let us take any 3 € (94,9,)p. Assume without loss of generality
¢ > 3. As (u,0)p is an open hyperbolic interval, there exist yy, 13 €
(u,v)p such that y, < y; <y, < ys, where

C—3D3— 33— D2 C— Do Y1 — Yo E DT\S

and

lg(vs3) — g(oz)lk, l9(1) — 9ok € DT\S,,

D3 — D D1 — Yo

when the hyperbolic numbers

lg(3) — g2k
D3 — D2

and
lg(m1) — 9(mo)lk
D1 — Yo

are comparable with respect to the partial order relation =.
Afterward, we have

u<pyn,<p; <3<c<p,<pn3<0. (6)

By using (4), (5) and (6), we obtain

--10--



9 —-9B®) _ 90s) —9BG) _ 9(3) — 9(2)

< < (7)
c—3 D3 —3 D3 — D2
and
91) —90o) _ 9() —g{®o) _ 9() —gB) ®
D1~ Yo - = Do - c—3
_ 19(3)-gW2)lk 19(M1)—gWo)lk .
Letus take M = m]Dz;lx{ T } By using (7) and
(8), we get
‘g(C) —9®)| <
<=3 |,

Let € > 0 be given. According to the given € number, let the
hyperbolic numbers 1, and 1y, be chosen again so that the hyperbolic
numbers % and 022;1)1 can be compared with respect to the partial

order relation <. Assume that § = m]D%n {%, %} For any

3€(c—6,c+6)p € (11,92)p,

we determine

€
19(©) — 9@k S Mlc =3l < My =e

Therefore, g is D-continuous at the point ¢. Since ¢ is an arbitrary
hyperbolic number in (u,v)p, then the function g is D-continuous
on (u,9)p.

Remark 2.6. Let us calculate the integrals f[o 1 [ dp and
f[o 11 (1 — B) dp using the method given in Example 4.7 in (Luna-
Elizarraras, 2022). Clearly, the functions g(8) = fand g(B) =1 —
p are hyperbolic valued D-continuous functions. We can write 0 =
e;0+e,0and 1 =e;1+ e;1. Then @(t) = est + eyt and @'(t) =
e11+e,1, for t € [0,1]. Therefore, we obtain

-11--



1 1

1 1 1
f ﬁdﬁ:elftd“rezjtdt=561+§ez=§ )
[0.1]p 0 0

1 1
1-pBdB=e; | A—-t)dt+e, | (1—-1t)dt
| J /

1 1 1
:§€1+§€2 :E.

(10)

Theorem 2.7. (D-Hermite-Hadamard inequality) Let [u, v]p
be a non-degenerate closed hyperbolic interval. Let g be a D-convex
function from [u, v]p into D. Then the following inequalities hold

ICL PRy

[wo]p

Proof. By Theorem 2.5, we can indicate that the ID-convex
function g from [u,v]p into D is D-continuous on (u,v)p.
Therefore, according to Theorem 4.5 in (Luna-Elizarraras, 2022), the
function g is D-Riemann integrable on every closed subset of the
open hyperbolic interval (u, v)p. The uncertainty of the continuity at
the endpoints of the interval can be neglected considering that a finite
number of discontinuity points makes no difference to integrability.
Let a,b € [u,v]p. Since the function g from [u,v]p into D is D-
convex, then we have

g(Ba+(1—-p)b) 3 Bg(a) +(1—p)g(b) (11

for p € [0,1]p. Replaced g = % into this inequality yields

(12)

p <a er b) < g(a) er g(b)

--12--



for all a,b € [u, v]p. In the inequality (12), if we take

a=pfo+(1—-p)u
and
b=pu+(1-p)v.
Then, we get
u+oy gBo+(1-Bw+gBu+(1-p)v)
g( 2 ) s 2 '

Therefore, we obtain

| o(=)ae

[01]p

<3 [ ao+a-proas

1 [0.1]p
+5 [ au+a-poas

[0.1]p

Hence, we determine
u+o < 1
g( 2 )ND—u ,[ g()dx. (13)
[wo]lp

Assuming that a = uand b = v in the inequality (11) and integrating
over the interval [0,1]p, we get

| g+ a-pwas

[0,1]@)

< g(w) f Bdp + g(v) f (1-B)dp.

[01]p [0.1]p

By using (9) and (10), we obtain

--13--



1 (W) + g(v)
m f g(x)dxé—gu 290. (14)

[uo]p

Combining (12), (13) and (14), we have

() <5k [ s 20720

[wo]p

Conclusions

There are a number of important inequality in the literature, and
one of them is the Hermite-Hadamard inequality. This inequality has
applications in a variety of domains, including engineering,
economics, and mathematics, among others, engineering. This study,
which discusses the existence of a generalization of this inequality
for hyperbolic numbers, will illuminate the research on the
generalizability of all results and applications obtained for convex
functions defined in real numbers with the assistance of this
inequality for D-convex functions defined in hyperbolic numbers.

--14--
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BOLUM 2

Invariant Submanifolds of Almost Bronze
Riemannian Manifolds

Mustafa GOK?
Introduction

B. Sahin (Sahin, 2018) defined and studied poly-Norden
structures on (semi-)Riemannian manifolds. In the Riemannian
setting, S.Y. Perktas (Perktas, 2020) gave the fundamental properties
of submanifolds endowed with ):-almost poly-Norden Riemannian
structures and investigated invariant and anti-invariant submanifolds
of almost poly-Norden Riemannian manifolds. M. Ozkan and S.
Dogan (Ozkan & Dogan, 2022) introduced almost bronze structures
on Riemannian manifolds by as a particular case of poly-Norden
structures and analyzed the parallelism and integrability conditions
of such a structure. M. Gok and E. Kilig (Gok & Kilig, 2024)
examined non-invariant submanifolds of almost bronze Riemannian
manifolds. Moreover, C. Karaman and Z. Topuz (Karaman & Topuz,
2020) explored the holomorphicity of almost poly-Norden semi-
Riemannian manifolds.

1Associate Professor, National Defence University, Turkish Military Academy,

06420 Ankara, Turkey, Orcid: 0000-0001-6346-0758, mustafa.gok@email.com
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This paper deals with invariant submanifolds of almost
bronze Riemannian manifolds. We find an equivalent condition for
a submanifold in almost bronze Riemannian manifolds to be
invariant. In the case that the ambient manifold is a bronze
Riemannian manifold, we get two results for a submanifold to be
both invariant and totally geodesic. We also give a sufficient
condition that a totally umbilical invariant submanifold of a bronze
Riemannian manifold to be totally geodesic.

Preliminaries

A polynomial structure @ of degree 2 on a differentiable
manifold # is named a poly-Norden structure if it verifies the
equation

0’ =mo -1, (1)
where m is an arbitrary real number and [ is the identity

transformation on M. It follows that the characteristic values of @

are B,, and m — B,,, where B,, is the Bronze mean, i.e., B, =

WT’"Z_‘}. Also, the inverse of &, denoted by & ", is given by

1

O  =—0+ml. 2)

For this reason, it is understood that &' is not a poly-Norden
structure. Additionally, if there is a semi-Riemannian metric g such
that

g6uv)=3(ov) 3
or equivalently
g(6U,6v)=mg(6UV)-gU,V) (4)
forall U,V € I'(T M), then the pair (g, @) is termed an almost poly-
Norden semi-Riemannian structure and the triple (1\7[ 9, @) 1s said

to be an almost poly-Norden semi-Riemannian manifold.
Particularly, if ¥ ® = 0, then (1\71 3, @) is named a poly-Norden
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semi-Riemannian manifold (Sahin, 2018). In the Riemannian
setting, if m? < 4, then (1\71 9, @) is referred to as an almost bronze
Riemannian manifold (Ozkan & Dogan, 2022).

We consider an n-dimensional submanifold M of
codimension k, isometrically immersed in an almost poly-Norden

Riemannian manifold (#, g, ®). In this situation, the tangent space
T, M of M at a point x € M is given by

T.M=TM®@®TM", (5)
where T,,M and T, M+ are the tangent and normal spaces of M at x,
respectively. The induced Riemannian metric g on M is defined by

9g=1i40 (6)
where i, denotes the differential of the immersion i: M — M. We

also denote by TM and TM+* the tangent and normal bundles of M,
respectively.

Let {N,, ..., N;.} be a local orthonormal frame of TM+. Then
we have the following decompositions:

k
61Uy =i.(0W)+ ) v WIN; ™
A=1
and
k
ON; = .G+ ) Oy, ®)
u=1

respectively, where U is an arbitrary tangent vector field on M, @ is
a tensor field of type (1,1) on M, ;s are tangent vector fields on
M, vy’s are 1-forms on M and [6;,,] is a matrix of type k x k of real
functions on M. Therefore, we get a structure Y =
(Q,Q,U;uf;u [elﬂ]kxk) on M induced by &. Such a structure is
named a Y -almost poly-Norden Riemannian structure on M.
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Denoting by ¥ the Levi-Civita connection on /1, the Gauss
and Weingarten formulas of M in M are given, respectively, by

k
ViyiV=1r,V+ Z h, (U,V)N, (9)
=1
and
k
VivNy=—i,4,U + Z o1, (UIN,, (10)
u=1

forall U,V € I'(TM), where V stands for the induced connection on
M, h,’s are the second fundamental tensors associated to N;’s, i.e.,
h(U,V)=3%%_,hy (UV)N,, A’s are the Weingarten
endomorphisms in the direction of N;’s and gy, ’s are the 1-forms on
M associated to the normal connection Vi, ie., ViN, =
YK _1 02, (UIN,.

Moreover, if h =0, or equivalently hy =0 for all 1 €
{1, ..., k}, then M is said to be a totally geodesic submanifold; if H =
0, then M is called a minimal submanifold; if h(U,V) = g(U,V)H
for all U,V er(TM), then M is termed a totally umbilical
submanifold, where H denotes the mean curvature vector of M
(Yano & Kon, 1984).

Finally, we give a brief review of invariant submanifolds of
almost poly-Norden Riemannian manifolds. For more information,
we refer the reader to (Perktas, 2020).

Any isometrically immersed submanifold M of an almost
poly-Norden Riemannian manifold (#, g, ®) is called invariant if

6 (T,M) € T.M (11)
for each point x € M. Thus, it is seen that & (T,M*) € T,M* for
each point x € M.
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Let ¥ = (Q,g, v Cu [Qlﬂ]kxk) be the Y-almost poly-
Norden Riemannian structure on an n-dimensional invariant
submanifold (M, g) of an (n + k)-dimensional almost poly-Norden
Riemannian manifold (#,5,8). Then we have {; =0, or
equivalenty v, = 0, forall A € {1, ..., k}. For the reason, (7) and (8)
are given by

0 (i,U) = i.(6()) (12)
and
k
ON) = 3N, (13
A=1
respectively. Also, we have the following expressions:
02U = moU — U, (14)
Qlu urr (15)
Z O2s Oy = M3y = Sy (16)
g(OU V) =gU,6vV) (17)
and
g(eu,6V) =mg(eU,V) — g(U,V) (18)

for all U,V € I'(TM), where §,, denotes the Kronecker delta.
Moreover, if 7@ = 0, i.e., (M, g,®) is a poly-Norden Riemannian
manifold, then the expressions below are satisfied:

Ve =0, (19)
k
mU,0V)— > h, (U,V)6;, =0, (20)
u=1
u=1

and
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k k
U(B/Ul) + z 8/11/ O_vy(U) + z QHV UVA(U) =0 (22)

forall U,V € I'(TM).
Main Results

From now on, unless otherwise stated, we assume that the
ambient manifold is an almost poly-Norden Riemannian manifold
with m? < 4, i.e., an almost bronze Riemannian manifold. Besides,
a bronze Riemannian manifold means that the covariant derivative
of the poly-Norden structure of the ambient manifold vanishes
identically.

Theorem 1. Let M be an n-dimensional submanifold of
codimension k, isometrically immersed in an almost bronze
Riemannian manifold (#,g,0). Then M is an invariant
submanifold if and only if the set consisting of characteristic vectors
of the almost bronze structure O is a local orthonormal frame for the
normal bundle TM*.

Proof. We consider a suitable map of a local orthonormal frame
{Ny, ..., Nk} of TMl to another one {Nl’,.. Ny} such that N; =

K ay N, G =Xk_1a) ¢, and 0y, = Xk_, Yk_; a) 6,,ay, where
[a}{] is an orthogonal matrix of type k X k. For more details, see
(Adati, 1981). Thus, 6;, can be transformed into 6;, = By,

where B;’s denote the characteristic values of [Hﬂu]kxk forall A, u €
{1, .., k}.

We assume that M is an invariant submanifold. In this case,
¢;=0forall 2 € {1, ..., k}. From (13), we obtain
@ (N;) = ByN;,A =1,...,k, (23)

which implies that N;’s are characteristic vectors of 6. Conversely,
if ® (N;) = B;N; forall 1 € {1, ..., k}, then it follows from (8) that
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G=04=1,..k (24)
which ends the proof.

Theorem 2. Let M be an n-dimensional submanifold of
codimension k, isometrically immersed in a bronze Riemannian
manifold (#,g,6). Then M is a totally geodesic invariant
submanifold if two statements hold below:

a) The tangent vector fields ;’s of M are characteristic vectors of
the almost bronze structure @ with regard to the characteristic
value B,,, i.e., @ i, = B,i,,

b) The normal vector fields N;’s of M are characteristic vectors of
the almost bronze structure @ with regard to the characteristic
value m — B,,, i.e., ® N; = (m — B,,)N;.

Proof. It follows from (a) and (b) that M is an invariant submanifold.

By considering (7) and (8), (a) and (b) also imply that

@ = B,I (25)
and
03y = (M — B8, A u € {1, ...k}, (26)

respectively. Hence, by a direct computation, it results from (20) that
hy=0 for all A€{1,..,k}, i.e, M is a totally geodesic
submanifold.

Theorem 3. Let M be an n-dimensional submanifold of
codimension k, isometrically immersed in a bronze Riemannian
manifold (#,§,®). Then M is a totally geodesic invariant
submanifold if two statements below are true:

a) The tangent vector fields ¢;’s of M are characteristic vectors of
the almost bronze structure @ with regard to the characteristic
valuem — B,,, i.e.,, O i, = (m — B,,))i.,
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b) The normal vector fields N, s of M are characteristic vectors of
the almost bronze structure @ with regard to the characteristic
value B,,, i.e., @ N, = B,,N;.

Proof. The proof can be demonstrated by an argument similar to that

of Theorem 2.

Theorem 4. Let M be an n-dimensional totally umbilical invariant
submanifold of codimension k in a bronze Riemannian manifold

(81,g,6). Then M is a totally geodesic submanifold if
{trace(0)}* # n{—n + trace(®)m}. (27)

Proof. We consider an orthonormal basis {e, ...,e,} of T,M at a

point x € M. Since M is a totally umbilical submanifold, h;’s can be

written in the forms h; = p,g, where p;’s are constants for all A €
{1, ..., k}. Thus, it follows from (20) that

prg(U.OV) = ) 0,1 p,9(U, 1) (28)
u=1
forall U,V e r(TM). Taking U, =V, =e; foralli € {1, ...,n}at x
in (28), then we get

pad(e;, 0e;) = gle;e;) Z 0.2 Py- (29)
u=1
Summing over i in (29), we have

trace(0)p, = nz 0ur Py (30)
u=1
Multiplying (30) by 6,,, and then summing over A, we obtain

trace(0) Z Buapz = n Z Z 6 Onpr (D)

v=1A=

By means of (16), (31) can be expressed by
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k K
trace(0) z 0.2 02 = —np, + nmz 0.y Pv)
A=1 v=1

which implies that

k
1
Pu=—7 (trace(®) — nm) Z 02 Pa-
=1

Replacing (16) into (30), we derive

K
{trace(0)(trace(@) — nm) + n?} Z 01, Py = 0.

u=1
By (27), we get from (34) that

k
:E:é%ulp# = 0.
u=1

Hence, from (33), we have
py=0,u=1,..,k,

which means that M is a totally geodesic submanifold.
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RICCI SOLITONA SAHIP a-KQSIMPLEKTIK MANIFOLDLAR
UZERINDE BAZI SONUCLAR

oY)
O
=
C
<

Hakan OZTURK!, Orcun CELIK?

Girig

Simetrik uzaylar, geometrinin zarif ve olduk¢a derin yapitaslarindan biridir. Riemann
manifoldlarinin bu 6zel alt sinifi, matematigin farkli alanlarinda karsimiza ¢ikan sayisiz 6rnegi ihtiva
eder. Kompakt Lie gruplarinin dengeli dokusu, Grassmann manifoldlarinin genis perspektifi ve
sinirlt simetrik bolgelerin uyumlu yapist gibi... Her simetrik uzay, tipkt bir sanat eseri gibi kendine has
geometrik bir kimlik tasir. Kimi Oklid’in katiksiz diizenini yansitir, kimi eliptik geometrinin kivrimli
zarafetini, kimi de hiperbolik dinyanin genisleyen biiyiistint gosterir. Dahasi, bu uzaylar sadece giizel
ornekler degil, ayn1 zamanda gugli teorik yapilar sunar. Bir yandan paralel egrilik tensoriyle
donanmus Lie gruplart olarak karsimiza cikarken, diger yandan her noktasinda yansima simetrisi
barindiran geometrik mekanlar olarak da diistntlebilitler. Simetrinin bu denli merkezde oldugu bir
dinyada, her bakis agis1 yeni bir kesif kapist aralayabilir.

Matematiksel geometrinin ilgi ¢ekici bir konusu olan yari simetrik uzaylar, temelde lokal simetrik
uzay kavraminin daha esnek bir versiyonu olarak distnilebilir. Bir Riemann manifoldu (M, g) nin
yari-simetrik olarak nitelendirilebilmesi i¢in, manifold tzerinde tanimli herhangi X ve Y vektor
alanlarina karsilik, R(X,Y) - R = 0 esitliginin saglanmast gerekir. Bu denklemde R egrilik tensord,
bir cebirsel operator gibi davranarak uzaymn geometrik yapisini kodlar. Bu tiir uzaylara yari-simetrik
denilmesinin nedeni, herhangi bir q noktasinda manifoldun egrilik tensériniin, klasik simetrik
uzaylardaki egrilik tensoriyle oOrtusebilmesidir. Ancak bu uyum, noktadan noktaya degisiklik
gosterebilen bir 6zelliktir. Lokal simetrik uzaylar ise daha kati bir simetri kogulu getirir, yani; VR =
0 ile tanimlidir. Burada V Levi-Civita konneksiyonunu temsil eder ve bu kosul, egrilik tensériiniin
manifold boyunca sabit kaldigini ifade eder. Bu tiir uzaylar, matematiksel fizigin yani sira sayilar
teorisi ve cebirsel geometri gibi ¢esitli alanlarda dogal olarak ortaya cikarlar. Yari-simetrik uzaylar,
egriligin cebirsel davranisina bir kisitlama getirirken; lokal simetrik uzaylar, egriligin uzayda nasil
degistigine (diferensiyel yapisina) bir kisitlama getirir. Yari-simetri cebirsel ve lokal simetri ise
diferensiyel geometrik bir gerekliliktir.

Matematik literatirinde yari-simetrik uzaylarin sistematik siniflandirmast, Szabé'nun 1982
yilindaki ¢alismastyla yeni bir boyut kazandi (Szabd, 1982). Ancak bu alandaki ilk kivilcim,
Nomizu'nun 1968 yilinda tanimladigi ve giiniimiizde onun adiyla anilan R -+ R = 0 kosulunda saklidir
(Nomizu, 1968).

Enteresan bir gelisme olarak, n > 3 boyutlu R™* Oklid uzayinda yer alan tam baglantilt yari
simetrik hiperyiizeylerde, R+ R = 0 kosulunun beklenmedik bir sekilde VR = 0 lokal simetri
kosulunu gerektirdigi ortaya ¢iktt. Bu durum, cebirsel bir 6zelligin diferensiyel geometrik bir sonuca
yol agmasinin garpict bir 6rnegini teskil etmektedir. Kaehler geometrisi baglaminda Ogawa, kompakt
yapilar s6z konusu oldugunda yari-simetrik olmanin dogrudan lokal simetrik olmay:t beraberinde
getirdigini kanitladi (Ogawa, 1977). Daha sasirtict olan ise Tanno'nun 1969 yilindaki ¢alismastydi. K-
degme manifoldlar tizerinde tam yari-simetrik veya Ricci yari-simetrik yapilarin bulunamayacagin
kesin bir sekilde gosterdi. Bu sonug, s6z konusu manifoldlarin simetri 6zellikleri agisindan sergiledigi
Ozgin davranisin matematiksel bir ifadesini yansitmaktaydi (Tanno, 1969).

1 Prof. Dr., Afyon Kocatepe Universitesi, Afyon Meslek Yiiksekokulu, hakser23@gmail.com
2Y. Lisans (")gr., Afyon Kocatepe Univ., Fen Bil. Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, orcuncelik27 @icloud.com
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Kenmotsu manifoldlari, degme geometrisinin 6énemli bir alt sinifini olusturan, hemen hemen
degme metrik manifoldlarin 6zel bir turadur (Kenmotsu, 1972). Temel olarak, bir Kenmotsu
manifoldu (M, ¢,¢,n, g) degme yapisiyla ifade edilir. Burada 71, 1-form &, bir karakteristik vektor
alani, ¢ bir (1,1)-tipinde tensér alant ve g ise uyumlu bir Riemann metrik tensoriidir. Bu
yaptlar,7 A dn = 0 kosulunu saglamaz (yani, degme yapt tam degildir) ve bu nedenle klasik
Sasakian manifoldlarindan ayrisir. Bu manifoldlarin  temel karakterizasyonu, Levi-Civita
konneksiyonu V' cinsinden ifade edilen V4 = X — n(X)& denkleminde saklidir. Bu 6zdeslik,
manifoldun geometrik dokusuna dair 6nemli ipuglart verir. Aslinda, her Kenmotsu manifoldu lokal
olarak, tabant bir N Kaehler manifoldu olan ve tistel katlt fonksiyonu €' ile deforme edilmis bir katlt
carpim R X N olarak gorilebilir. Bu 6zel yap1, Kenmotsu manifoldlarint hem teorik a¢idan zengin
hem de uygulamalara elverisli kiar. Katli ¢arpim yapisi, manifoldun hem yerel hem de global
geometrik 6zelliklerini analiz etmede guglii bir aragtir. Burada yapinin Sasakian olmama 6zelligi ayri
bir matematiksel anlam kazandirir (De & Pathak, 2004), (Jun & ark., 2005), (Dileo & Pastore, 2007).
Daha sonra, Janssens ve Vanhecke klasik Kenmotsu yapilarini a parametresiyle genellestirerek
hemen hemen a-Kenmotsu manifoldlar kavramini geometri literatiiriine kazandirmistir (Janssens &
Vanhecke, 1981). Daha sonraki yillarda, Kim ve Pak bu gelismeyi bir adim Gteye tagtyarak, hemen
hemen a-Kenmotsu yapilari ile hemen hemen kosimplektik yapilart sentezleyen yeni bir sinif
tanimlamislardir (Kim & Pak, 2005). Hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar olarak adlandirilan
bu yapilar, hemen hemen degme metrik manifoldlar ailesinin 6nemli bir alt sinifini olusturmaktadir.
Bu sentez, geometrik yapilarin siniflandirilmasina yeni bir boyut kazandirmustr.

Matematiksel fizik ve diferensiyel geometrinin kesisiminde yer alan Ricci akisi, Riemann
manifoldlarindaki metrik yapinin zamana bagl evrimini modelleyen guiglii bir ara¢ olarak karsimiza
ctkmistir. Richard Hamilton'tn 1982 yilindaki 6ncii ¢alismasiyla matematik diinyasina kazandirilan bu
yontem, topolojinin en zorlu problemlerinden biri olan Poincaré hipotezine giden yolu a¢mistir
(Hamilton, 1982). Hamilton'un 1988 yilinda yiizeyler tizerindeki Ricci akisini detaylica incelemest,
strecin temel 6zelliklerini ortaya ¢ikarmustir (Hamilton, 1988). Ancak bu calismalar, akis sirasinda
ortaya ¢ikan ve egriligin sonsuza iraksadigi metrik tekilliklerin varhigini da gostermistir. Bu kritik
engel, "cerrahi operasyonlar" adi verilen ve manifoldun tekillik bolgelerinin kontrolli bir sekilde
ctkarilmasini saglayan yenilikci tekniklerin gelistirilmesini gerektirmistir. Grigori Perelman'in 2002
yilindaki ¢1gir agict ¢alismast, 3-boyutlu manifoldlarda Ricci akisinin tekilliklerini sistematik olarak
siniflandirarak bu sorunu agmayi basarmustir (Perelman, 2002). Perelman'in gelistirdigi entropi tabanlt
yaklagim, akisin tekilliklerden arindirlmasini  saglamis ve nihayetinde Poincaré hipotezinin
ispatlanmasiyla sonuglanmistir. Bu basar;, modern geometri analizinde Ricci akisinin merkezi
O6nemini pekistirmis ve matematik tarihinde yeni bir déniim noktasi olusturmustur.

Ricci akisi, bir manifoldun egrilik 6zelliklerini evrimlestirerek daha diizenli bir geometrik yapiya
ulasmay1 amagclayan dinamik bir stirectir. Temel prensibi, metrik tensoriin zamana baglt degisiminin,
manifoldun egrilik dagilimini optimize etmesi ve boylece topolojik karakteristikleri ortaya
cikarmasidir. Bu mekanizma, termodinamikteki 1s1 denklemine benzer sekilde calisir: Nasil ki, 1st akist
sicaklik gradyanlarini dengeliyorsa, Ricci akist da egrilik heterojenliklerini zamanla homojenlestirir.
Bu stirecte ortaya ¢ikan Ricci solitonlar, akisin 6z-benzer ¢oztimleridir ve metrik tekilliklerin olusum
stureglerine 151k tutar. Matematiksel olarak, bu yapilar Einstein manifoldlarinin genellestirilmis halleri
olarak dusuntlebilir. Literatiirde, quasi-Einstein olarak adlandirilan bu solitonlar, 6zellikle genel
gorelilik ve kuantum alan teorisi gibi fiziksel teorilerde 6nem tasir. Ricci solitonlarin varligi, hem
geometrik evrimin kritik noktalarint yansitir hem de manifoldlarin sabit egrilikli yapilara nasil
yakinsayabilecegine dair ipuglari verir. Bu nedenlerden dolayi, Ricci solitonlar konusu 6nemli bir
arastirma alant olarak gorilmistiir (Yadav & Oztiirk, 2019), (Oztirk & Yadav, 2023), (Oztiirk &
Bektas, 2023), (Oztiirk, 2024).

Bu calismada, bazi tensor oOzellikleri ve egrilik tensér alanlart yardimiyla a-kosimplektik
manifoldlar iizerinde Ricci solitonlar incelenmistir. Ozellikle, Ricci yari-simetrik, projektif yari-
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simetrik, konsirkiler yari-simetrik, projektif ve konsirkiiler flat ve global ¢-simetrik 6zelliklerini
saglayan Ricci solitonlu a-kosimplektik manifoldlar arastirlmis ve bazi sonuglar elde edilmistir. Son
olarak, elde edilen sonuglart gegerli kilan 3-boyutlu bir Ricci solitonlu  a-kosimplektik manifold
Ornegi insa edilmistir.

Temel Kavramlar

Bir (2n + 1)-boyutlu tiirevlenebilir manifold M olsun. Her X,Y € (M) icin; ¢, (1,1)-tipli bir
tensor alani, & bir vektor alani ve 7 1-form olmak tzere,

¢*X = =X +n(X)§, ©)
né)=1 ¢ =0,n0¢p=0 @
g(@X,¢Y) = gX,Y) —n(X)n(¥) 3)
9(@X,Y) = —g(X, ¢Y) ©)
nX) =gX,%) ©

denklemlerini saglayan g metrigi ile donatlmis (M, ¢,&,m, g) ye bit hemen hemen degme metrik
manifold denir, burada g(§, &) = 1 dir. Bir hemen hemen degme metrik manifoldun temel 2-formu

O(X,Y) = g(X, ¢Y) ©)
ile tanimhidir (Blair, 1976). R Riemann egrilik tenséri
R(X, Y)Z = vayz - Vyvzx - V[X’y]Z (7)

seklinde tanimlidir. Ayrica, n-boyutlu bir Riemann manifoldu tzerinde (0,2)-tipli Ricci tensorii ve
Ricci operatori

SCLY) = Ty g(R(E, )Y, E)) ®
ve
SX,Y) =g(QX,Y) ©)
ile tanimlidir. Burada {E1, E>, ..., E,} lokal ortonormal bir bazdir (Yano & Kon, 1984).

Bir (2n + 1)-boyutlu hemen hemen degme metrik manifold M (¢, &, n)-yapist ile verilsin. Eger
manifoldu M X R seklinde dusunirsek, her vektor alant X icin, (X, f %) yardimiyla M X R tzerinde

bir vektor alant belirtebiliriz. Burada t, R lzerindeki koordinat ve f, M X R uzerinde bir
tirevlenebilir fonksiyondur. Béylece M X R iizerinde / hemen hemen kompleks yapisi

J(X.F5) = @X = fE,n00 ) (10)

seklinde tanimlanabilir. Eger J integrallenebilir ise hemen hemen degme metrik (¢, &, 1)-yapisinin
normal oldugu aciktir. /| kompleks yapisinin integrallenebilmest icin gerek ve yeter sart

[#, $1(X,Y) + 2dn(X,Y)§ = 0 (11)
denkleminin saglanmasidir (Yano & Kon, 1984). Bir hemen hemen degme metrik manifold
M, ,$,1.9)

dn=0, dd =0 (12)

sartlarini sagliyorsa M ye hemen hemen kosimplektik manifold denir. Eger bir hemen hemen
kosimplektik manifold normal ise bu manifolda kosimplektik manifold denir. M nin bir kosimplektik
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manifold olmasi icin gerek ve yeter sart V@ ve V1 kovaryant tirevlerinin 6zdes olarak sifir olmasidir
(Olszak, 1981). Eger M Uzerinde V X,Y,Z € y(M) ve ¢ € R, a # 0 igin,

dn =0, d® = 2a(n A P) (13)

denklemleri saglaniyorsa, M ye bir hemen hemen a-Kenmotsu manifold denir (Janssens &
Vanhecke, 1981). Ozel olarak, @ =1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandirilir
(Kenmotsu, 1972). (M, ¢, §,1, g) normal ise o zaman a-Kenmotsu manifold olarak adlandirilir.

M, d,¢,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. Herhangi
vektor alanlart ve keyfi @ reel sayist icin, (13) denklemleri saglaniyorsa, M ye hemen hemen a-
kosimplektik manifold denir. Ozel olarak, @ = 0 igin hemen hemen kosimplektik manifold, a # 0
icin hemen hemen a-Kenmotsu manifold olarak adlandirilir. Eger hemen hemen degme metrik yap1
(M, ¢,&,1m, g) Kaehler yapiya sahipse @ reel sayist icin M ye a-kosimplektik manifold denir. Yani,
a = 0icin (M, $,&,n, g) yapist kosimplektik veya a # 0 icin a-Kenmotsu olarak adlandirilir (Kim
& Pak, 2005).

Onerme 1. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen a@-kosimplektik manifold olmak {izere,
VX,Y € x(M) i¢in, M nin bir a-kosimplektik manifoldu olmast i¢in gerek ve yeter kogul

(Vxp)Y = alg(@X,Y)§ —n(¥Y)PX] (14)
esitliginin saglamasidir (Oztiirk, 2021).
Onerme 2. M, (2n + 1)-boyutlu bir a-kosimplektik manifold olmak tizere, V X,Y € y(M)

1¢in,
Vx§ = aX —an(X)§ (15)
(Vxm)Y = alg(X,Y) —nX)n(Y)] (16)
R(X,Y)§ = —(a® + §(@)n(M)X — n(X)Y] a7
R(X,§)Y = (a® +&(a)[g(¥, X)¢ —n(¥V)X] (18)
R(X,§)§ = (e + (@)X (19)
NRX,Z) = (@ + §(@)[-1(X)g(¥,2) + n(¥)g(X,2)] (20)
SX,§) = —2(a® + (@) (X) 21)
Q¢ = —2(a® + §(a))ng (22)
S(@X, ¢Y) = (& + §(@)SKX, V) + 2n(a® + §())n(X)n(Y) (23)

esitlikleri gecerlidir. Burada @, da A ) = 0 sartint saglayan dif.bilir bir fonksiyondur (Oztiirk & ark.,
2017).

Tamim 1. M, (2n + 1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda, V X,Y,Z € y(M)
icin,
T

CNZ =RXY)Z = 5o

[9(Y,2)X — g(X,Z)Y] 24

P(X,Y)Z =R(X,Y)Z — % [S(Y,Z)X — S(X,Z)Y] (25)

seklinde tanimlanan (1,3)-tipli C ve P tensor alanlarina sirastyla, konsirkiiler ve projektif egrilik
tensor alanlart denir (Yano ve Kon 1984).

Tamim 2. M, (2n + 1)-boyutlu bir Riemann manifold olmak tzere, V X, Y € y(M) i¢in,
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SX,Y) = mgX,Y) + pn(X)n(Y) (26)

kosulu saglantyorsa, M ye bir n-Einstein manifoldu denir, burada p; ve pz, M tzerindeki keyfi
fonksiyonlardir. Ozel olarak, u, = 0 alindiginda M bir Einstein manifoldu olur (Blair, 1976).

a-Kosimplektik Manifoldlar Uzerinde Ricci Solitonlar

Bu bélimde temel sonuglar béliminde kullanilacak temel kavramlar ve temel egrilik 6zellikleri
verilmistir.

Tanim 3. (M, go) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. Agagida verilen kismi trevli
diferensiyel denkleme g metrik tensériint degistiren Ricci akist denir:

0
2 (9©) +25(9(®) =0, g(0) = go @7)
(Hamilton, 1982). Burada t zaman parametresidir.

Ricci akisi, Grigori Perelman'in 2002 yilinda Poincaré Sanisi'ni ¢6zmedeki kritik roluyle
matematik tarihine gecen olaganiisti bir aractir. Temelde, bir manifoldun metrik yapisinin zaman
icindeki evrimini yoneten bir kismi diferansiyel denklem olarak gorilebilir. Yani, bu akis tipkt bir
heykeltirastn mermeri sekillendirmesi gibi, uzayin geometrisini Ricci egriligine gére yeniden
bicimlendirir. Bu denklem, g metrik tensoriiniin zamana bagl degisimini, manifoldun egrilik
ozelliklerine gore diizenler. Strecin temel felsefesi, uzayin piirtizli egrilik dagilimini adeta bir tti gibi
duzlestirmektir. Ilging olan, bu dizlesme siirecinin egriligin isaretine gore farkli davranmasidir.
Pozitif egrilikli bolgeler (kiiresel yapilar) zamanla buzilir (ktgulir), tipkt sicak havayla temas eden
bir balonun kiigilmesi gibi. Diger yandan, negatif egrilikli boélgeler (hiperbolik yapilar) zamanla
genisler (buyur) tipkt bir kagidin burusukluklarinin agilmasinda oldugu gibi.

Ricci akist teorisinde 6zel bir yere sahip olan Ricci solitonlari, bu dinamik siirecin sabit formlu
coziimleridir. Ornek olarak, okyanusta seklini koruyarak ilerleyen bir dalga gibi, Ricci solitonlart da
akis boyunca temel geometrik karakterini muhafaza eder. Yani, ya tamamen degismez kalir ya da
yalnizca 6lgek degisikligine ugrar. Bu yapilar, Ricci akisinin uzun vadeli davranisini analiz etmede kilit
rol oynar. Soliton terimi, ilk olarak dalga mekaniginde kendini koruyan lokalize ¢6ztimleri
tanimlamak icin kullanilmistir. Geometrik manast ise, bir Ricci solitonu metrik tensériin Ricei akigst
altindaki 6z-benzerlik 6zelligini yansitmasidir. Bu durum, akisin zaman evriminde adeta bir dengeli
sabit nokta gibi davranan 6zel metrik konfigtirasyonlar sunar.

Tanim 4. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. Eger M tzerinde keyfi vektor
alanlar1 X, Y ve V icin, A gercel bir skaler olmak tizere,

(Lyg)(X,Y) + 25(X,Y) + 2g(X,Y) = 0 28)

denklemi saglantyorsa, (M, g) ye Ricci soliton denir. Burada V vektor alani Ricci solitonun
potansiyel vektor alant ve Ly g de V yontindeki g metriginin Lie tirevidir. Bu durumda, Ricci soliton
(M, g,V,A) ile sembolize edilit. (M, g,V,4) Ricci solitonuna A4 degerinin A < 0,4 =0 ve 1 >0
durumlari igin, sirastyla, daralan, degismeyen ve genisleyen Ricci soliton ad1 verilir (Hamilton, 1988).

Tanmim 5. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. Ly g, V yonindeki g metriginin Lie

turevi olmak tzere,
Lvg)X,Y) =g(VxV,Y) + g(X,WyV) 29)
dir (Yano & Kon, 1984).

Tanim 6. (M, g,V, ) bir Ricci soliton olsun. Eger V potansiyel vektor alant Killing vektor
alani (Lyg = 0) ise o0 zaman (M, g,V, A) ye basit Ricci soliton adi verilir (Chen 2015).
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Tanum 7. (M,¢,¢,1m,9), (2n+ 1)-boyutlu bir a-kosimplektik manifold olsun. Eger M
tzerinde (g,V, 4) Ricci solitonu mevcutsa, (M, g,V, 4) ya Ricci solitonlu a-kosimplektik manifold
denir (Hamilton, 1988), (Kenmotsu, 1972).

Onerme 3. (M, g,V,2), (2n + 1)-boyutlu bir Ricci solitonlu a-kosimplektik manifold olsun.
Eger V potansiyel vektor alant & karakteristik vektor alant olarak segilirse yani, M tzerinde (g, &, 4)
Ricci solitonu i¢in, Ricci egrilik tensor alant

SX,Y) =—(a+D)gX,Y) +anX)n(¥) (30)

denklemini saglar. Burada @, & karakteristik vektér alant boyunca paralel olarak alinmistir (Oztiirk &
Bektas, 2023).

Onerme 4. (M, g,V, 1), (2n + 1)-boyutlu bir Ricci solitonlu a-kosimplektik manifold olsun.
Eger V potansiyel vektor alant & karakteristik vektor alant olarak segilirse yani, M tzerinde (g, &, 4)
Ricci solitonu igin, asagidaki 6nermeler gegerlidir:

S(X,$) = —n(X) (31)

QX =an(X)é — (e + V)X (32)
Q¢ = —AS (33)

5.8 =-4 (34)
r=a—(0C2n+1)(a+1). (35)

Burada @, & karakteristik vektor alant boyunca paralel olarak alinmistir (Oztiirk & Bektas, 2023).

Temel Sonuglar

Bu boélimde, Ricci yari-simetrik, projektif yari-simetrik, konsirkiler yari-simetrik, projektif ve
konsirkiler flat ve global ¢-simetrik tensér alanlari yardimiyla Ricei solitonlu a-kosimplektik
manifoldlar izerinde bazi sonuclar elde edilmistir.

Teorem 1. (M, ¢,¢,m,g) bir (2n + 1)-boyutlu a-kosimplektik manifold olsun. &(a) = 0
olmak Uzere, eger M Ricci yari-simetrik ise o zaman (M, g,&, 1) Ricci solitonu agagidaki sartlart
saglar:

(i) @ = 0 durumunda M de basit sabit Ricci soliton mevcuttut,
(ii) a # 0 durumunda M de Ricci soliton daima genisleyendir.

Ispat. Oztiirk (2017) deki ispat metodolojisine gore, keyfi vektor alanlart igin, @ # 0 olmak
tzere, R - § = 0 tensorel ¢arpimin tanimindan

RY,O)SW,X) =SRY,OHW,X) + S(W,R(Y,&)X) (30)
seklinde yazilir. (36) denklemi X = & ve {(a) = 0 esitlikleri yardimuyla,
S, W) =n)SW,$) —n(W)SY,$) + g, W)S(5,¢) (37)
haline doniistr. Gerekli diizenlemeler yapilirsa (37) esitligi
[2na*g(Y,W) + a*S(Y,W)] =0 (38)
formuna indirgenir. Burada @ > 0 dir. O halde, (38) esitliginden
S(Y,W) = —2na*g(Y,W) (39)
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elde edilir. Yani, bir Ricci yari-simetrik @-Kenmotsu manifoldu Einstein yapidadir. Simdi,
M tzerinde Ricci solitonu inceleyelim. (31), (34) ve (39) esitlikleri Y = W = ¢ icin bitlikte hesaba
katilirsa,

A =2na? (40)
elde edilir. O halde, @ # 0 olmak tizere, Ve = 0 oldugundan @ degeri § boyunca sabittir. Baska bir

ifadeyle, a® > 0 oldugundan A degeri daima pozitiftir. Diger yandan @ = 0 icin A = 0 olacaktir.
Ancak, Ricci soliton taniminda kullanilan iki operatérde 6zdes olarak sifir degerini alir. Yani, bu
durum geometrik olarak manifoldun trivial (basit) Ricci flat oldugu anlamina gelir. Bbylece ispat
tamamlanir.

Teorem 2. (M,¢$,¢,n,g) bir (2n + 1)-boyutlu a-kosimplektik manifold olsun. &(a) = 0
olmak tzere, eger M uzerinde projektif flat sartt saglantyorsa, o zaman (M, g, ¢, ) Ricci solitonu
asagidaki sartlart saglar:

(i) a = 0 oldugunda M iizerinde basit sabit Ricci soliton mevcuttut,
(ii) a # 0 oldugunda a-Kenmotsu manifoldu (M, g, €, 1) daima genisleyendir.
Ispat. (25) esitligi ve hipotez geregince (P = 0),
R(U,VIW ——[S(V, W)U = S(U,W)V] = 0 (41)
yazilir. (41) esitliginden
R(U,V,W,X) = % [SV,W)gX,U) —SU,W)g(V,X)] “42)
bulunur. (42) esitliginde X yerine & secilirse,
gRWU,VIW,$) =%[S(V.W)77(U) = SU,W)n)] “43)

elde edilir. U = & ve £(a) = 0 icin (17), (18) ve (43) esitlikleri birlikte kullanilirsa (39) denklemine
ulastlir. Son olarak, (31), (34) ve (39) esitliklerinden dolayt A = 2na? bulunur. Gergekten, Ricci yari
simetri yart simetriyi kapsadigindan ispat Teorem 1 den dolay1 asikardir.

Teorem 3. (M,¢,&,1,g) bir (2n + 1)-boyutlu a-kosimplektik manifold olsun. &(a) = 0
olmak uzere, eger M tzetrinde projektif yari-simetrik sartt saglaniyorsa, o zaman (M, g, &, 4) Ricci
solitonu agagidaki sartlari saglar:

(i) @ = 0 oldugunda (M, g, &, A) basit sabit Ricci solitondur,
(ii) a # 0 oldugunda (M, g, ¢, A) Ricci soliton daima genisleyendir, asla buziilmez.

Ispat. Oncelikle, hipotezden dolayi, R * P = 0 tensérel ¢arpimint hesap ederken kullanacagimiz
baz1 esitlikleti verelim: (17) ve (25) esitlikleri g6z 6ntine alindiginda, £ (a) = 0 olmak tzere,

n(PU VW) + a’*n(Ng(V,W) — a’n(V)g(U,W)
1
+ L @SE, W) = NS, W)] = 0 (@4
bulunur. (44) esitliginde sirasiyla, W = & ve U = & alinirsa,

n(P(U,V)§) =0 (45)

ve
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n(PEVIW) + a2g(V, W) + =SV, W) = 0 (46)

elde edilir. Simdi, R - P = 0 tensorel ¢arpimint dikkate alalim. Bu takdirde,

R(U,V)P(X, Y)W = P(R(U, V)X, Y)W
+P(X,R(U, VYW + P(X,Y)R(U, V)W 47

esitligine indirgenir. U = & icin, (47) esitliginin her iki tarafi & karakteristik vektor alanina gore ig
carpilirsa,

—PX,Y,W,V) + n(V)n(P(X,YIW) —n(X)n(P(V,Y)W)
+g(V, X)n(PE, V)W) —=n(¥)n(P(X, V)W)
+g(V,Y)n(PX, W) —n(W)n(P(X,Y)V) =0 (48)
yazihir. Burada P(X,Y, W, V) = g(P(X,Y)W, V) dir. (48) esitliginde V = X = U olarak secilirse,
PU,Y,W,U) = gU,U)n(PE,YIW) +n)nPU,U)W)
—gU,Y)n(PU, W) +n(W)n(PU,Y)U) =0 (49)

bulunur. (49) esitliginin her iki tarafina U ya gére kontraksiyon uygulanirsa,

2

nPE W)+ mb‘(% W)+ —790.W)
—(@ + 5= (nW) =0 (50)
sonucuna ulastlir. (44) ve (50) esitlikleri birlikte kullanilarak,
S(Y,W) = —2na?g(Y,W) — (2n + Da? + %)U(Y)n(W) (51)
elde edilir. Ayrica, (51) esitliginin ¥ ve W ya gore izi alinirsa,
r=-2n2n + 1)a? (52)

dir. (31), (34), (51) ve (52) esitliklerinden A = 2na? bulunur. Béylece ispat aciktir.

Sonug¢ 1. (M, ¢,¢,1, g), (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu manifold ve @, ¢ boyunca paralel olsun
(n=1). Eger M uzerinde R-P = 0 tensorel carpimu saglantyorsa, o zaman (M, g,¢&,4) Ricci
soliton asla buztulmez.

Sonug 2. (M, ¢,¢&,1,g9), (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu manifold ve a, £ boyunca paralel olsun
(n = 1). Eger M tizerinde R - P = 0 tensérel carpimi saglaniyor ve 1 # —2n(2n + 1)a? ise o
zaman M bir n-Einstein manifoldudur.

Teorem 4. (M, ¢, &,1n, g),bir (2n + 1)-boyutlu a-kosimplektik manifold olsun. (@) = 0 olmak

lUzere, efer M Uzerinde konsirkiler flat sarti saglantyorsa, o zaman (M, g,¢,4) Ricci solitonu
asagidaki sartlart saglar:

(i) @ = 0 oldugunda (M, g, &, A) basit sabit Ricci solitondut,

(ii) a # 0 oldugunda M tzerinde Ricci soliton daima genisleyendir.
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Ispat. M nin konsirkiiler flat yani, C = 0 oldugunu kabul edelim. (24) esitliginden

r
2n(2n+1)

R(U,V)Z = [g(V,2)U — g(U,Z)V] (53)

dir. (53) esitliginin her iki tarafi W ile i¢ ¢arpilirsa,

T

R(U,V,Z,W) = = [g(V, D)g(U, W) — g(U, )g (V, W)] (54
bulunur. Bu son esitligin U ve W' ya gore izi alindiginda
r
S(V.2) = (G 9. 2) 63)

elde edilir. Buradan (52) yardimiyla
S(V,Z) = —2na*g(V,Z2)

sonucuna ulagilir. Boylece bu son esitlik, (31) ve (34) esitlikleri birlikte diistiniiliirse A = 2na?
denkleminden ispat tamamlanir.

Teorem 5. (M, ®,&,n,g) bir (2n + 1)-boyutlu a-kosimplektik manifold olsun. (a) = 0 olmak

tzere, eger M uzerinde konsirkiler yari-simetrik sartt saglantyorsa, o zaman (M, g,&, 1) Ricci
solitonu agagidaki sartlari saglar:

(i) @ = 0 oldugunda (M, g, &, A) basit sabit Ricci solitondur,
(ii) a # 0 oldugunda M tzerinde Ricci soliton daima genisleyendir.

Ispat. (17) ve (24) esitlikleri kullanilarak

r

NCWNZ) = (@ + 7= (N9 U, 2) = n(U)g(V, 2) (56)

elde edilir. (56) esitligi Z = € icin

n(CU,V)§) =0 G7)
dir. Ayrica, (56) esitligi U = € icin

n(CE Y)Z) = ((@® + () + Y(VIn(Z) — gV, 2)) (58)

bulunur. R - C = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda, & (@) = 0 icin,

r
2n(2n+1)

R(X,Y)C(U,V)Z = C(R(X,Y)U,V)Z
+C(U,R(X,Y)V)Z + C(U,VR(X,Y)Z (59)
yazilir. Metodoloji olarak Teorem 3 uygulanirsa, (56)-(59) esitlikleri g6z 6niine alindiginda,
S(V,Z) = —2na*g(V,Z)

elde edilir. Yukaridaki esitlik, (31) ve (34) esitlikleri birlikte kullanilarak A = 2na?® denklemi elde
edilir. Bu da ispati tamamlar.

Sonug 3. (M, ¢,¢,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu manifold ve a, § boyunca paralel olsun

(n=1). Eger M uzerinde R - C = 0 tensorel carpimi saglantyorsa, o zaman (M, g,¢&,4) Ricci
soliton asla buztlmez.

Teorem 6. (M, ®,&,1n,g) bir (2n + 1)-boyutlu a-kosimplektik manifold olsun. ¢(a) = 0 olmak

Uzere, eger M uzerinde global ¢-simetrik sarti saglantyorsa, o zaman (M, g,¢, 1) Ricci solitonu
asagidaki sartlari saglar:



(i) @ = 0 oldugunda (M, g, ¢, 1) basit sabit Ricci solitondur,
(ii) a # 0 oldugunda M iizerinde Ricci soliton daima genisleyendir.
Ispat. M nin bir global ¢-simetrik oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
P*(VwR)(X,¥)Z) =0
kosulu gecerlidir (De & ark. 2009). O halde,
(MwR)Y(X, Y)Z = n((MwR)(X,Y)Z) =0
ve

IJ((MwR)YX, Y)Z,V) = n((VwR)(X,Y)Z)n(V) = 0

(60)

(61)

(62)

dir. {E;,j = 1,2, ...,2n + 1} ctimlesi M nin her noktasindaki tanjant uzayinin bir ortonormal tabani

olmak iizere, (62) esitligine X = V = Ej icin kontraksiyon uygulanirsa,

—(PwS)(Y, Z) + L3 n((Vw R (E;, Y)Z)n(E;) = 0

bulunur. Burada (63) esitliginin sol tarafindaki ikinci ifade Z = § secildiginde,

n ((TwR)(E;, V)€ ) n(E;) = 9((TwR)(E;, V)E), En(E)
olmak tzere,
9((TwR)(E; V), €) — g(TwR(E;, Y)E §) + g(R(ViwE;, Y)E,€)
+g(R(E}, Py Y)E,§) + g(R(E;, V)V, €) = 0
denklemi saglanir. Ayrica,
9((TwR)(E}, V)E,€) = —g(R(E, V)E, Viy€) — g(RE}, VIV, §)
9((TwR) (B, Y)E,6) = 0
T S)(Y,€) =0
TwS)(Y, &) = Ty S(Y,€) = S(Ty Y, ) = STwé, Y)
yazlir. (16), (21), (63) ve (69) esitlikleri bitlikte ele alindiginda
S(Y, W) = —(VyS)(Y, &) — 2na’g(Y, W)
elde edilir. Son olarak, (68 ve (70) esitliklerinden
S(Y,W) = —2na*g(Y,W)

sonucuna ulasilir. Béylece (31) ve (34) yardimiyla ispat sonlandirilir.

(63)

64)

(65)

(66)
©7)
(68)
(69)

(70)

Sonug 4. (M, ¢,&,1, g), (2n + 1)-boyutlu bir a-Kenmotsu manifold ve a, & boyunca paralel olsun
(n = 1). Eger M uzerinde global ¢-simetrik sartt saglaniyorsa, o zaman (M, g, &, A) Ricci soliton

asla buzulmez.

Ornek 1. M manifoldunu R® uzayindaki standart koordinatlar olan (x,y,z) ile ele alalim. M

uzerindeki koordinat baz vektor alanlarint
E,=0/0x,E, =0/0y,E3=0/0z

seklinde alalim. M tizerinde g Riemann metrik tensor alanini



g = e*¥2(dx* + dy*) + dz>.
ile tanimlayalim. M tizerinde keyfi vektor alant X olmak tzere, 7 1-formu
g, E3) =n(X),Es=¢ =0/0z
dir. Ayrica, ¢ (1,1)-tipli tensor alant
$(E1) = Ez p(Ez) = —E1, $(E3) =0

ile verilsin. Metrik bilesen degerleri

Ixx = Gyy = e %%, 9zz =1

ve digetleri ise sifirdir. 7 = dz (degme 1-form) ve & = 0/0z Reeb vektor alant olmak tzere,
VXE = CZX, VElf = aEl, VEZE = aEz, Vng = 0

olup, a-Kenmotsu sartt saglanir. Dolayisiyla @ = 0 durumunu da g6z 6nine aldigimizda M
manifoldu 3-boyutlu bir a-kosimplektik manifold olarak dustnilebilir. Simdi, Levi-Civita
konneksiyonu yardimiyla M deki Ricci tensér alant

S = —2a%e?**(dx* + dy?) — 2a*dz?
ve

Syx = Syy = —2a%e?**%,S,, = =2a°
dir. Burada Christoffel sembolleri

I3'=T3°=a
ve diger kalanlar sifirdir. Ricci tensor bilesenleri yardimiyla skalar egrilik
T = GuxSxx T GyySyy t 92252z
r = e 207(—2a%e?%?) + e 2% (—=2a%e?%?) + 1.(—2a?)
r =S(Ey, E1) + S(Eo, E2) + (E3, E3) = —6a?

bulunur. Son olarak, M tizerinde tanimlanan (g,V, 1) Ricci solitonun denklemini arastiralim. Lie
tirevi tanimindan

Ly X, Y) = g(VxV,Y) + g(WyV, X)
yazilir. Burada V potansiyel vektor alanin
V =a0d/0z = aé

olarak secelim. Burada a sabit bir say1 olsun. Bu durumda,

Lyg = 2aag
elde edilir. Ricci soliton tanimindan

2aag + 2(—2a*g) +21g =0
yazilir. Bu son denklemin ¢6ziimiinden
a=2a V=2a A=2a*

bulunur. Burada potansiyel vektor alant V' Ricci solitonun genisleme dinamigini kontrol eder. a-
Kenmotsu manifoldu (a # 0) icin, z-ekseni boyunca ustel olarak genisler (genisleyen Ricci soliton
mevcuttur). Burada a parametresi genisleme oranini kontrol eder. @ = 0 durumunda M manifoldu
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diiz uzay metrigine indirgenir. M manifoldu basit sabit Ricci solitona sahiptir. Yani, A = 0,V = 0,
S =0ver = 0olur.

Tartigma ve Sonug

Bu calismada, bazi tensor sartlarini saglayan Ricci solitonlu a-kosimplektik manifoldlarla ilgili
bazt sonuglar elde edilmistir. Burada yapilan hesaplamalarda a, da An = 0 sartint saglayan dif.bilir
bir fonksiyon ve & karakteristik vektor alant boyunca paralel olarak alinmustir. Gelecek calismalarda
motivasyon kaynagimiz farklt tirde solitonlart hemen hemen a-kosimplektik (k, y, v)-uzaylarinda ele
almak ve daha genel sonuclar bulmak olacaktir.
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BOLUM 4

Siiper Coziilebilir Ambivalent Gruplar ve GAP
Uygulamalan

Didem OZTURK'
Ozlem YILMAZ®
Giilay ilona TELSiZ KAYAOGLU®

Giris

Gruplarin gosterilis teorisi, soyut gruplarin, lineer tasvirlere
ait  matrislerin  belirledigi  gruplarin  i¢ine  tanimlanmis
homomorfilerinin  siniflandirilmas1 esasina dayanmaktadir. Bir
grubun gosterisleri {lizerinde c¢alisma fikri, grup teorisi ve
uygulamalar1 konusunda yeni arastirma yontemlerinin dogmasina
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sebep olmustur. Karakter teorisi de bu konuda belirleyici rol oynar.
Bu baglamda, Q-gruplarinin ve Ambivalent gruplarmin yapilarin
incelemek, Adi  Gosterilis  Teorisinin ~ Onemli  arastirma
konularindandir. Giinlimiizde bir abelyen Sylow 2-alt grubu igeren
Q-gruplar1 ve asal involiisyon igeren Q-gruplar1 tamamen
siiflandirilmistir.

Ayrica, stiper ¢oziilebilir Q-gruplarinin mertebeleri ve asal
bolenleri  belirlenmistir. Diger yandan, Q-gruplarinin  temel
kavramlarindan yararlanilarak, Ambivalent gruplarinin bazi 6zel alt
gruplar1 sayesinde, izomorf oldugu yapilar elde edilmistir. Bu
calismada Q-gruplarinin, Ambivalent gruplarinin temel tanim ve
teoremleri irdelenmis; elde edilen sonuglar yorumlanarak, daha
once arastirilmamis olan Siiper Coziilebilir Ambivalent Gruplari,
bir abelyen Sylow 2-alt grubu igerdiginde, bu alt grup yardimiyla
siiflandirilmistir. S6z konusu siiflandirma islemi yapilirken, GAP
yazilim programi da kullamilmistir. GAP, Grup Teori ¢aligma
alaninda bir grubun temel ozelliklerini, alt gruplarmin yapisini
tanimlayan bir dil ile donatilmistir. GAP yazilim diliyle,
D3 D4, V4, Qg, Ay, As gruplarinin,  alt  gruplari, bolim  gruplari,
kompozisyon serileri ve karakter tablolar1 olusturularak, bu
gruplarin, “Q-grup”, “Ambivalent grup” ve “Siiper Coziilebilir
Ambivalent grup” olma ozellikleri arastirilmistir. Boylece, Adi
Gosterilis Teorisinin uygulama alanina 6rnekler sunulmustur.

Siiper Coziilebilir Ambivalent Gruplarin Siniflandirilmasi

Bu calismada, konunun biitiinliigii agisindan sirasiyla, adi gosterilis
teorisinin temel kavramlari, Q-gruplar1 ve Ambivalent gruplarinin
yapisal ozellikleri ayrintilar1 ile ele almacaktir. Ote yandan,
arastirma problemine 151k tutan grup teorisinin temel tanim ve
teoremlerine yer verilecektir. Bdylece elde edilen bilgiler
sentezlenerek, “Siiper Coziilebilir Ambivalent Gruplar” bir abelyen

Sylow 2-alt grubu igerdiginde, bu alt grup yardimiyla
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siiflandirilacak, izomorf oldugu cebirsel yap1 belirlenecektir. Son
olarak, GAP uygulamalariyla somut 6rnekler verilecektir.

Tamim 1: G sonlu bir grup, R komiitatif ve birimli bir halka ve V,
n-boyutlu serbest bir R- modiil olsun. Bu durumda, T: G - GL(V)
seklinde tanimlanan bir grup homomorfisine, G nin n-inci
dereceden bir R-gosterilisi denir. V' nin baz se¢iminden bagimsiz
olarak, GL(V) = GL(n,R) oldugu dikkate alindiginda, ¢:G —
GL(n, R) grup homomorfisi, G nin R {izerindeki n-inci dereceden
bir matris gosterilisi olarak adlandirilir. G nin V iizerindeki bir
gosterilisi, bir matris gosterilisine tekabiil eder. [5]

Tanmm 2: R = k bir cisim, V sonlu boyutlu bir k -vektor uzayi ve
T:G —» GL(V), G nin bir k-gosterilisi olsun. X:G — k,X(x) =
izT(x) seklinde tanimlanan X fonksiyonuna, T g0sterilisine
karsiik gelen bir kG-karakteri denir ve R(1;) =izT(1g) =
dim,;V dir. [5]

Tanmm 3: G, n-inci mertebeden sonlu bir grup olsun. G nin adi
kompleks gosteriligli tiim karakterleri rasyonel degerli ise G ye bir
Q-grubu denir. [8]

Teorem 1: Sonlu bir G grubunun bir Q- grubu olabilmesi i¢in gerek
ve yeter kosul s,t € G aym devresel grubu dogurdugunda, bu
elemanlarin birbirine konjlige olmasidir. Bir Q-grubunda bir alt
devresel grubun doguraylariin konjiige olmasi zorunluguna
karsilik, konjiige elemanlarin ayni devresel grubu dogurmalar
gerekmez. [8]

Teorem 2: Sonlu bir G grubunun bir Q- grubu olabilmesi i¢in gerek
ve yeter kosul Vs € G igin N(<s >)/C(<s >= Aut(<s >)
olmasidir. [8]
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Tamim 4: G, n-inci mertebeden sonlu bir grup olsun. G nin adi
kompleks gosteriligli tiim karakterleri reel degerli ise G ye bir bir
ambivalent grup denir. Baska bir deyisle, G bir ambivalent grup ise
G nin C lizerinde n-inci dereceden bir gosterilisi, @: G = GL(n, C)
grup homomorfisi ve bu gosterilise ait bir K, CG-karakteri
verildiginde, Vs € G igin X(s) € R dir. Q-gruplari, ambivalent
olma 6zelligini kapsamaktadir. [4]

Sonu¢ 1: S, simetrik grubu hem bir Q- grubu hem de bir
ambivalent gruptur. [4]

Teorem 3: Sonlu bir G grubunun bir ambivalent grup olabilmesi

-1

i¢in gerek ve yeter kosul Vs € G icin st = tst™! = s71 olacak

sekilde bir t € G nin bulunmasidir. [4]

Tamim 5: G sonlu bir grup, s € G olsun. Eger, s ve s~ elemanlari,
G icinde birbirine konjiige ise s ye gercek eleman denir.
Bir ambivalent grubunun tiim elemanlar gergektir. [8]

Tanmm 6: G sonlu bir grup, p bir asal say1 ve s € G olsun. P <
C(s) olacak sekilde bir P € Syl,,(G) mevcutsa s ye bir p —
merkezi eleman denir. [8]

Teorem 4: G sonlu bir grup, p bir asal sayr olsun. Su halde,
{G nin p — merkezi elemanlar1} = U pesyly6) C(P) dir. Ustelik,
S € G nin her p bir asal sayisina karsilik, p — merkezi olabilmesi
icin gerek ve yeter kosul s € Z(G) olmasidir. [8]

Tamim 7: Bir Ggrubu ve G nin bir {1;} =6, 2 G; 2 - 2 G, =
G alt normal serisi verilmis olsun.Vi = 0,1,..,s — 1 i¢in G;41 / G;
abelyen ise G ye ¢0ziilebilir bir grup denir. [9]
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Teorem 5: Coziilebilir gruplarin alt gruplar1 ve boliim gruplart da
¢oziilebilirdir. [9]

Tamim 8: Bir Ggrubu ve G nin bir {1;} =6,2 G, 2 2 G, =
G alt normal serisi verilmis olsun. Vi =0,1,..,s — 1 i¢in G; 2 G
ve |Giy1/ G;| degerleri asal ise G ye siiper ¢Oziilebilir bir grup
denir. Siiper ¢oziilebilir gruplar ¢oziilebilirdir. [9]

Tanmim 9: G bir grup, Z,(G) = {15}, Z,(G) = Z(G) olsun. Her i
i¢in Z;41(G), Zi(G) € Z;41(G) ve Z141(6)/Z,(G) = Z(G/Z;(G))
bagintilarin1 saglayan G nin tek tiirlii belirli normal alt grubunu
gostersin. Bu taktirde, {1;}< Z,(G) € Z,(G) < -+ alt normal
serisine, G grubunun artan merkezi serisi denir. Bir n € N igin
Z,(G) =G ise G grubuna bir nilpotent grup denir. Bu esitligi
gercekleyen n € N degerlerinin en kii¢tigii, G grubunun nilpotentlik
siift adin alir. [9]

Teorem 6: G bir grup ve G', G nin komiitator grubu olmak
fizere G' 2 G dir. Ustelik,

N 2 G igin G/ N grubunun bir abelyen grup olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul G' < N

olmasidir. [1]

Teorem 7: G bir grup, p bir asal say1 ve S € Syl,(G) olsun.
G=SN,SNN= {15} ve |S|=][G:N] olacak bigimde bir
N 2 G varsa, N ye G iginde bir p- tamamlayicisi denir. [9]

Teorem 8: G bir grup, p bir asal say1 ve S € Syl,,(G) olsun.
S € Z(N;(S) ) ise S nin G iginde bir p- tamamlayicisi vardir. [9]

Teorem 9: G bir ambivalent grup olsun.
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N =2 G ise G /N bir ambivalent gruptur.

Gnin birimden farkli her 2-merkezi eleman1 bir involiisyondur.
Z(G) bir elementer abelyen 2-grubudur.

G abelyen ise G bir elementer abelyen 2-grubudur.

® o0 o

G', G nin komiitator grubu olmak tizere, G/ G’ bir elementer
abelyen 2-grubudur.

G nin tek mertebeli elemanlari, G’ igindedir.

f. G grubu 2-elemanlar tarafindan tretilir. [4]

Teorem 10: G bir ambivalent grup ve S € Syl,(G) ise C;(S) =
Z(S) dir.[4]

Teorem 11: G ¢oziilebilir bir ambivalent grup ve S € Syl,(G) ise
N;(S) = S dir. [4]

Teorem 12: G ¢oziilebilir bir ambivalent grup, S € Syl,(G)
veS < H < G ise N;(H) = H dir. [4]

Teorem 13: G ¢oziilebilir bir ambivalent grup ve s, G nin 2-merkezi
elemani ise N (C(S) ) = C(S) dir. [4]

Teorem 14: G siiper ¢oziilebilir bir grup olsun.
a. G' nilpotenttir.
b. p, G nin mertebesini bolen en biiyiik asal say1 olsun.
Bu durumda, G nin bir p-Sylow alt grubu G grubu iginde
normaldir. [7]

O halde, stiper ¢oziilebilir ambivalent gruplar i¢in asagidaki teorem
elde edilir.

Teorem 15: G sliper ¢oziilebilir bir ambivalent grup ve G,, G nin
bir abelyen Sylow 2-alt grubu olsun.
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G, grubu ambivalenttir.

o oo

G' grubu nilpotenttir.

G, G' iizerine G, tamamlayicisi ile yayilir.

G, grubu bir elementer abelyen 2- grubudur.

GAP (Computer Algebra System) Uygulamalar:

Asagida, GAP programi yardimiyla D3 D4, V,, Qg, Ay, As gruplar

icin ¢oziimlemeler yapilmistir. GAP kodlari, bu gruplarin normal
alt gruplarini, Sylow-p alt gruplarini, boliim gruplarini, komiitatér

gruplarini, merkezlerini, kompozisyon

tablolarini incelemis, “Q-grup”, “Ambivalent grup” ve “Siiper
Coziilebilir Ambivalent grup” olma 6zelliklerini belirlemistir.

1. D3 grubunun GAP ile incelenmesi:

gap> D3 = Group( (1,2,3), (2,3) );
Group([ (1,2,3), (2,3) ])

gap> Elements(D3);

[0, (2,3),(1,2),(1,2,3),(1,3,2), (1,3) ]
gap> SylowSubgroup(D3, 2);

Group([ (2,3) ])

gap> Sylow2D3 :=SylowSubgroup(D3, 2);
Group([ (2,3) ])

gap> Elements(Sylow2D3);

[0,(23)]

gap> SylowSubgroup(D3, 3);

Group([ (1,2,3) ])

gap> Sylow3D3 :=SylowSubgroup(D3, 3);
Group([ (1,2,3) ])

gap> Elements(Sylow3D3);
[0,(1,2,3),(1,3,2) ]

gap> tbl ;= CharacterTable(D3);
CharacterTable( Sym([1..3]))
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gap> Display(tbl);

la2ala
X1 1-11
X2 2 .-1
X3 111

1. Konjugasyon Siniflari:

Tabloda goriillen siitunlar grubun konjugasyon simiflarini
(conjugacy classes) temsil eder:

la: Birim elemani.

2a: Bir yansima sinifi (simetrik bir yansima).

3a: Bir dongiisel sinif (donme simetrisi).

2. Karakterler:

Tablodaki satirlar ise grubun temsillerini temsil eder. Karakterler,
bu temsillerin her bir konjugasyon sinifina karsilik gelen izlerini
igerir.

X.1, X.2, ve X.3: Dihedral grup

D3'lin farkli karakterlerini temsil eder.

X.1: Bu, 1 boyutlu bir temsili ifade eder.

2a yansimasi i¢in karakter —1, diger siniflar i¢in karakterler 1'dir.
X.2: 2 boyutlu bir temsil.

2a i¢in karakter O iken, 3a i¢in karakter —1 ve birim elemani i¢in
2'dir.

X.3: Bagka bir 1 boyutlu temsil. Tiim konjugasyon simiflarinda
karakterler 1'dir.

Noktali (.) hiicreler: bu temsil icin bu smniflarda bir deger
olmadigini gosterir.

Goriildugii gibi karakter tablosundaki biitiin degerler birer reel
sayidir. Dolayisiyla, D3 bir Ambivalent gruptur. Bu degerler
rasyonel oldugundan D5 ayni zamanda bir Q-grubudur.

gap> normalSubgroups := NormalSubgroups(D3);

[ Group([ (1,2,3), (1,2) ]), Groupg[7(1,2,3) 1), Group(()) ]



gap> for H in normalSubgroups do

> Print("Normal Alt Grup: ", Elements(H), "\n");

> od;

Normal Alt Grup: [ (), (2,3), (1,2), (1,2,3), (1,3,2), (1,3) ]
Normal Alt Grup: [ (), (1,2,3), (1,3,2) ]

Normal Alt Grup: [ () ]

gap> D3 = Group((1,2,3), (1,2));

Group([ (1,2,3), (1,2) ])

gap> N := Group([ (1,2,3), (1,3,2) ]);

Group([ (1,2,3), (1,3,2) ])

gap> F := FactorGroup(D3, N);

<pc group with 1 generator>

gap> chiTable := CharacterTable(F);

CharacterTable( <pc group of size 2 with 1 generator> )
gap> Display(chiTable);

la2a
X1 11
X2 1-1

1.Konjugasyon Siniflari:

la: Birim elemanini temsil eder.

2a: Iki elemanli bir eslenik simfi, boliim grubunun kalan
siniflarindan biridir.

2.Karakterler:

X.1: Trivial karakter. Biitiin grup elemanlar1 i¢in 1 degeri alir.

X.2: Isaret (sign) karakteri. Birim elemani i¢in 1, diger smiflar i¢in
—1 degeri alir. Bu, iki elemanli gruplar i¢in tipik bir karakterdir.

O halde, D3/N boliim grubunun karakter tablosundaki tiim degerler
reel say1 oldugundan boliim grubu da Ambivalenttir.

gap> M := Centre(D3);



Group(())

Merkez, birim gruba esit oldugundan Dj iin komiitatif bir grup
olmadigini soyleyebiliriz.

D5 komiitator alt grubu asagida verilmistir:

gap> CommutatorGroup := DerivedSubgroup(G);
Group([ (1,3,2) ])

gap> Elements(CommutatorGroup);

[0, (1,2,3), (1,3,2)]

D3 grubunun kompozisyon serisi asagida verilmistir:
gap> compSeries := CompositionSeries(G);

[ Group([ (2,3), (1,2,3) 1), Group([ (1,2,3) ]), Group(())
gap> for i in [1..Length(compSeries)] do

> Print("G", 1, ": ");

> elements := SortedList(Elements(compSeries[i]));
> Print("[");

> for j in [1..Length(elements)] do

> Print(String(elements[j]));

> if j < Length(elements) then

> Print(", ");

> fi;

> od;

> Print("]\n");

> od;

G1: 10, (2,3), (1,2), (1,2,3), (1,3,2), (1,3)]

G2: [0, (1,2,3), (1,3,2)]

G3:[0]

G3,G22 D3 ve elde edilen boliim gruplarinin mertebeleri birer asal
sayl oldugundan, boliim gruplar1 devreseldir. O halde, D; Siiper
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coziilebilir bir gruptur. Dolayisiyla, D; bir Siiper Coziilebilir
Ambivalent gruptur.

2. D, grubunun GAP ile incelenmesi:

gap> D4 = Group( (1,2,3.,4), (1,4)(2,3) );
Group([ (1,2,3.,4), (1,4)(2,3) )

gap> SylowSubgroup(D4, 2);

Group([ (2,4), (1,2,3,4), (1,3)2,4) )

gap> Sylow2D4 := SylowSubgroup(D4, 2);
Group([ (2,4), (1,2,3,4), (1,3)(2,4) )

gap> Elements(Sylow2D4);

[0, (2,4),(1,2)(3,4), (1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,4), (1,4,3,2), (1,4)(2,3)
]

gap> tbl1 := CharacterTable(D4);
CharacterTable( Group([ (1,2,3,4), (1,4)(2,3)]))

gap> Display(tbl1);

la2a2b4a2c
X1 11111
X2 1-1-111
X3 1-11-11
X4 11-1-11
X5 2 -2

1. Konjugasyon Siniflari:
Tabloda yer alan siitunlar, grubun konjugasyon simiflarini
(conjugacy classes) temsil ediyor. Konjugasyon simniflar1 genellikle
grubun elemanlarinin simetrilerine goére gruplandirilir.
la: Birim elemani (tiim gruplar i¢in bir sinif).
2a, 2b, 2c: Farkli yansima simetrilerini veya sirali doniis
simetrilerini temsil eder.
4a: 4. mertebede bir doniis simetrisi.
2. Karakterler:
Satirlar, farkli temsillerin karakterlerini ifade eder.
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X.1, X.2, X.3, X.4, X.5: Grubun farkli temsillerine karsilik gelen
karakterlerdir. Her bir satir, ilgili temsilin konjugasyon siniflar
izerindeki karakterlerini (izlerini) igerir.

Noktali (.) hiicreler: bu temsil i¢in bu smniflarda bir deger
olmadigini gosterir.

Goriildugii gibi karakter tablosundaki biitiin degerler birer reel
sayidir. Dolayisiyla, D, bir Ambivalent gruptur.

gap> M := Centre(D4);
Group([ (1,3)(2,4) ])
gap> Elements(M);
[0, (1,3)(2,4) ]

Merkez, bir elementer abelyen 2-grubudur.

gap> normalSubgroups := NormalSubgroups(D4);

[ Group([ (1,2,34), (1,4)(23) 1), Group([ (1,23,4), (1,3)2,4) ),
Group([ (1,4)(2.3), (1,3)24) 1), Group([ (24), (13)(2:4) D),
Group([ (1,3)(2,4) ]), Group(()) ]

gap> for H in normalSubgroups do

> Print("Normal Alt Grup: ", Elements(H), "\n");

> od;

Normal Alt Grup: [ (), (2,4), (1,2)(3,4), (1,2,3.4), (1,3), (1,3)(2,4),
(1,4,3,2), (1,4)(2,3) ]

Normal Alt Grup: [ (), (1,2,3.4), (1,3)(2,4), (1,4,3,2) ]

Normal Alt Grup: [ (), (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) ]

Normal Alt Grup: [ (), (2,4), (1,3), (1,3)(2,4) ]

Normal Alt Grup: [ (), (1,3)(2,4) ]

Normal Alt Grup: [ () ]

gap> compSeries := CompositionSeries(D4);

[ Group([ (2,4), (1,2,3,4), (1,3)(2,4) 1), Group([ (1,2,3.,4), (1,3)(2,4)

1), Group([ (1,3)(2,4) 1), Group(()) ]
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gap> for i in [1..Length(compSeries)] do

Print("G", 1, ": ");

elements := SortedList(Elements(compSeries[i])); # Grup
elemanlarini alip siraliyoruz

Print("[");

for j in [1..Length(elements)] do

Print(String(elements[j]));

if j < Length(elements) then

Print(", ");

fi;

od;
Print("]\n");

od;
Gl: [0, (2,4), (1,2)(3,4), (1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,4), (1,4,3,2),
(1,4)(2,3)]
G2: [0, (1,2,3,4), (1,3)(2,4), (1,4,3,2)]
G3: [0, (1,3)(2,4)]
G4: [0]
gap> IsNormal(G3, G1);
true

G4,G3,G2 2 D4 ve elde edilen boliim gruplarinin mertebeleri 2
oldugundan, boliim gruplart devreseldir. O halde, D, Siiper
cozilebilir bir gruptur. Dolayisiyla, D, bir Siiper Coziilebilir
Ambivalent gruptur.

D, in komiitatér grubu ve nilpotentlik smifi da asagida
belirtilmistir:
CommutatorGroup := DerivedSubgroup(D4);
Group([ (1,3)(2.4) )
gap> IsNilpotent( D4 );
true
gap> NilpotencyClassOfGroup( D4 );
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3. V4 grubunun GAP ile incelenmesi:
gap> V4 := Group( (1,2)(3,4), (1,3)(2,4) );
Group([ (1,2)(3,4), (1,3)(2,4) 1)
gap> elements := Elements(V4);
[0, (1,2)3.4), (1,3)(2.4), (1,4)(2,3) ]
gap> SylowSubgroups := SylowSubgroup(V4, 2);
Group([ (1,3)(2,4), (1,2)(3,4) ])
gap> V4 := Group( (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) );
Group([ (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) ]
gap> elements := Elements(V4);
[0, (1,2)3.4), (1,3)(2.4), (1,4)(2,3) ]
gap> SylowSubgroup2 := SylowSubgroup(V4, 2);
Group([ (1,3)(2,4), (1,2)(3,4) 1)
gap> subgroupElements := Elements(SylowSubgroup2);
[0, (1,2)(3.4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) ]
gap> tbl := CharacterTable(V4);
CharacterTable( Group([ (1,2)(3.,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)]))
gap> Display(tbl);
la2a2b2c
X1 1
X2 1
X3 1-
X4 1

Goriildugii gibi karakter tablosundaki biitiin degerler birer reel
sayidir. Dolayisiyla, V, bir Ambivalent gruptur.

gap> normalSubgroups := NormalSubgroups(V4);
[ Group([ (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) 1), Group([ (1,2)(3.4) ),
Group([ (1,4)(2,3) 1), Group([ (1,3)(2,4) 1), Group(()) ]
gap> Print(normalSubgroups);
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[ Group( [ (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) ] ), Group( [ (1,2)(3,4) ]
), Group( [ (1,4)(2,3) 1), Group( [ (1,3)(2,4) ]), Group( () ) ]

gap> normalSubgroup := Group( (), (1,2)(3,4) );

Group([ (), (1,2)(3,4) 1)

gap> centerV4 := Center(V4);,

Group([ (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) )

gap> elementsCenter := Elements(centerV4);

[0, (1,2)3,4), (1,3)(2.4), (1,4)(2,3) ]

Merkez, grubun kendisine esit oldugundan grubun komiitatif
oldugunu gozlemliyoruz. Ustelik birimin disinda tiim elemanlar1 2.
mertebeden oldugundan bu grup elementer abelyen 2-grubudur.

gap> compSeries := CompositionSeries(V4);
[ Group([ (1,3)(2,4), (1,2)(3.4) 1), Group([ (1,2)(3,4) ]), Group(()) ]
gap> for i in [1..Length(compSeries)] do
Print("G", 1, ": ");
elements := SortedList(Elements(compSeries|[i]));
# Grup elemanlarin alip siraliyoruz
Print("[");
for j in [1..Length(elements)] do
Print(String(elements|[j]));
if j < Length(elements) then
Print(", "),
fi;
od;
Print("]\n");
od;
G 1: [0, (1,2)3,4), (13)(2:4), (1,4)2.3)]
G 2: 10, (1,2)3.4)]
G 3:[0]



G3,G2 2 V4 ve burada elde edilen boliim gruplarinin mertebeleri 2
oldugundan, boliim gruplarn devreseldir. Demek ki, V, Siiper
Cozilebilir bir gruptur. O halde, V, bir Siiper Coziilebilir
Ambivalent gruptur.

4. Qg grubunun GAP ile incelenmesi:

gap> g := SmallGroup(8.4);
<pc group of size 8 with 3 generators>
gap> Elements(g);
[ <identity> of ..., f1, 2, {3, f1*£2, f1*f3, £2*{3, f1*f2*{3 ]
gap> q := QuaternionAlgebra(Rationals);
<algebra-with-one of dimension 4 over Rationals>
gap> gens := GeneratorsOfAlgebraWithOne(q);
[e,i,j k]
gap> e := gens[1]; 1 := gens[2]; j := gens[3]; k := gens[4];
e
i
J
k
gap> Q8 := Group(i,));
#I default 'IsGeneratorsOfMagmaWithInverses' method returns
“true' for [ 1, ] ]
<group with 2 generators>
gap> Elements(Q8);
[ D¥e, (D*1, (D), (-1)*k, k, j, 1, ¢ ]
gap> IsomorphismGroups(g,Q8);
[f1,£2,f3]->[},i, -1)*e]
#Buraya kadarki kissmda QS8’in [ -e, -1, -j, -k, k, j, 1, e ] olarak
tanimlanmustir.
gap> Sylow2Q8 :=SylowSubgroup(Q8, 2);
<group of size 8 with 2 generators>
gap> Elements(Sylow2Q8);
[ D*e, (D*1, (D), (-1)*k, k, j, 1, ¢ ]
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gap> tbl := CharacterTable(Q8);
CharacterTable( <group of size 8 with 2 generators> )

gap> Display(tbl);

la4a4b 4c2a
X1 11111
X2 1-1-111
X3 1-11-11
X4 11-1-11
X5 2 .2

Stitunlar: Tablo basligindaki la, 4a, 4b, 4c ve 2a siitunlari, Q8
grubunun eslenik siniflarini temsil eder.

la: Birim elemant.

4a, 4b, 4c: Mertebesi 4 olan elemanlar

2a: Mertebesi 2 olan elemanlar

Satirlar (X.1, X.2, X.3, X.4, X.5): Her satir, Q8 grubunun farkli bir
karakterini, yani bir temsilini ifade eder.

X.1: Trivial karakter, tiim elemanlar i¢in 1 degeri alir.

X.2, X.3, X.4: Bu karakterler, 1 veya -1 degerini alir ve farkh
temsil tiirlerini gosterir.

X.5: 2-boyutlu indirgenemez temsil; noktali (.) hiicreler, bu temsil
icin bu smiflarda bir deger olmadigini gosterir.

Gortldiigii gibi karakter tablosundaki biitiin degerler birer reel
sayidir. Dolayisiyla, Qg bir Ambivalent gruptur.

gap> CompositionSeries(Q8);

[ <group of size 8 with 2 generators>, <group of size 4 with 2
generators>, <group of size 2 with 1 generator>, <trivial group> |
gap> Print(NormalSubgroups(Q8),"\n");

[ Group( [ ], 1, (-1)*e ]), Group( [ i, (-1)*e ] ), Group( [k, (-1)*e ]),
Group( [ j, (-1)*e ]), Group( [ (-1)*e ] ), Group(e) ]
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gap> for n in NormalSubgroups(Q8) do Print(Elements(n),"\n");
od;

[ D*e, (D*i, (-1)*), (D*k, k, j, 1, ¢ ]

[D*e, (-D*i1,¢]

[ (-D*e, (-1)*k, k, e ]

[D*e, (-1)%), ], e]

[(-D¥e,e]

[e]

Yukaridaki normal alt gruplar serisi incelendiginde, tiim alt
gruplarin birbiri i¢inde normal oldugu ve olusturulabilecek boliim
gruplarinin mertebelerinin 2 oldugu gozlemlenmektedir.

Bu durumda Qg boliim gruplar1 devreseldir, sonug olarak Qg Siiper
Cozilebilir bir gruptur. O halde, Qg bir Siiper Coziilebilir
Ambivalent gruptur.

gap> K =Group( [ k, (-1)*¢ 1);

#1 default "IsGeneratorsOfMagmaWithInverses' method returns
“true' for [ k, (-1)*e ]

<group with 2 generators>

gap> F := FactorGroup(Q8, K);

Group([ f1 ])

gap> chiTable := CharacterTable(F);

CharacterTable( Group([ f1 ]))

gap> Display(chiTable);

la2a
X1 11
X2 1-1

Qg/K bolim grubunun karakter tablosu reel degerlidir. O halde, bu
grup ta bir Ambivalent gruptur.

gap> M := Centre(Q8);
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<group of size 2 with 5 generators>
gap> Elements(M);
[(-D*e,e]

Merkez, bir elementer abelyen 2-grubudur.

Qg in komiitator grubu ve nilpotentlik smifi da asagida
belirtilmistir:

gap> CommutatorGroup := DerivedSubgroup(QS);

<group of size 2 with 1 generator>

gap> Elements( CommutatorGroup );

[(-D¥e,e]

gap> IsNilpotent( QS8 );

true

gap> NilpotencyClassOfGroup( Q8 );

2

5. A4 grubunun GAP ile incelenmesi:

gap> A4 = AlternatingGroup(4);
Alt([1..417)
gap> Elements(A4);
[ 0, (2,3.4), (2,4,3), (1,2)(3,4), (1,2,3), (1,2,4), (1,3,2), (1,3,4),
(1,3)(2,4), (1,4,2), (1,4,3), (1,4)(2,3) ]
gap> Sylow2A4 :=SylowSubgroup(A4, 2);
Group([ (1,2)3,4), (13)(2:4) 1)
gap> Elements(Sylow2A4);
[0, (1,2)(3.4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) ]
gap> Sylow3 A4 :=SylowSubgroup(A4, 3);
Group([ (1,2,3) ])
gap> Elements(Sylow3A4);
[0,(1,2,3),(1,3,2) ]
gap> tbl := CharacterTable(A4);
CharacterTable( Alt([1..41]))
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gap> Display(tbl);

Xl 1111
X2 11 A/A
X3 1 1/AA
X4 3 -1

A=(-1-N(-3) )2
/A = A’nin eslenigidir.

A, grubunun karakter tablosu incelendiginde bazi degerlerin reel
olmayan kompleks sayilarla ifade edildigini gériiyoruz.
O halde, A, ne bir Q-grubu ne de bir Ambivalent gruptur.

gap> Size(A4);

12

gap> M := Centre(A4);
Group(())

gap> Size(M);

1

Merkez, birim gruba esit oldugundan A, iin komiitatif olmadig:
gorilir.

6. As grubunun GAP ile incelenmesi:

gap> A5 := AlternatingGroup(5);

Alt([1..5])

gap> Elements(AS);

[ O, (3,45, (3,5,4), (2,3)4,5), (2,3.,4), (2,3,5), (2,4,3), (24.,5),

(2,4)(3,5), (2,5,3), (2,54), (2,53.,4), (1,2)4,5), (1,2)3,4),

(1,2)(3,5), (1,2,3), (1,2,3,4,5), (1,2,3,54), (1,2,4,5,3), (1,2,4),

(1,2,4,3,5), (1,2,5,4,3), (1,2,5), (1,2,5,3,4), (1,3,2), (1,3,4,5,2),

(1,3,5,4,2), (1,3)4,5), (1,3,4), (1,3,5), (1,3)(2,4), (1,3,2,4,5),

(1,3,5,2,4), (1,3)(2,5), (1,3,2,5,4), (1,3,4,2,5), (1,4,5,3,2), (1,4,2),
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(1,4,3,5,2), (1,43), (1,45, (1,4)3,5), (1,45,2,3), (1,4)(2,3),
(1,4,2,3,5), (1,4,2,5,3), (1,4,3,2,5), (1,4)(2,5), (1,5,4,3,2), (1,5,2),
(1,5,3.4,2), (1,5,3), (1,5.4), (1,53.,4), (1,54,2,3), (1,5)(2,3),
(1,5,2,3,4), (1,5,2,4,3), (1,5,3,2,4), (1,5)(2,4) ]
gap> Size(AS);
60
gap> Sylow2AS5 :=SylowSubgroup(AS5, 2);
Group([ (1,2)(3.4), (1,3)(2,4) ])
gap> Elements(Sylow2A5);
[0, (12)3.:4), (13)24), (14)(23) ]
gap> Sylow3AS5 :=SylowSubgroup(AS, 3);
Group([ (1,2,3) ])
gap> Elements(Sylow3AS);
[0,(1,2,3),(1,3,2) ]
gap> tbl := CharacterTable(AS);
CharacterTable( Alt([1..5]))
gap> Display(tbl);
X1 11111
X2 3-1.A*A
X3 3-1 .*A A
X4 4. 1-1-1
X5 51-1
A=-E(5)-E(5)™4
= (1-Sqrt(5))/2 = -b5

A=-b5 degeri, tablodaki baz1 karakterlerin irrasyonel bir bilesen
icerdigini ve bu bilesenin A olarak ifade edildigini gosterir.

As alterne grubunun karakter tablosu incelendiginde bazi degerlerin
rasyonel olmayip irrasyonel degerler olarak karsimiza c¢iktigini
gorliyoruz. O halde, A5 bir Q-grubu degildir fakat bir Ambivalent
gruptur.
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gap> CompositionSeries(AS5);

[AIt([1..5]), Group(()) ]

gap> normalSubgroups := NormalSubgroups(A5);

[AIt([1..5]), Group(()) ]

gap> for H in normalSubgroups do Print("Normal Alt Grup: ",
Elements(H), "\n"); od;

Normal Alt Grup: [ (), (3,4.,5), (3,5,4), (2,3)(4,5), (2,3,4), (2,3.5),
(2,4,3), (2,4,5), (2,4)(3.5), (2,5,3), (2,5.4), (2,5)(3.4), (1,2)(4,5),
(1,2)(3,4), (1,2)(3,5), (1,2,3), (1,2,3,4,5), (1,2,3,5,4), (1,2,4,5,3),
(1,2,4), (1,2,4,3,5), (1,2,5,43), (1,2,5), (1,2,53,4), (1,3,2),
(1,3,4,5,2), (1,3,5,4,2), (1,3)4,5), (1,3,4), (1,3,5), (1,3)2,4),
(1,3,2.4,5), (1,3,5,2,4), (1,3)(2,5), (1,3,2,5,4), (1,3,4,2,5),
(1,4532), (1,42), (1,43.,52), (1,43), (1,45), (1,4)3.,5),
(1,4,5,2,3), (1,4)(2,3), (1,4,2,3.,5), (1,4,2,5,3), (1,4,3,2,5), (1,4)(2,5),
(1,5,4,3,2), (1,5,2), (1,5,3,42), (1,5,3), (1,54), (1,5(3.4),
(1,5,4,2,3), (1,5)(2,3), (1,5,2,3,4), (1,5,2,4,3), (1,5,3,2,4), (1,5)(2,4)
]

Normal Alt Grup: [ () ]

gap> M := Centre(AS);

Group(())

gap> Size(M);

1

Merkezi birim grup oldugu i¢in Az komiitatif bir grup degildir;
Ustelik kompozisyon serisi incelendiginde trivial normal alt
gruplarinin disinda hicbir normal alt grubu yoktur. Dolayisiyla, As
basit bir gruptur. Siiper Coziilebilir bir grup degildir.
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BOLUM 5

(p,q)-MEYER-KONiG-ZELLER-KANTOROVIiCH-
STANCU OPERATORLERININ ISTATIKSEL
YAKINSAKLIGI UZERINE

Esma KANGAL'!
Ulkii DINLEMEZ KANTAR 2

Giris

Fonksiyonlarin ¢ok daha basit fonksiyonlarla nasil yaklagik
olarak ifade edilecegi konusu arastirmacilarin yillardir dikkatini
cekmektedir. Yaklagim teorisi olarak adlandirilan matematigin bu
dali tiizerinde calismak, Ozellikle analitik c¢Oziimlerin miimkiin
olmadig1 veya zor oldugu durumlarda olduk¢a onemlidir. Yaklagim
teorisi hem teorik matematikte hem de uygulamali bilimlerde genis
kullanom alanina sahiptir. Yaklagim teorisi, sayisal analiz
kapsaminda integral ve tiirevlerin sayisal olarak hesaplanmasi ve
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerinin  bulunmasi
(Atkinson, 1989), veri bilimi ve makine 6grenmesi kapsaminda
karmasik fonksiyonlarin 6grenilmesi ve genellenmesi (Toggio &
ark., 2017), bilgisayarlarda goriintii sikistirma igleminin yapilmasi
(Farin, 2002), Fourier analizi yoluyla sinyallerin temsil edilmesi
(Mallat, 2008), istatistikte yogunluk tahmini (Wasserman, 2006),

1 Gazi Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisi, Matematik Bolimi, 06500
Yenimahalle, Ankara ORCID:0000-0002-9873-4859
2 Prof. Dr., Gazi Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, 06500
Yenimahalle, Ankara ORCID: 0000—000623-5656-3924



mithendislikte kontrol teorisi ve sistemlerin modellenmesi (Rao,
2011) gibi alanlarda bir ¢ok problemin ¢oziimiine katki saglar.
Pozitif lineer operatorlerle yaklasim ise yaklasim teorisinin oldukg¢a
yaygin bir ¢aligma alanidir. Bizim de bu alanda yakin zamanda
yapilmis ¢alismalarimiz bulunmaktadir (Su & ark., 2024; Lin & ark.,
2024; Cai, & ark., 2025).

Yaklasim teorisinde ozellikle 19. ve 20. yiizyillarda kayda
deger gelismeler yasanmistir. Oyle ki 1885 yilinda Weierstrass kendi
adiyla bilinen yaklagim teorisinin temeli olarak kabul
edebilecegimiz Weierstrass yaklasim teoremini olusturmustur. Bu
teorem kapali bir aralikta tanimli her siirekli fonksiyona
polinomlarla yaklasilabilecegini ifade eder. 1912 yilinda ise,
Bernstein [0,1] kapali aralig1 lizerinde taniml1 her siirekli fonksiyona
yaklasan en az bir polinomun var oldugunu kendi adiyla anilan
Bernstein serilerini insa ederek ispatlamistir. Bernstein polinomlari
f € C[0,1] ve n € N igin

B0 Y ()" (1—x)(""‘)f(§), x €[0,1]
k=0

seklinde tanimlanmistir (Bernstein, 1912). Bernstein polinomlari
basit yapilar1 ve kullaniglt 6zellikleri sayesinde arastirmacilarin ¢ok
fazla dikkatini ¢ekmis ve bir¢ok c¢alismanin mihenk noktasi
olmustur, dyle ki bir¢ok bilim adam1 bu polinomlar1 gelistirerek bir
diger deyisle genellestirerek siirekli olmak zorunda olmayan
fonksiyonlar i¢in bile yaklasim sonucu veren operatdrler insa
etmistir. Bunlara ilk etapta Kantorovich operatorii  (Kantorovich,
1930) ve Durrmeyer operatorii (Durrmeyer, 1967) ornek verilebilir.
1960 yilinda Meyer-Konig- Zeller operatorii, n € N olmak tizere

oo

M, (f; %) = Z (! Yk (1 -t £ (n -Ii k) x €[0,1) ise,
k=0

--64--



M,(f;1) = f(1),x = 1ise,

seklinde tanimlanmistir (Meyer-Konig, Zeller, 1960). Bu operator
iizerine cesitli caligmalar yapilmistir, bunlardan bazilarina (Gupta,
2002), (Sofyalioglu, Kanat, & Cekim, 2021) ve (Donga & Qiulan,
2025) ¢alismalarini 6rnek verebiliriz.

18. ylizyillda g-analiz fikri ortaya ¢ikmus, 20. yilizyilin
baslarinda ise g-tlirev ve g-integral tanimlarinin temelleri atilmistir
ve boylece bugiinkii anlamda g-analiz modern bir teori haline
gelmistir. Kuantum gruplar ve kuantum cebirleri ortaya ¢iktiginda,
q-analiz kuantum mekanigi ve istatistiksel fizik gibi alanlarda da
kullanilmaya baslanmistir. ¢ parametresinin kullanilmasi ile daha
once bahsettigimiz operatorlerin, g-analizdeki modifikasyonlari
olusturulmustur. Bunlardan biri de 2000 yilinda Trif tarafindan
tanimlanan, g-Meyer-Konig-Zeller operatoriidiir. Bu operator, n €
N olmak iizere f € C[0,1] igin

. _ ' n+k k _ n+1 ( [k]q ) .
My q(f5%) = Zkzo[ K ]qx Q-0 f i) # 1ise
Mn,q (f11)=f(1), x =11se
olarak tanimlanmistir (Trif, 2000).

g-analizin 6zellikle kuantum fizik ve yaklasim teorisindeki
uygulamalar1 artinca matematik¢iler bu yapiyr daha genel hale
getirmek istemislerdir. Bunun sonucu olarak daha genel durumlari
modelleyebilmeyi saglayan iki parametreli (p,q)-analiz ortaya
cikmistir. Bu sistemin kullanilmasi ile daha once bahsedilen
operatorlerin (p, q)-analoglari insa edilmis ve yakinsaklik 6zellikleri
incelenmistir. Buradan ilhamla Meyer-Konig-Zeller operatoriiniin
(p, q)-parametreli  genellemesi, B,(x) = [[7=o(p° — ¢°x) olmak
lizere
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M(n,p,q) (fr x)

_ 1 n+k _kn [k],
_p”(”ﬂ)/zz[ ] TR )f<[ +k]pQ> relbid)ise

k=

Mp,(1,x) = f(1),x = 1ise

seklinde tanimlanmistir (Kadak, Khan, & Mursaleen, 2021). Daha
sonra  (p,q)-Meyer-Konig-Zeller  operatoriiniin ~ Kantorovich
modifikasyonu,

+k+1 —kn .-
mydeo =" prn g xR ()
p.q

Ve

pw=| e -an
s=0

olmak tizere f € C[0,1] i¢in

[k+1]pq

[n+1],, = . +k+1l,4 _
npq(f ) = n(n /2 Z mn,k(x)f[k]qu f(pn 1t)dp,qt
= Tarilyg

seklinde ifade edilmistir (Maurya, Sharma, & Gupta, 2018). Tim bu
caligmalardan ilhamla (Tiziin, 2024)’de (p,q)-Meyer-Konig-
Zeller-Kantorovich operatdriiniin Stancu genellemesi tanitilmis ve
yakinsaklik 6zellikleri incelenmistir. Biz de bu operatoriin istatiksel
yakinsaklig1 iizerinde duracagiz, ¢alismamizin ana pargast olan bu
tipteki operatoriin tanim1 gelecek boliimde yapilacaktir.

Temel Tanim ve Teoremler

Bu bolimde tamsayi, faktoriyel, binom katsayisi, binom
agilimi, tiirev ve integral gibi kavramlarin (p, q)-analoglarini
tanitacagiz. Biitiin calisma boyunca 0 < g < p < 1 olarak kabul
edilecektir.
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Tanmm 1: [n],, ile gosterilen (p,q)-tamsayisi
pn _ qn
[n]p,q = —,n=20,1,2, ...
pP—q
seklinde tanimlanmaktadir.
Tamm 2: [n], ! ile gosterilen (p, q)-faktoriyel
mlat = {1 -2
pa’ = ([1],4[2]p,q - [n]pg n =1

seklinde ifade edilmektedir.

Tanim 3: 0 <k <n tam sayilarn igin, (p,q)-binom
katsay1lar
[n] _ [n]pq!
klpq [k]p,q! [n— k]p.q!

olarak verilmektedir.

Tanim 4: (p, g)-binom agilimi

n-—1
(x+y)pq = n(psx + q°y)]
s=0
olarak ifade edilmektedir.

Tamim 5: Bir f: R — R fonksiyonu i¢in (p, q)-analizindeki
tirev
f(px) — f(gx) .

»—@x #0

Dyq(f (X)) =
ve limitin var olmasi kosuluyla
Dyq(f(0)) = 31}_% Dy,q(f ()

olarak tanimlamaktadir.
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Tanim 6: f:C[0,a] - R fonksiyonunun (p, q)-integrali
k

¢ e q p
j;)f(t) dp’qt:(p_Q)aZWf<Wa>’ |a|>llse
k=0
olarak verilmektedir.

Simdi ¢alismamizda kullanacagimiz bir yontem olan
istatiksel yakinsaklik kavramini agiklayacagiz. xs ile S € N'nin
karakteristik fonksiyonunu gosterelim. S kiimesinin dogal
yogunlugu, limitin var olmasi sartiyla,

N
_ 1
lim 6(5) =~ > xs(k)
k=1
seklinde tanimlanir.

Her € > 0 icin 8{n € N: |x,, — L| = €} = 0 ise (x,,),, dizisi
bir L sayisina istatiksel olarak yakinsaktir ve st — lim x,, =L

n—oo

olarak gosterilir.

Teorem 1: C,[a,b] pozitif reel eksende siirl ve [a, b]
izerinde tanmimli tim stirekli fonksiyonlarin uzaymi gostersin.
L,: Cyla, b] — C[a, b] pozitif lineer operatorler dizisi i¢in

st — rlli_r)£10||Lnel- =€ |l¢cfap) =0, Vi=0,1,2
sarti saglanirsa, her f € Cgla, b] icin
st = lim [|Lnf = flleqapn =0
sonucu elde edilir (Gadjiev & Orhan, 2002).

Ana sonucumuzu bulmak i¢in yukarida verilen teorem bize
yol gosterecektir, bu ylizden oldukca dnemlidir.

(p, @) —Meyer-Konig-Zeller-Kantorovich-Stancu operatorii

Bu agamadan itibaren ¢alisma boyunca 0 < g < p <1lve 0 <
a <P oldugunu kabul edecegiz. (p, q)-Meyer-Konig-Zeller-
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Kantorovich operatoriiniin Stancu tipi modifikasyonu asagidaki
sekilde tanimlanmustir.

} +k+1 —kn .—
A =" I | prng Rk, (),
b.q

p@=]]@-en
s=0

olmak {izere, f € C[0,1] i¢in (p,q)-Meyer-Konig-Zeller-
Kantorovich-Stancu operatorii

ve

Hy D.q (f x)
[k+1]pq 1
[n + 1]pq ( )f tk+1lpg ( tlnl,q + 0() d e
~ pnn-1)/2 1)/2 T p.a
p [n+k < [nlpq + B
seklinde tanimlanmaktadir (Tiiziin, 2024).
f ec[o1] fonksiyonu igin
[k+1lp,q
n+k+1] pn_lt[n] q T«
I(f() = f f( = dpqt
[nlpq +B
[n+k]pq

seklinde tanimlanan fonksiyonel kullanilarak agagidaki lemma elde
edilmistir (Tiiziin, 2024).

Lemma 1: e; = t!,i = 0,1,2 olmak iizere I(e;) igin asagida
verilen esitlikler elde edilir.

(pq)*[nlpq

I =
(€o) [n+k+ 11,40+ k], 4
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I(ey)

_ 1 (p)*[nlyq {p”‘l <[k] < q
(] +B) [n+k+1],4n+ k], AT

+ 1 + P +
[n+kl,, n+k+1],, ap

1 (pz(”‘” [n]3 4 (p)*
([nlyq + B)° Blpg [Mtk+1]pqn+klyg
X {[k]2,,U;(n, k) + [k],,qUi(n, k) + Up(n, k)}
N 2ap™ 1 (pg)*[nl; 4
[2]pqn+k+1]p4n+ k],

az(pQ)k[n]p,q
[n+k+1],4n+klpqg

I(ey) =

{[klpqUs(m, k) + Uy(n, k)}

dir, burada Uy, U,, U3 ve U, ifadeleri

2
q q 1
U,(n, k) = ,
2(1, k) ([n Tkt 13, Akt i, +khg [t k]g,,q>
2p*q p*
Uy(n, k) = ,
) = v 12, Ttk L,qin + K g
pk
ot ) = e T,
Us(n, k) = a 1
m+k+1],q [M+k]pq
pk
Us(n k) = n+k+1],4
seklindedir.

Lemma2: i = 0,1,2 ve e; = t! olmak iizere momentler igin
Haupq (eg,x) = Hn‘p‘q(l, x)=1
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[n]pq ( pn—l _ qn—1x>
H, ,X) < 2X +—mmMM
,p,q(el .X') < [z]p'q([n iy n B)q + —

(04

Tl B

}[n,p,q (ez,x)

< 1 {( x[nl3 4 + 3[nl;qxp
( pq+B) q3[ [ ]pqq4
plnlsq ("2 —q"? ) Za[n]p,q> ("' —q"'x)
[3]p,qq5 [Tl - Z]p,q [Z]p,qqz [TL - 1]p,q
3qx*[nl5, 4aln],, 2}
Brq | et

seklinde esitsizlikler elde edilir (Tiizlin, 2024).

H 1, pq Operatiriiniin statiksel Yakinsakhg

Teorem 2: gq,€ (0,1) ve Pn € (qn,1] olmak iizere
st — limqn =1,st — limq,’{ =a,
st — llmpn =1,st— llmpn =
n—-oo n—-oo

sartlari saglansin. Boylece, her  f € (C,[0,1] icin

elde edilecektir.

Ispat: Hy p,q Operatoriiniin Teorem 1'de bahsi gegen tiim sartlari

sagladigim1  gostermek yeterlidir. Bunu yaparken Lemma 2'de
momentler i¢in bulunan esitsizlikleri kullanacagiz.

i =0 igin [|Hyp4(€0,) — €ollcpo,1] = 0 oldugu asikardir. Simdi
i = 1 i¢in incelemeye baglayalim.
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|Hpyq, (€1, %) — 61(X)|
‘(2 N 2 e L ann)x
2] ppan (M, qn +B)4n
[nlp,,.q,(0n ™" — a7 %)

+
[2]pn'Qn([n]anQn + B)qnz[n - 1]pnrQn

(0.4

i [ ]pn dn + B

< (2[n] lpwan = Plpnan [n]pn,qn%)x
(210, (M0 + B)n

N [n]p,.0n (Pﬁ_l - q,?‘lx)

[z]pn,qn([n]pn,qn + B)Qn qnln — 1]Pan

(04

¥ [n]PnJQn + B

< (2 = [20p.0,97) [y,
a [2]pnIQn([n]anQn + B)qn

N [n)p,.4, (pn1+q )
[z]pn’Qn([n]pann + B)qn qn [n - 1]pn'qn
(04

* [n]pnIQn + B

Herhangi verilen bir € > 0 i¢in
M= o) il

. (2 - [Z]p-,q-qi)[i]p-q- E}
M — . 12 A UMl > —
' {l [Z]m,qi([i]pi.qz + B)Qi = 3
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M, = {i : [i.]pi'qi <Pll_1 + qii_1> . E}’
[2]pi'Qi([L]pi'Qi + B)qi q:li - 1]Pi,ql' 3

el ey
T [pe t873

kiimeleri tanimlansin. Buradan

M c M; UM, U M; oldugunu kolaylikla sdyleyebiliriz. Ayni
zamanda kiimeler arasindaki bu iliskiden

5{i Sn: || Hpyp,q(en) — el”c[o,ﬂ = 6}

5 {i- (2 — [2]pi,qiql')[i]pi,qi > f}
200 ([pyq, + B)a: 3

+8 {i' [i]pi'Qi <pz!_1 + Qii_l ) > S}
[2]pi:Qi([i]pi:Qi + B)Qi qli - 1]pi'qi -3

Ty t8 73

sonucuna varabiliriz. st — limp, =1, st—limq, =1, st-—
n—-oo n—-oo

IA

lim p;; = b, st — lim q;; = a limitlerini kullanarak
n—oo n—oo

. (2 - [Z]p q Qn) [n]p q
-1 ndn ndn _
* nl_l;ro}o [2]pnIQn([n]pn:Qn + 3)%

n n-—1 + n-—1
ot lim [np,an ( pn +an ) _o,
nmee [z]pn:Qn([n]pn:Qn + B)qn qn [Tl - 1]pn'qn
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o
st— lim———=0
n-o 1], g, +B

esitliklerini  elde  ederiz.  Buldugumuz  bu  sonuglar

S{i: II}[n,pn,qn(el; ) - el”C[O,l] = E} =0
oldugunu gosterir, boylece

st — rlli_r)go”?{n,p,q (e1,') —erllcoy =0

sonucuna rahatlikla ulasiriz.

i = 2 igin ilk olarak tiggen esitsizligini, sonra x € [0,1] ve

0 < g, < pn < 1 olmasi sartin1 kullanarak asagidaki esitsizligi elde

ederiz.

| Mo, prm (€2, %) — €2(1))|

< (3 = IBlpp4nn®) an [M13,,q,
- [3]pn,qnqn3([n]pn an T B)Z

+ 1 {( 3x[nlp,a, | 3[np,q.% Pn
([nlp,q, + ,8) @ Blonan  [Blppantn®
Pulnlp,a, 0n"2 = " %%) | 2alnly, g\ 0" = ¢ %)
[Blpnantn® [0 =2lp,4, [2]pn.qn%2) [n = 1]p,4,

4aln
+ [ ]anQn_I_az}
(211,400
< (3 B [3]anann2) [n]%n:Qn
2
[3]pn'ann3([n]pn'Qn + IB)
+ 1 {( 3[71]12971 Adn + g[n]%nﬂn
4
([ Prdn + ,8) qn ]pn:Qn [3]pn:ann
13,0, ("% +q,"?) | 2alnly, g, ) N
[3]pn,ann5 [n - Z]pn,qn [Z]pn,qnqnz [Tl — 1]
4aln
+ —[ Jpn.an + az}.
[z]pn,qnqn

Pndn
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Bir onceki adimda yapilan benzer islemleri yaptigimiz
takdirde

st — rlli_r)rololl}[n,p,q (92;') — € IIC[O,l] =0
oldugunu gosterebiliriz. #{;, , , operatorii Teorem 1’in hipotezlerini
sagladigindan dolay1 kolaylikla

st — i%ll}[n.an - f”C[O,l] = 0

sonucunu elde ederiz.
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BOLUM 6

DEMI-LIMITED OPERATORLER SINIFI

GUL SINEM KELES'
BIROL ALTIN?
Giris

Demi notasyonu ilk kez “Construction of fixed points of
demicompact mappings in Hilbert space” isimli makalede Petryshyn
tarafindan kullanilmistir. (Petryshyn, 1966). Benkhaled H., Elleuch
A., ve Jeribi A. 2020’de sira zayif demikompakt operatdr sinifini
tanimladilar (Benkhaled, Elleuch &Jeribi, 2020). Daha sonra demi
Dunford-Pettis operatorleri sinifi Benkhaled H., Hajji M. ve Jeribi
A., tarafindan tanimlanmistir (Benkhaled, Hajji & Jeribi, 2022). Son
zamanlarda Demi gosterimi bagka operator smiflar1 iginde
tanimlanilmisti. Bu calismada 1984°te “Limited Operators and
Strict Cosingularity” isimli makalede J. Bourgain ve J. Diestel
tarafindan calisilan limited operatdrler sinifinin bir genellestirilmesi
olan demi-limited operatorler sinifi tanimlanmistir ve ozellikleri

incelenmistir.

! Gazi Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara 0000-0001-5712-239X
2 Prof. Dr., Gazi Universitesi, Fen Fakiiltesi, Teknikokullar, Ankara 0000-0002-

1085-809X
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E, F iki Banach uzay1 ve T: E — F bir sinirli operator olsun.

Eger her (f,) € F' i¢in fngO iken T’(fn)MO oluyorsa T
operatdriine limited operatdr denir. E’ den F’ ye tanimli biitiin
limited operatorlerin siifi L;(E,F) ile gosterilir (Bourgain &
Diestel, 1984). Bu ¢alismada 6zdeslik doniistimii I ile gosterilecektir.
Tanimlanmayan tanim ve notasyonlar i¢in (Aliprantis &
Burkinshaw, 2006)’ ya bagli kalinacaktir.

Temel Sonuglar

Tamim 1. E bir Banach uzayi, T: E — E bir sinirli operator

olsun. Eger her (f,) € E' i¢in f, %0 ve (=T () M 0 iken f,

1.1 Ce .. .
— 0 saglantyorsa T operatoriine demi-limited operator denir.

E tizerinde tanimli biitiin demi-limited operator sinifi DL;(E) ile
gosterilir.

Teorem 1 E bir Banach uzay1 olsun. O zaman her @ # 1 i¢in
al € DL,;(E) olur.

. : 111

ispat Her (£,) € E' igin f, >0 ve (f, — (al)'(£)) =0
olsun. Bu durumda

ful—a) 530

elde edilir ve sonug olarak f,, sifira norm yakinsak olur. Dolayisiyla
a birden farkli oldugu durumda, al demi-limited operatdr olur.

Teorem 1, @ = 1 i¢in genelde gegerli olmaz.

Ornek 1 ¢,, R nin sifira yakinsak dizilerinin uzay1 olmak {izere her
neN ve x =(x,) €Ecy i¢in I:cy = ¢, donlsimi f,:cy = R,

fn(x) = x;, olarak tanimlansin. (f;,) € (cy)’ ve f,, %, 0 olur ancak fa
sifira norm yakinsak degildir dolayisiyla I € DL;(c,) olur.
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Teorem 2 Her limited operator bir demi-limited operatordiir.

Ispat E bir Banach uzayi, T: E — E Dbir limited operator ve (fp) €
E' olsun. Kabul edelim ki f;, 2 0ve (L —T' () —> 0 saglansin.

Ifull = lfa = T"(f) + T" (B
S =T U+ IT' (DI

yazilabilinir. T limited operator oldugundan, kabulden ve yukaridaki

11
esitsizlikten f,, = 0 sonucuna varilir. Dolayisiyla T bir demi-limited
operatordiir.

Bir sonraki 6rnek, Teorem 2’ nin tersinin genellikle dogru
olmadigin1 verir.

Ornek 2 T:cy—>cove T = é olsun. Teorem 1°den T operatérii ¢,
iizerinde demi-limited operatordiir ancak limited operator degildir.

Ornek 3 T:c, — ¢, operatorii her x = (x;) € ¢, i¢in T(x) = x,e;
olarak tamimlansin. T:cy — ¢y operatorii limited operatordiir. Diger
yandan H = [ + T operatoriinii tanimlayalim. Kolaylikla goriilebilir
ki H operatorii demi-limited operatdr degildir.

Teorem 3 E bir Banach uzayr, T:E — E bir limited operator ve
S:E — E bir demi-limited operator olsun. Bu durumda T + S bir
demi-limited operator olur.

Ispat (f,)) € E' icin f, Y0 ve (fu — (T+9'(£) 0 olsun.
Ifn = S"GIll = llfn =T'(f) + T'(f) = S" )
<fn =T+ G+ NT G

1.1
olur. T limited operatér oldugundan T'(f;) = 0 olur. Dolayisiyla

kabulden ve esitsizlikten fn—=S"(f) u 0 olur. S: E — E bir

T .. 9 1.1 .
demi-limited operator oldugundan f,, = 0 olur ve ispat tamamlanur.
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Iki demi-limited operatériin toplami genellikle demi-limited
operator olmayabilir.

Ornek 4 T,S: ¢, — ¢y, operatdrleri her x = (x,,) € cq icin T(x) =
S(x) = %x olarak tanimlansin. T ve S operatdrleri Teorem 1’den
demi-limited operatordiir ancak T + S = I bir demi-limited operator
degildir.

Omnek 4 aym zamanda bize demi-limited operatorler
uzayinin genellikle bir vektor uzay1 olmadigini verir.

Asagidaki teorem yardimiyla ayrilabilir bir Banach uzayinin
sonlu boyutlu olmasinin karakterizasyonu verilecektir.

Teorem 4 E bir ayrilabilir Banach uzay1 olsun. Asagidakiler denktir.
(i) E sonlu boyutludur.

Ispat (i) = (ii) E sonlu boyutlu olsun. E iizerindeki zayif*
yakinsama ile norm yakinsama denk oldugundan E {izerindeki her
stirekli operator limited operator olur. Dolayisiyla L;(E) = DL;(E)
sonucu elde edilir.

(ii) > (i) L;(E) = DL;(E) olsun. Teorem 1’den ée DL, (E)
oldugu biliniyor. Kabulden % € L;(E) olur. Dolayisiyla I € L;(E)

olur. E’nin ayrilabilir olmas1 dikkate alinirsa Teorem 3.20 ve
Teorem 3.34 (Aliprantis & Burkinshaw, 2006) ’den E’ nin sonlu
boyutlu oldugu kolaylikla goriiliir.

Bir sonraki teorem, Teorem 4’lin bir sonucu olarak elde
edilir.

Teorem 5 E bir ayrilabilir Banach uzay1 olsun. Asagidakiler denktir.
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(i) Her T: E — E siirekli operator, bir demi-limited operatordiir.
(ii) I: E —» E bir demi-limited operatordiir.
(iii) E sonlu boyutludur.

T bir demi-limited operator olsun ve 0 < § < T saglansin. S
operatorii bir demi-limited operatdr olmayabilir. Ornek 5 demi-
limited operatorler sinifinin domination 6zelliginin genellikle
saglanmadigini verir.

Ornek 5T,S : ¢, — ¢, iki operator olmak iizere T = 21ve S = I
olacak sekilde tanimlansin ve 0 < S < T saglansin. Bu durumda
Teorem 1’den T bir demi-limited operator iken S bir demi-limited
operatdr olmaz.
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BOLUM 7

SMARANDACHE ADJOINT EGRILIi YUZEY
AILELERI UZERINE

GULNUR SAFFAK ATALAY!

Giris ve Genel Bilgiler

Egriler, diferansiyel geometri ve matematiksel modelleme
alanlarinin temel yapi taslarindandir. Egrilerin egrilik, torsiyon gibi
geometrik oOzellikleri, yiizeylerin, uzay zamanimin ve fiziksel
sistemlerin anlasilmasinda kritik Oneme sahiptir. Bu nedenle,
diferansiyel geometriyi anlamak ve uygulamak icin egrilerin
matematiksel analizinin biiyiik bir 6nemi vardir. Egriler, hem teorik
caligmalar hem de pratik miihendislik ve fiziksel uygulamalar i¢in
temel bir aractir. Bilgisayar grafiklerinde, 3D modelleme, animasyon
ve goriintii isleme gibi alanlarda egriler kullanilir. Bunun yani sira
egriler, ylizeylerin tizerinde belirli yollar1 tanimlamak i¢in kullanilir.
Ornegin, bir yiizeyin parametrizasyonu sirasinda, yiizey iizerinde
belirli egriler (6rnegin, kapali egriler, dogrusal egriler)
tanimlanabilir. Yiizeyler ve egriler arasindaki iligki, daha genel
geometri ve analiz problemlerinin ¢éziilmesinde 6nemli bir yer tutar.
Frenet-Serret ¢atisi, bir egrinin her noktasinda tanjant, normal ve

' Dogent Doktor, Ondokuz May1s Universitesi Egitim Fakiiltesi,Matematik ve Fen
Bilimleri Egitimi Béliimii, Samsun, Tiirkiye, Orcid: 0000-0003-4168-1642
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binormal vektdrlerini tanimlayan ve egrilik ile torsiyonla iliskili
denklemler sunan bir teoridir. Bu cati, egrinin bir noktasindaki
geometrik 6zellikleri anlamak icin giiclii bir aractir. Ozellikle bir egri
tizerindeki hareketin yonelimini ve egriligini hesaplamak ig¢in
kullanilir.  Bilindigi {iizere egrilerin bir¢ok siniflandirilmasi
mevcuttur. Adjoint (eslenik) egri ( baglantili egri, yon egrisi veya
eslenik es) ve Smarandache egrileri bu siniflandirmaya 6rnek olarak
verilebilir. Adjoint egrisi, belirli bir egrinin Frenet vektorlerinden
biri tarafindan olusturulan bir vektér alaninin integralinin
alinmasiyla tanimlanir. Adjoint (eslenik) egri, herhangi bir s
parametresine sahip bir egrinin binormal vektoriiniin integrali
yardimiyla tanimlanmistir (Choi & vd., 2012a, Choi & vd., 2012b,
Deshmukh & vd., 2018, Nurkan & vd., 2019). Frenet c¢atisina gore
tanimlanan adjoint egrisi, genellikle kontrol teorisi, optimal
¢oziimleme, geometrik analiz ve fiziksel sistemlerin modellemesi
gibi alanlarda 6nemli bir matematiksel aractir. Bu tiir egriler, orijinal
egrinin geometrik Ozelliklerini optimize etmeye yoOnelik yan
coziimler saglayarak, sistemlerin daha etkili bir sekilde analiz
edilmesine olanak tanir. Smarandache egrisi, adin1 matematikgi
Florentin Smarandache'den alir ve genellikle bir egri lizerinde
tanimlanan 6zel bir yol veya izdir. Bu egri, belirli kosullar altinda
hareket eder ve geometrik olarak, farkl tiirde egriler arasinda bir
baglanti veya iliskiler kurar. Frenet ¢atis1 c¢ercevesinde,
Smarandache egrileri, bir egrinin davranigini tanjant, normal ve
binormal vektorlerine bagli olarak tanimlanan 6zel egrilerdir. Bu
egriler, belirli bir yiizeyde veya uzayda, egriligi ve torsiyonu
optimize etmek veya baska geometrik Ozellikleri incelemek
amaciyla kullanilir. Adjoint ve Smarandache egrileri iizerine yapilan
caligmalar i¢in (Izumiya & Takeuchi, 2003), (Izumiya & Takeuchi,
2004), (Ali, 2010), (Kahraman & Ugurlu, 2014), (Abdel- Aziz &
Khalifa Saad, 2017), (Elzawy & Mosa, 2017), (Arikan & Nurkan,
2020), (Bayram, 2020) ve (Nurkan & Giiven, 2022) kaynaklarina

bakilabilir. Ug boyutlu Oklid uzayinda verilen bir egriden gegen ve
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bu egriyi 6zel bir egri olarak kabul eden yiizey ailesi kavrami ilk
olarak Wang ve arkadaslar tarafindan ifade edilmistir (Wang & vd.,
2004) Kasap ve arkadaglar1 Wang'in c¢alismasini yeni tip sapma
fonksiyonlar1 getirerek genellestirmiglerdir (Kasap & vd., 2006). Liu
ve arkadaslar1 Wang'in caligmasinda bahsi gegen egriyi bir egrilik
cizgisi olarak ele alarak yiizey ailesi problemini incelemislerdir (Liu
& vd., 2011). Son zamanlarda 6zel egri ¢iftlerini igeren yiizey ailesinin
bulunmasi problemi ile ilgili literatiirde yer alan ¢aligmalardan bazilar
(Atalay & Kasap, 2016a), (Atalay & Kasap, 2016b), (Atalay &
Kasap, 2017), (Atalay, 2018a), (Atalay, 2018b), (Atalay & Ayvact,
2021a), (Atalay & Ayvaci, 2021b), (Ayvact & Atalay, 2023), (Atalay
& Murat, 2024), (Atalay, 2024), (Atalay & Ayvaci Simsek, 2025)
(Atalay & Murat, 2025) dir.

Bu calismada 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet catisi ile
verilen egrinin Smarandache egrilerinin integral egrilerinden elde
edilen adjoint egrilerinin (Smarandache adjoint egrileri) parametrik
denklemi ile verilen yiizey iizerinde sirasiyla geodezik, asimptotik
ve egrilik ¢izgisi olmasi i¢cin gerekli kosullar verilmistir. Ayrica
caligmay1 destekleyen orneklerde Maple 12 programi kullanilarak
sunulmustur.

Calismanin bulgular kisminda kullanilacak olan asagida
verilen temel tamimlar ile,Smarandache egrilerinin integral
egrilerinden elde edilen adjoint egriler ile ilgili tanim, teorem ve
sonuclar (Nurkan & Giiven, 2022) makalesinden alinmistir.

Tanmm 1. Egriligi « # 0 olan ve ikinci tlirevi sifir olmayan

yay uzunluguna sahip o :/ — E" egrisine Frenet egrisi denir.

Tamm 2. «:1—>E°, {T,N,,B,x,,1,} Frenet-Serret

elemanlar1 ile verilen Frenet egrisi olsun. @ nin TN-adjoint egrisi,
TB-adjoint egrisi, NB-adjoint egrisi ve TNB-adjoint egrisi, sirasiyla,
asagidaki gibi tanimlidir:
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:%J'(Ta +N, )ds,

1
y —I(Ta + B, )ds,
V2 (1)

= )

1
% ZEI(TQ +N, +B, )s.

Aciklama 1. Eger o yay uzunlugu parametresi s olan bir
egri ise a nin adjoint egrisinin de yay uzunlugu parametresi s dir.

Teorem 1. «, E’ de {Ta,Na,Ba,Ka,ra} Frenet-Serret

elemanlar ile verilen yay uzunlugu parametreli regiiler bir egri ve
£ da « ’nin TN-adjoint egrisi olsun. £ ’nin Frenet vektor alanlari,

egrilik ve burulmasi

1
T, = ﬁ(T +N,),
1
N, = T +N s
/ W( <N+ fB,)
1

B, = 2B, 2
Ky = \/, a«/2+f
1 st

T, \/Ez'a 2/

seklinde tanimli olup burada f = Yo dy,
K

a

--88--



Sonu¢ 1. a:/ — E° Frenet egrisi genel helis olsun. Bu

takdirde « egrisinin TN-adjoint egrisi de genel helistir.

Teorem 2. o, E’ de {T,,N_,B ,x,,1,} Frenet-Serret

elemanlar ile verilen yay uzunlugu parametreli regiiler bir egri ve
y da «a ’nin TB-adjoint egrisi olsun. y 'nin Frenet vektor alanlari,

egrilik ve burulmasi

7= (T8,

N,=N,,

By:%(—Ta+Ba), )
5 =50

gz%i{a(l+f)

seklinde tanimlidir.

Sonu¢ 2. o:] — E’ Frenet egrisi genel helistir ancak ve

ancak o egrisinin TB-adjoint egrisi de genel helistir.

Sonu¢ 3. a:] — E’ Frenet egrisi slant helistir ancak ve

ancak « egrisinin TB-adjoint egrisi de slant helistir.

Sonug 4. o :] — E’ Frenet egrisi ve « egrisinin TB-adjoint

egrisi Bertrand egri ciftidir

Teorem 3. o, E’ de {T,,N_,B ,x,,1,} Frenet-Serret

elemanlar ile verilen yay uzunlugu parametreli regiiler bir egri ve
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¢ da o ’nin NB-adjoint egrisi olsun. ¢ ’nin Frenet vektor alanlari,

egrilik ve burulmasi

1
T4=$(Na+8a),
1
N, =——(-T - ,
¢ W( a fNa+]{Ba)
B=—L (2T, -N,+B,). (4)

© J2var?
K, Z%Ka«/1+2f2,

f!
¢ f \F1+2f

seklinde tanimlidir.

T

Sonu¢ 5. a:] — E’ Frenet egrisi genel helis olsun. Bu
takdirde « egrisinin NB-adjoint egrisi de genel helistir.
Teorem 4. o, E’ de {Ta,Na,Ba,Ka,ra} Frenet-Serret

elemanlar ile verilen yay uzunlugu parametreli regiiler bir egri ve
v da o 'nin TNB-adjoint egrisi olsun. y 'nin Frenet vektor alanlari,

egrilik ve burulmast
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(T,+N,+B,),

_§\|~

1
-T +(1-f)N_,+ /B,
#f ):

(@f-DT, =+ N, +2-1)B,).
ﬁ, )

K, \J1— f+1,

f 1!
1 ~~_ J

Sl

©)

I% SI

seklinde tanimlidir.

Sonu¢ 6. o:] — E’ Frenet egrisi genel helis olsun. Bu
takdirde o egrisinin TNB-adjoint egrisi de genel helistir.

Bulgular

Bu kisimda 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen « egrisinin,
sirastyla, TN, TB, NB ve TNB-adjoint egrilerinin parametrik
denklemi ile verilen ylizey tlizerinde hem parametrik hem de sirasiyla
geodezik, asimptotik ve egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerekli kosullar
incelenecektir.

TN-adjoint egrili yiizey ailesi
a, E° de {T,,N,,B,,«,,1,} Frenet-Serret elemanlari ile

verilen Frenet egrisi olsun. f da o 'nin TN-adjoint egrisi olsun.
Amacimiz « nin TN-adjoint egrisi olan £ egrisinin yiizey iizerinde
hem parametrik hem de sirasiyla geodezik, asimptotik ve egrilik
cizgisi olmasi i¢in gerekli kosullart vermektir.

o egrisini lizerinde bulunduran parametrik yiizey
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o(s,v) =a(s)+x(s,v)T,(s)+y(s,v) N, (s)+z(s,v) B, (s),
L <s<L,, K, <v<K, seklinde tanimli olup burada x(s,v), y(s,v) ve
z(s,v) sapma fonksiyonlar1 olarak adlandirilan C' sinifindan
fonsksiyonlardir. Bu sapma fonksiyonlarini ilgili sartlar1 saglayacak
sekilde her farkli secisimizde ayn1 « egrisine sahip ylizey ailesinin
iiyeleri elde edilmis olur.
£, a’nin TN-adjoint egrisi ve {TB’NB ’BB’KB’Tﬁ} £ nin
Frenet-Serret elemanlar1 olmak iizere [ egrisini {izerinde

bulunduran yiizey
05 (5,v) = B()+x(5,9)T,(8)+y(5,v) Ny(s)+2(s,v) B,(s)

seklinde ifade edilir.

(6)

[lk olarak bu £ egrisinin yiizey iizerinde parametrik olmasi
sartindan v=v, =sabit i¢in x(s,v,)=y(s,v,)=2(s,v,)=0,Vs
elde edilir.

£, a’nin TN-adjoint egrisi oldugundan (6) denkleminde (1)
ve (2) denklemlerindeki ilgili esitlikler kullanilirsa

0, (s.7) =%J.(Ta+Na)ds+x(s,v)%(Ta+Na)
1
J’(Sﬂ")\/ﬁ( T,+N, fBa)

+z(s,v)

1
> (fTa_f]va-l_ZBa)
Ja+2f %)

elde edilir.
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0 0

Ps P e
0os ov

tanimli olup v =v, = sabit i¢in gerekli hesaplamalar yapilirsa

1 oy 0z 1 oy oz
Vo )=—F=| f—A+2—B|T,——| f —A+2—B |N,
n(s.v0) 2 [f ov, ov, j V2 (f ov, ov, j

oy
+\/§(6V0A favo ] ®
S
247177 Jae2r?

S egrisinin ikinci tiirevi hesaplanirsa asagidaki gibi elde

Py (s, v) yiizeyinin normal vektorii n(s, v) =

elde edilir. Burada 4= dir.

edilir:

p"= (K'T+K'N+TB)
7 ©)

B egrisinin @, (s,v) yiizeyi iizerinde geodezik olmast igin

B"(s)// n(s,v,) geodeziklik sartinin (8) ve (9) denklemlerinde

kullanilmasiyla A(s)# 0 olmak iizere

P 42 g ),
ov, ov, ve

2( Vo4 f—B]-r A(s)

ov, Vo

elde edilir. Ayrica yiizeyin regiiler olmasi i¢in ylizeyin

normal vektoriiniin sifirdan farkli olmas1 gerektiginden s—y;t 0
Yo

veya o # 0 olmalidir.
Vo
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O halde buradan elde ettigimiz bulgular dogrultusunda

asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 5. o 'nin TN-adjoint egrisi £ nin (7) nolu ylizey

iizerinde hem parametrik hem de geodezik olmasi i¢in

x(s,vo):y(s,vo) = z(s,vo) =0,
fa—yA+2£B =—Kk,A(s), A(s) %0,
ov, Vo

2[8_yA —faa—ZBJ =7, A(s),

ov, Vo

& #0 veya 3 #0.
ov, ov, (10)
olmalidir.

Ozel olarak eger «a egrisi diizlemsel ise 7, =0 ve
dolayisiyla f =0 olacagindan « 'nin TN-adjoint egrisi £ ’nin (7)

nolu ylizey lizerinde hem parametrik hem de geodezik olmasi i¢in

x(s,vy) = y(s,vo) =z(s,v,)=0,
& _ K, A(s), A(s) #0,
Vo
2y,
ov, a1

olmalidir.

Sonug¢ 6. Eger o diizlemsel ise « 'nin TN-adjoint egrisi S

da dizlemseldir. Ayrica o ve B nin egrilikleri de esit yani k, =k,

dir.

--04--



B egrisinin @, (s,v) ylizeyi iizerinde asimptotik olmasi i¢in

&

B, (s)//n(s,v,) asimptotiklik sartindan o,
0

=0 ve

§—y=h(s), h(s)#0 elde edilir Boylece asagidaki teoremi

Vo

verebiliriz:

Teorem 6. o 'nin TN-adjoint egrisi £ nin (7) nolu yiizey

iizerinde hem parametrik hem de asimptotik olmasi igin

x(s,vo):y(s,vo):z(s,vo)EO,

s—y = h(s), h(s) £ 0,

o
% .
ov, (12)
olmalidir.

Ozel olarak eger « egrisi diizlemsel ise de o *nin TN-
adjoint egrisi £ 'nin (7) nolu yiizey lizerinde hem parametrik hem
de asimptotik olmasi i¢in yine (12) nolu sart saglanir.

Simdi o ’nin TN-adjoint egrisi S ’nin (7) nolu yiizey
izerinde egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerekli kosullar inceleyelim:
e(s), p egrisine ortogonal bir vektor olsun.

e(s) =cosO(s)N ,(s)+sinO(s)B,(s)

olup burada 6, g egrisinin N, asli normali ile e arasindaki
acidir. S ’nin (7) nolu ylizey tizerinde egrilik ¢izgisi olmast igin
gerekli ve yeterli kosul e(s)//n(s,v,) ve d(s,v) = B(s)+ve(s) regle

ylizeyinin ag¢ilabilir olmasidir.
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[k olarak e(s)//n(s,v,) sartimn kullanilmasiyla gerekli
hesaplamalar yapildiginda

fa—yA+2ﬁB—1:O, veya aa—yA—fﬁB:O

ov, ov, Vo ov,

elde edilir.
o(s,v)=pP(s)+ve(s) regle ylizeyinin acilabilirlik sarti

det(S'(s),e(s),e'(s)) =0 olup gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla
RN EYAl
V2 2+t

0'=—1,=-

elde edilir.

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 7. « 'nin TN-adjoint egrisi £ ’nin (7) nolu ylizey

iizerinde hem parametre egrisi hem de egrilik ¢izgisi olmasi i¢in

x(s,vo):y(s,vo):z(s,vo)EO,
PP 42 E g 1=0veya X r E gy,
ov, ov, ov, ov,
2 2+ f (13)
olmasidir.

Ozel olarak eger «a egrisi diizlemsel ise  "nin TN-
adjoint egrisi £’ nin (7) nolu yiizey lizerinde hem parametrik hem

de egrilik cizgisi olmasi i¢in
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x(s,v,)=y(s,vy)=2(s,v,) =0,
gi = h(s)sin6(s), h(s) # 0,

Yo
& =—h(s)cosd(s)
ov,

0(s) =c =sabit.

(14)
olmasidir.
TB-adjoint egrili yiizey ailesi

a, E° de {Ta’Na ,Ba,Ka,ta} Frenet-Serret elemanlar ile
verilen Frenet egrisi olsun. y da « 'nin TB-adjoint egrisi olsun.
Amacimiz « 'nin TB-adjoint egrisi olan y egrisinin yiizey lizerinde
hem parametrik hem de sirasiyla geodezik, asimptotik ve egrilik
cizgisi olmasi i¢in gerekli kosullart vermektir.

y, o ’nin TB-adjoint egrisi ve {Ty,Ny,By,Ky,Ty} y mmn

Frenet-Serret elemanlart olmak iizere p egrisini {izerinde

bulunduran yiizey
0, (s,v) =y(s)+x(s,v)T,()+y(s,v)N,(s)+z(s,v) B, (s) (15)

seklinde ifade edilir.

y, o ’nin TB-adjoint egrisi oldugundan (15) denkleminde
(1) ve (3) denklemlerindeki ilgili esitlikler kullanilirsa

0, (5.v) :%j (Ta+Ba)ds+x(s,v)%(Ta+Ba)

+y(s,v)Na+z(s,v) —Ta—i-Ba)

L(

V2 (16)
elde edilir.
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Bulgularimizin ilk kisminda yaptigimiz islemler goz oniine
alinarak ilgili tanim ve denklemler kullanilirsa asagidaki teoremleri

elde ederiz:
Teorem 8. « 'nin TB-adjoint egrisi y nin (16) nolu yiizey

iizerinde hem parametrik hem de geodezik olmasi i¢in

x(s,vo) = y(s,vo) = z(s,vo) =0,

¥,

ov,

a—x—z = \/E(Ka —z‘a)g(s),g(s) #0.

ov, 0v, 17)
olmalidir.

Uyan 1. (16) nolu yiizeyin regiiler olmasi yani yiizeyin
normalinin tanimlanabilmesi i¢in (17) nolu sartta x, # 7, olmasi
gerektigi de unutulmamalidir.

Ozel olarak eger « egrisi diizlemsel ise 7, =0 ve
dolayistyla f =0 olacagindan o 'nin TB-adjoint egrisi y 'nin (16)
nolu ylizey lizerinde hem parametrik hem de geodezik olmasi i¢in

x(s,vo) = y(s,vo) = z(s,vo) =0,
¥,
ov,
2,000, 2() #0.
v, OV, (18)

sartlar1 saglanmalidir.
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Uyari 2. (18) nolu sartta o egrisi Frenet egrisi oldugundan

k, #0 olup dolayisiyla yiizeyin regiilerligini bozan bir durum s6z
konusu degildir.

Teorem 9. « 'nin TN-adjoint egrisi ¥ nin (16) nolu yiizey

iizerinde hem parametrik hem de asimptotik olmasi i¢in

x(s,vo)zy(s,vo)zz(s,vo)EO,

(19)

olmalidir.

Ozel olarak eger « egrisi diizlemsel ise de o *nin TB-adjoint
egrisi y 'nin (16) nolu yiizey iizerinde hem parametrik hem de

asimptotik olmasi i¢in yine (19) nolu sart saglanir.

Teorem 10. « 'nin TB-adjoint egrisi y 'nin (16) nolu ylizey

iizerinde hem parametre egrisi hem de egrilik ¢izgisi olmasi i¢in
x(s,vo) = y(s,vo) = z(s,vo) =0,

ox Oz
P E o 2g(s), 2(s) #0,
[avo 8\/0} g(s),g(s)

a—y;«r&O, T, =-K,,
Vo
O0=2kr,keZ. (20)

olmasidir.
Ozel olarak eger « egrisi diizlemsel ise @ 'nin TB-

adjoint egrisi y egrilik ¢izgisi olamaz.
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NB-adjoint egrili yiizey ailesi

a, E° de {Ta’Na ,Ba,Ka,ra} Frenet-Serret elemanlar ile
verilen Frenet egrisi olsun. ¢ da o 'min NB-adjoint egrisi olsun.
Amacimiz « ‘nin NB-adjoint egrisi olan ¢ egrisinin ylizey lizerinde
hem parametrik hem de sirasiyla geodezik, asimptotik ve egrilik
cizgisi olmasi icin gerekli kosullar1 vermektir.

¢, o ’nin NB-adjoint egrisi ve {TC,NC,BC,KC,‘CC} ¢ ‘nin
Frenet-Serret elemanlart olmak iizere y egrisini {izerinde

bulunduran yiizey

@; (s,v) = ((s)+x(s,v)Tg(s)+y(s,v)Ng(s)+z(s,v)B§(s) @1

seklinde ifade edilir.

¢, a’nmin NB-adjoint egrisi oldugundan (21) denkleminde
(1) ve (4) nolu denklemlerdeki ilgili esitlikler kullanilirsa

0. (s.7) :%I(Na+Ba)ds+x(s,v)%(Ta+Ba)

+y(s,v) 2+f2 (—Ta +N, +fBa)
1
+ z(s,v)—z(ZfTa - /N, +Ba)
\JA+2f 22)
elde edilir.

Teorem 11. « 'nin NB-adjoint egrisi ' nin (22) nolu ylizey

iizerinde hem parametrik hem de geodezik olmasi i¢in
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x(s,vo):y(s,vo):z(s,vo)EO,

K, =—2m(s)(fa—yA+2£Bj,
ov, ov,
Taz—m(s)(aa—yA—2faa—ZB], m(s) %0,
VO VO (23)

Ozel olarak eger « egrisi diizlemsel ise 7, = 0 ve dolayisiyla
f =0 olacagindan « 'nin NB-adjoint egrisi ¢ ’'nin (22) nolu yiizey

iizerinde hem parametrik hem de geodezik olmasi igin

x(s,vo) = y(s,vo) = z(s,vo) =0,
@,
ov,
oz = —llcan(s), n(s)#0.
ov, 2 (24)

sartlar1 saglanmalidir.
Uyan 3. (23) nolu sartta ¢ egrisi Frenet egrisi oldugundan

k, #0 olup dolayisiyla yiizeyin regiilerligini bozan bir durum s6z
konusu degildir.
Teorem 12. o 'nin NB-adjoint egrisi ¢ nin (22) nolu yiizey

iizerinde hem parametrik hem de asimptotik olmasi i¢in

x(s,vo):y(s,vo):z(s,vo)EO,
ﬁ:
ov,

7,=0.

(25)

2
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olmalidir.

Sonu¢ 7. o ’nin NB-adjoint egrisi ¢ nin asimptotik olmasi

icin « egrisi diizlemsel ve 3 = 0 olmalidur.
Vo

Ozel olarak eger « egrisi diizlemsel ise o 'nin NB-adjoint
egrisi ¢ 'nin (22) nolu yiizey iizerinde hem parametrik hem de

asimptotik olmasi i¢in

x(s, vo)zy(s,vo) z(s, VO)EO
Y _k(s), k(s) £ 0. (26)
Yo

olmaldur.

Teorem 13. o 'nin NB-adjoint egrisi ¢ ’'nin (22) nolu yiizey
tizerinde hem parametre egrisi hem de egrilik ¢izgisi olmasi igin
x(s,v)=y(s,v) =2(s,v,) =0,

\E(f A+2§—ZB) p(s)(~Acos O(s)+2 fBsin 6(s)),

Vo

Doy 2f = B=2p(s)(fAcos B(s) + Bsin 6(s)), p(s) %0,

ov, ov,

9——.[[—1(‘ +\f1 2fj

olmasidir.

(27)

Ozel olarak eger « egrisi diizlemsel ise a *nin NB-
adjoint egrisi ¢ ’nin (22) nolu yiizey ilizerinde hem parametrik hem

de egrilik cizgisi olmasi i¢in
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x(s,vo) :y(s,vo) =z(s,v0) =0,
S—y =1(s)sin6(s), I(s) #0,

Vo

;—Z =—[(s)cosB(s)

Vo

1
0=——=|kK,ds.
1 28)

olmasidir.
TNB-adjoint egrili yiizey ailesi

a, E de {Ta,Na ,Bq,Ka,ta} Frenet-Serret elemanlar ile
verilen Frenet egrisi olsun. 7 da « 'nin TNB-adjoint egrisi olsun.
Amacimiz « 'nin TNB-adjoint egrisi olan y egrisinin ylizey
iizerinde hem parametrik hem de sirasiyla geodezik, asimptotik ve
egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerekli kosullar1 vermektir.

v , a 'nin TNB-adjoint egrisi ve {TwNw ,BW,KW,’CW} v ‘nin
Frenet-Serret elemanlar1 olmak iizere i egrisini {izerinde

bulunduran yiizey
?, (s,v) =((s)+ x(s, v) TW (s)+ y(s,v) Nw (s)+z(s,v)BW (s) (29)

seklinde ifade edilir.

v , o 'min TNB-adjoint egrisi oldugundan (29) denkleminde
(1) ve (5) nolu denklemlerdeki ilgili esitlikler kullanilirsa
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—ij(Ta +N, +B, s+ x(s.)—= (T, + N, +B,)

?, (s,v) -5 NG
fy(sv)e—L (T +(-f)N, +/B,)
y b \/5 1_f+f2 o o a

1 1
+Z(S,v)——2((2f—l)Ta —(I+f)N, +(2—f)Ba)
\/gﬂl—f-l-f (30)

elde edilir.

Teorem 14. « 'nin TNB-adjoint egrisi y nin (30) nolu ylizey

iizerinde hem parametrik hem de geodezik olmasi i¢in

x(s,v0)=y(s,v0)=z(s,v0)50,

f:T_a:L a_y:(),
a VO
;—Z: —@ra m(s), m(s)#0.
K (31)

Ozel olarak eger « egrisi diizlemsel ise 7, =0 ve dolayisiyla
f =0 olacagindan « 'nmin TNB-adjoint egrisi  'nin (30) nolu
yiizey tlizerinde hem parametrik hem de geodezik olmasi i¢in x, =0

olmas1 gerekir. a egrisi Frenet egrisi oldugundan bu miimkiin
degildir. Dolayisiyla « egrisinin diizlemsel olmasi durumunda o
‘nin TNB-adjoint egrisi , ylizey tizerinde geodezik olamaz.

Teorem 15. « 'nin TNB-adjoint egrisi ¥ nin (30) nolu

ylizey iizerinde hem parametrik hem de asimptotik olmasi i¢in
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x(s,vo):y(s,vo):z(s,vo)EO,

f=leoy % (32)
o avO
Y _ 1), I(s) 0.
ov,
olmalidir.

Ozel olarak eger «a egrisi diizlemsel ise 7, =0 ve dolayisiyla
f =0 olacagindan « 'nmin TNB-adjoint egrisi  'nin (30) nolu

ylizey iizerinde hem parametrik hem de asimptotik olmasi i¢in

x(s,vo) =y(s,v0) :z(s,vo) =0,
r=0, E_o,
Vo
8_y= [(s), I(s)#0.
ov, (33)

olmalidir.

Teorem 16. @ egrisi diizlemsel ise & 'nin TNB-adjoint egrisi
w 'nin (30) nolu ylizey ilizerinde hem parametrik hem de egrilik

¢izgisi olmasi i¢in
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x(s,vo) zy(S,Vo) :Z(Sa"o) =0,
aa_y — ¢(5)sin 0(s), q(s) # 0,

Vo

34
;—Z =q(s)cosb(s), ©G4)

Vo

9(S)=n7r—5?ﬂ. veya 0(5):7172'—2?”, nell.

olmalidur.
Ornekler
Ornek 1. a(s)=(coss,sins,0) birim hizli gember egrisini

alalim. Bilindigi tizere x, =1, 7, =0 olup diizlemsel bir egridir. «

egrisinin Frenet vektorleri

T, =(-sins,coss,0),
N, =(—coss,—sins,0),
B, =(0,0,1).

olmak tizere & 'nin TN adjoint egrisi

1 .
B =—=(coss—sins,sins +coss,0)ile tanimlidir.
= )

a) v,=0, x(s,vo) = y(s,vo) =0, Z(S,VO) =—vs ve A(s)=s
secilirse (11) nolu sart saglanmis olur. Boylece S geodezik

egrili yiizey ailesinin bir liyesi
Q,(s,v)= (L (coss—sins) L(cos s +sins) —vsj
ﬂl b \/5 b ﬁ 2

olup 0<s<27, — V2<v<2 degerleri icin bu ylizeyin
sekli asagidaki gibidir:
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Sekil 1 [ geodezik egrili yiizey ailesinin bir iiyesi

b) v, =0, x(s,v))=2(5,%)=0, y(s,v,)= V2v segilirse (12)
nolu sart saglanmis olur. Boylece £ asimptotik egrili ylizey

ailesinin bir tiyesi

1 ) .
—=(coss—sins)+v(sin s —coss),

V2

1 . .
—(coss+sins)—v(coss+sins),0

V2
olup 0<s<27, — V2<v<2 degerleri icin bu ylizeyin
sekli asagidaki gibidir:

Py, (s,v) =
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Sekil 2 [ asimptotik egrili yiizey ailesinin bir iiyesi

2.2

c) v,=0,0= %, x(s,vo) =0, y(s,vo) = svsin(%), z(s,vo) = —SVCOS(%)
secilirse (14) nolu sart saglanmis olur. Boylece [ egrilik
cizgili ylizey ailesinin bir liyesi
1 . sV, .
—=(coss —sins)+—(sins —coss),
V2 2
1 . SV . sv2
—(coss+sins) —7(coss +sin s),—T

NG

olup 0<s<27, - V2<v<i2 degerleri icin bu ylizeyin
sekli asagidaki gibidir:

Pp, (s,v) =
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d)

Sekil 3 B egrilik ¢izgili yiizey ailesinin bir tiyesi

a 'nin TB adjoint egrisi y = \/_ (coss,sins, s)ile tammlidur.

v, =0, x(s,vo) = \/§v+v, y(s,v)=0, Z(S,VO) =v, g(s)=1
secilirse (18) nolu sart saglanmis olur. Boylece » geodezik
egrili yiizey ailesinin bir liyesi

Lcoss —ySin s + —=sin s L
V2 V202

1
\/_ \/_(2+\/_)

olup 27 <s<27 ,0<v<2x degerleri i¢cin bu yiizeyin

. v
sms+vcoss—Tcoss,
2

¢71 (S’ V) =

sekli asagidaki gibidir:
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Sekil 4 y geodezik egrili yiizey ailesinin bir iiyesi

e) v, =0, x(s,v,)=z(s,v,)=vs, y(s,v,)=v segilirse (19)
nolu sart saglanmis olur. Boylece y asimptotik egrili ylizey

ailesinin bir tiyesi

sins—vsins, \/Evsj

@, (s,v)= [%coss —VCoSs S, %

olup 27 <s<27,0<v<2x degerleri i¢cin bu yiizeyin

sekli asagidaki gibidir:
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Sekil 5 y asimptotik egrili yiizey ailesinin bir iiyesi

a egrisi diizlemsel oldugundan TB adjoint egrisi egrilik
¢izgisi olamaz.

a’nin NB adjoint egrisi &= (—sins,coss,s)ile

N7
tanimlidir.

f) v,=0, x(s,v0)=y(s,v)50, z(s,v0)=—%sv, n(s)=s

secilirse (24) nolu sart saglanmis olur. Bdylece & geodezik
egrili ylizey ailesinin bir liyesi

(”51(3"’):( j—SlnS \/—coss \/_coss 2\/_31n5\/_ %j

olup 0<s<27 ,— V2<v<2 degerleri i¢cin bu yiizeyin
sekli asagidaki gibidir:
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Sekil 6 & geodezik egrili yiizey ailesinin bir iiyesi

/

420022 2 02 08 18 28

g) v,=0,x(s,v,)=2(s,v,)=0, y(s,v,)= V2vs secilirse (26)
nolu sart saglanmis olur. Boylece & asimptotik egrili yilizey

ailesinin bir tiyesi

N

olup —z <s, v< 7 degerleri i¢in bu yiizeyin sekli asagidaki

1 1 s
s,V) = ——sins+\/§vssins,—coss—\/zvscoss,—
a0 7 7)

gibidir:
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Sekil 7 & asimptotik egrili yiizey ailesinin bir tiyesi

h —0.0=_"_ = —vsin(———). - _S
) v,=0,6 \/E,x(s,vo) 0, y(s,v,)=vsin( \/5), (s5,v,)=—vcos( \/E)

ve [(s) =1 segilirse (28) nolu sart saglanmis olur. Boylece &
egrilik ¢izgili ylizey ailesinin bir {iyesi

—Lsins—vcos(s—i) Lcoss+vsin(i—s)
NG NG N

(05%(S,V):
R I
V2

—2005(—2)
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Sekil 8 & egrilik ¢izgili yiizey ailesinin bir tiyesi

o 'nin TNB adjoint egrisi

cos s —sin s,sin s +cos s, s ) ile tammlidr.

1
§=$(

a egrisi diizlemsel oldugundan TNB adjoint egrisi geodezik
olamaz.

1) v,=0,5#0, x(s,vo) = z(s,vo) =0, y(s,vo) = 2vs
secilirse (33) nolu sart saglanmis olur. Boylece ¢ asimptotik

egrili ylizey ailesinin bir liyesi

1 . .
——(coss—sins)+vs(sins —coss),

V3

. . s
—(coss+sins)—vs(sins+coss),—

V3 V3

olup 0<s<27, —7 <v<x degerleri i¢cin bu ylizeyin sekli

23 (s,v) =

asagidaki gibidir:
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Sekil 9 ¢ asimptotik egrili yiizey ailesinin bir tiyesi

s rauaiauss: inEERRRAR)

) v=00 :%, x(s,vo) =0, y(s,vo) = vssin(%),z(s,vo) = vscos(%)
ve q(s)=s segilirse (34) nolu sart saglanmis olur. Boylece

¢ egrilik cizgili ylizey ailesinin bir iiyesi

1 . Vs . 2 .
—(coss—sins)+ ?(sm §—CO0SsS)+ Tvs(cos §+sins),

3

1 . . 2 .
@, (s,v) =| —=(cos s +sins) —%(sm §+Coss)+ Tvs(— COs s +sins),

NG

olup 27 <s<2x, —27 <v<2x degerleri i¢in bu yiizeyin

sekli asagidaki gibidir:
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Sekil 10 ¢ egrilik ¢izgili yiizey ailesinin bir iiyesi

==

.‘l

i

ol

EKWT‘
e

gv. &k 0§ &0 0E &2 08

N S

Ornek 2. a(s )—(cos[ }j n| 5 ) ﬁj birim izl

helis egrisini alalim. Bilindigi lizere x, =7, =—= dir. « egrisinin

(

Frenet vektorleri
T —L —sin(ij cos(ij 1
© 2 V2) 2 )
s (s
N =|-cos| —=|,—sin| — |,0 |,
-l )
1 . S N
B =—|sin| — |,—cos| — |,1|.
=) F))
olmak {izere o 'nin TN adjoint egrisi

oo ol el

1le tanimlidir.
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a) v, =0, x(s,v,)=0, y(s,v0)=—§sv, z(s,vo):%

secilirse (10) nolu sart saglanmis olur. Bdylece S geodezik

egrili ylizey ailesinin bir liyesi

S

R L GG ARG
-l )l (e il ()
S{L_L[@IDW

236 330 2

olup 2<s<\2, —2r<v<arn degerleri i¢in bu yiizeyin

sekli asagidaki gibidir:
Sekil 11 [ geodezik egrili yiizey ailesinin bir tiyesi

A7

“———___________
247

7
2
-3
-8

b) v, =0, x(s,vo) = z(s,vo) =0, y(s,vo) =2v secilirse (12)
nolu sart saglanmis olur. Boylece [ asimptotik egrili yilizey

ailesinin bir iiyesi
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el )l =)
s ) s . N2+l

olup 27 <s<2x,-27 <v<2x degerleri i¢in bu yiizeyin

Pp, (5,v) =

S &S

sekli asagidaki gibidir:

Sekil 12 [ asimptotik egrili yiizey ailesinin bir iiyesi

m
g 18

-1 )
750 38

C) v0=0,0=—ﬁ,x(s,vo)50,y(s,v0)=v 3,Z(S,v0)=vx/g

secilirse (13) nolu sart saglanmis olur. Boylece [ egrilik

cizgili ylizey ailesinin bir liyesi
L cos (ij —sin (ij + vﬁ sin [LJ

V22 V2) 2 \V2)
Lsin (ij +cos (L) - vﬁcos (i
V20 V2 Vv2) 2 V2

--118--
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olup 27 <s <27, —-27 <v<2x degerleri i¢in bu yiizeyin

sekli asagidaki gibidir:
Sekil 13 f egrilik ¢izgili yiizey ailesinin bir iiyesi

a ’nin TB adjoint egrisi y =(0,0,s) ile tanimlidar.

K,=T,= L oldugundan Oxls,v) _ 22(s,v)
V2 ov, ov,
normali tanimli olamaz. Dolayisiyla & 'nin TB adjoint egrisi ylizey
iizerinde geodezik olamaz.

olup yiizeyin

d) v, =0, x(s,vo) = z(s,vo) =0, y(s,vo) =v secilirse (19)
nolu sart saglanmis olur. Boylece y asimptotik egrili yilizey

ailesinin bir iiyesi

0, (5,v)= [—vcos(%), —vsin(%} sj

olup—27<s<27,0<v<2x degerleri icin bu yiizeyin

sekli asagidaki gibidir:
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Sekil 14 y asimptotik egrili yiizey ailesinin bir iiyesi

k, =7, oldugundan (20) nolu sart saglanmayip « 'nin TB
adjoint egrisi yiizey lizerinde egrilik ¢izgisi de olamaz.

o 'nin NB adjoint egrisi

(ol lE)
ile tanimlidir.

e) v, =0, x(s,vo) =0, y(s,v)= —6\/§sv z(s,vo) = \/gsv

secilirse (23) nolu sart saglanmis olur. Boylece & geodezik

|

N | @

egrili ylizey ailesinin bir liyesi

sin S,

(/’51(35\’):( \/1_s1ns \/_coss\/_coss \/_ \/_ %j

olup 0<s<27 ,— V2<v<2 degerleri i¢in bu yilizeyin
sekli asagidaki gibidir:
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Sekil 15 6 geodezik egrili yiizey ailesinin bir tiyesi

1
7,=—=#0 oldugundan (25) nolu sart saglanmaz.
V2
Dolayisiyla anin NB adjoint egrisi yiizey {izerinde asimptotik
olamaz.

f) vy, =0, 0=—-sv2, x(s,vo) =0, y(s,vo) = v(\/zcos(—s\/g) +2Si1’1(—S\/5) +\/§),
z(s,v)=v ve p(s)=1 segilirse (27) nolu sart saglanmis

olur. Boylece ¢ egrilik cizgili ylizey ailesinin bir iiyesi

coss+v sm(

! sins —vcos(s— S) ! —5)
2 272 27

¢5§ (S,V) =
’ S \%

s
—cos(

\/E)
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Sekil 16 & egrilik ¢izgili yiizey ailesinin bir iiyesi

e
[}
I T

]
]
|

o
g}

o 'nin TNB adjoint egrisi

1 \/* Ky ) 2s .
=—| —/25sin| — ,\/5 cos| — |,—= | ile tanimlidr.
°=F NG NG
a egrisiigin £ =22 =122 oldugundan (31) ve (33) nolu
T

sartlar saglanmaz. Dolayisiyla « 'nin TNB adjoint egrisi yiizey
iizerinde geodezik ve asimptotik olamaz.
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BOLUM 8

GeoGebra ile Matematik Egitimi: 2007-2024 Donemi
Kapsamh Literatiir Analizi

Ceyda CEVAHIR YILDIZ!
GIRIS
Yizyilin dijital ¢aginda, egitim sistemlerinin teknoloji ile
entegrasyonu, Ozellikle matematik Ogretimi alaminda paradigmatik
doniisiimlere yol agmuistir (Baydas, Goktas & Tatar, 2014; Simsek &
Yasar, 2019). Teknolojinin egitime entegrasyonu, geleneksel 6gretim
yaklagimlarimn simrliliklarim asarak, 6grencilerin matematiksel
kavramlar1 daha derinlemesine anlamalarim ve bu kavramlar1 gergek
yasam durumlariyla iligkilendirebilmelerini saglamaktadir (Kaya &
Ogal, 2018; Saha, Ayub & Tarmizi, 2010; Zengin & Tatar, 2017). Bu
doniisiim  siirecinde, dinamik matematik yazilimlari, soyut
matematiksel kavramlari somutlagtirma, gorsellestirme ve interaktif
O0grenme deneyimleri sunma konularinda benzersiz olanaklar
sunmaktadir (Baki, Kosa & Giiven, 2011; Giiven & Kosa, 2008;
Sarpkaya Aktas & Erdogan, 2024).

Dinamik matematik yazilimlar1 arasinda One ¢ikan
GeoGebra, Markus Hohenwarter tarafindan 2001 yilinda gelistirilen

1 Dr. Ogr. Uyesi, Istanbul Gelisim Meslek Yiiksekokulu, Bilgisayar Programcilig
Programi, Orcid: 0000-0002-9498-4930, ccevahir@gelisim.edu.tr
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ve gliniimiizde diinya ¢apinda milyonlarca kullaniciya sahip olan
acik kaynak kodlu bir matematik yazilimidir (Hohenwarter & Jones,
2007; Hohenwarter & Lavicza, 2007; Preiner, 2008). GeoGebra'min
egitim diinyasinda bu denli yaygin kabul gérmesinin temel nedenleri
arasinda; geometri, cebir ve analiz alanlarini entegre bir sekilde
sunmasi, ¢oklu temsil sistemlerini (cebirsel, geometrik, sayisal ve
grafik) es zamanli olarak kullanabilme imkam, platform
bagimsizlig, licretsiz erisim olanag ve 60'tan fazla dilde kullanim
destegi yer almaktadir (Baydas, Goktas & Tatar, 2014; Hohenwarter
& Jones, 2007; Hohenwarter & Lavicza, 2007). Yazilimin dinamik
yapisi, Ogrencilerin matematiksel nesneleri manipiile etmelerine,
parametreleri  degistirmelerine ve sonuglart anlik  olarak
gozlemlemelerine olanak tamiyarak, kesfedici ve yapilandirmaci
ogrenme yaklagimlarim desteklemektedir (Carter & Ferrucci, 2009;
Preiner, 2008; Tatar & Zengin, 2016).

Matematik egitimi arastirmalarinda GeoGebra'min etkinligini
degerlendiren ¢aligmalarin sayisi, 6zellikle son on yilda hizl1 bir artig
gostermistir (Baydas, Goktas & Tatar, 2014; Simsek & Yasar, 2019).
Meta-analiz calismalari, GeoGebra kullammimn 6grencilerin
matematik  dersindeki akademik basarilarina pozitif etkiler
sagladigim ve geleneksel 0gretim yontemlerine kiyasla daha etkili
Ogrenme sonuglar1 ortaya c¢ikardigim gostermektedir (Giinhan &
Acan, 2016; Kaya & Ocal, 2018; Zulnaidi & Zamri, 2017). Bu
aragtirmalar, yazilimin Ogrenci motivasyonuna, matematiksel
diisiinme becerilerine, problem ¢dzme yeteneklerine, kavramsal
anlamaya ve uzamsal gorsellestirme becerilerine olan olumlu
etkilerini ¢esitli metodolojik yaklagimlarla ortaya koymaktadir
(Baki, Kosa & Giiven, 2011; Giiven, 2012; Saha, Ayub & Tarmizi,
2010; Sarpkaya Aktas & Erdogan, 2024; Zulnaidi & Zamri, 2017).

Tematik ve metodolojik incelemeler, GeoGebra ile ilgili
arastirmalarin ¢ogunlukla geometri, fonksiyonlar, trigonometri ve
analiz konularinda yogunlastigini, aragtirma yontemlerinin ise
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agirlikli olarak deneysel ve yari-deneysel desenlerden olustugunu
gostermektedir (Baydas, Goktas & Tatar, 2014; Cetin, Erdogan &
Yazlik, 2015; Glinhan & Acan, 2016; Simsek & Yasar, 2019). Ancak,
bu alandaki arastirmalarin sistematik bir sekilde analiz edilmesi,
sentezlenmesi ve  mevcut  bulgularin  kapsaml bir
degerlendirmesinin yapilmasi, hem alan yazindaki meveut durumun
objektif bir sekilde ortaya konmasi hem de gelecekteki arastirma
yonelimlerinin belirlenmesi agisindan kritik Oonem tasimaktadir
(Kaya & Ocal, 2018; Simsek & Yasar, 2019; Turgut, 2019). Bu
baglamda, GeoGebra ile ilgili yayinlanan akademik calismalarin
sistematik incelenmesi, egitim teknolojisi ve matematik egitimi
alanlarindaki bilgi birikiminin konsolidasyonu i¢in gerekli bir adim
olarak degerlendirilmektedir (Baydas, Goktas & Tatar, 2014; Kaya
& Ocgal, 2018; Simsek & Yasar, 2019).

YONTEM

Bu calismada, GeoGebra ile ilgili akademik literatiiriin
kapsamli analizi i¢in sistematik literatiir tarama yOntemi
kullanilmuigtir. Caligmaya dahil edilen 58 yayin, tematik igerik analizi
ve kronolojik siiflandirma yontemleri ile incelenmistir. Yayinlar
bes ana tema altinda gruplandirilmistir: Ogrenme Basarisina Etki,
Tutum ve Goriisler, Yazilim Incelemeleri, Ogretmen Calismalari,
Kavramsal Anlama.

1. Ogrenme Basarisina Etki: GeoGebra'mn &grenci
akademik basarisina etkisini inceleyen deneysel ¢aligmalar

2. Tutum ve Goriisler: Ogrenci ve Ogretmenlerin
GeoGebra hakkindaki goriis ve tutumlarim inceleyen ¢alismalar

3. Yazilim Incelemeleri: GeoGebramn 6zelliklerini,
potansiyelini ve simirliliklarini inceleyen ¢alismalar

4. Ogretmen Calismalari: Ogretmenlerin  GeoGebra
kullammuna yonelik mesleki gelisim ¢aligmalari

--128--



5. Kavramsal Anlama: GeoGebra'min matematiksel
kavramlarin anlasilmasina etkisini inceleyen ¢aligsmalar

BULGULAR

Yapilan ¢aligsmalarin kronolojik sirasi ve temalar1 géz oniine
alinarak bakildiginda (Tablo 1), GeoGebra arastirmalarinin "etki
odakli" bir yaklasim sergiledigini gostermektedir. Arastirmacilar
oncelikle yazilimin ise yaraylp yaramadigim ve paydaslarin ne
diisiindiigiinii merak etmislerdir.

Ogrenme  basarisina etki temast  %37,9 oraniyla
arastirmalarin iicte birinden fazlasim olusturmaktadir. Bu durum,
GeoGebra aragtirmalarinin agirlikli olarak deneysel nitelik tasidigim
ve yazilimin akademik basariya etkisini 0lgmeye odaklandigini
gostermektedir. 2010 yilindan itibaren bu alanda siirekli bir artis
trendi g6zlenmekte ve arastirmacilarin nicel aragtirma yontemlerini
tercih ettikleri anlasilmaktadir.

Tutum ve goriisler temast %27,6 oramyla ikinci en bilyiik
arastirma alamni olusturmaktadir. Bu tema altindaki c¢alismalar,
Ogrenci, Ogretmen ve Ogretmen adaylarimin GeoGebra'ya yonelik
algilarim, tutumlarim ve deneyimlerini incelemektedir. Bu alandaki
aragtirmalar genellikle nitel veya karma yontem yaklagimlarim
benimser ve paydas perspektiflerine yogun ilgi gosterir.

Yazilim incelemeleri temast %19,0 oramyla iicilincii sirada
yer almaktadir. Bu tema altindaki calismalar, meta-analiz ve
sistematik degerlendirmeler igermekte, yazilimin potansiyeli ve
stnirliliklarini kapsamli bir sekilde incelemektedir. 2007'den 2024'e
kadar diizenli bir yayin akis1 gézlenmekte ve alanin olgunlagma
sirecinde  sistematik  degerlendirmelere  duyulan  ihtiyaci
yansitmaktadir.

Kavramsal anlama temasi %13,8 oraniyla dordiincii sirada
bulunmaktadir. Bu alandaki ¢aligmalar 6zellikle uzamsal beceriler ve
gorsellestirme  konularina  odaklanmakta,  biligsel siirecleri
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derinlemesine incelemektedir. Gorece az sayida olmakla birlikte, bu
calismalar alamin teorik temellerini  giiclendiren nitelikte
derinlemesine arastirmalar sunmaktadir.

Ogretmen caligmalar1 temas1 sadece %1,7 oramyla en az
arastirtlan  alamt  olusturmaktadir. Bu  durum, GeoGebra
arastirmalarinda Ogretmen perspektifinin  ve mesleki gelisim
boyutunun ihmal edildigini gostermekte ve Onemli bir arastirma
bosluguna isaret etmektedir.(Bknz. Tablo 2)

Arastirma alaniin gii¢lii yonleri arasinda deneysel kamit
zenginligi, paydas perspektifi cesitliligi, sistematik degerlendirme
calismalarimin varhig ve 17 wyillik siirekli arastirma gelenegi
sayilabilir. Bu gii¢clii yonler, alamn saglam bir temele oturdugunu ve
stirdiirtilebilir bir gelisim seyri izledigini gdstermektedir.

Zayif yonler ise 6gretmen odakli arastirmalarin eksikligi,
kavramsal derinligin yetersizligi ve uygulama-teori dengesizligi
olarak 6zetlenebilir. Ozellikle 6gretmen mesleki gelisimi alamndaki
arastirma eksikligi, alamn en kritik zayifligini olusturmaktadir.

Tablo 1 Yayinlarinin Yillara Gore Sirali Tematik Siniflandirilmasi

Sira| Y1l | Tema Yazar(lar) Calisma Konu Bashig
No

112007 Yazahm Hohenwarter, M., | Ways of linking geometry and
Incelemeleri| & Jones, K. algebra: The case of GeoGebra

2 12007 | Ogretmen | Hohenwarter, M., | Mathematics teacher development
Caligmalar1 | & Lavicza, Z. with ICT: Towards an
international GeoGebra institute

3 | 2008 | Kavramsal | Giliven, B., & The effect of dynamic geometry

Anlama Kosa, T. software on student mathematics
teachers' spatial visualization
skills

4 2008 Yazilim Preiner, J. Introducing dynamic mathematics

Incelemeleri software to mathematics teachers:

The case of GeoGebra
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Sira| Y1l | Tema Yazar(lar) Calisma Konu Basligi
No
5 12009 | Kavramsal | Sataf, H. A. Bilgisayar destekli matematik
Anlama ogretiminin ilkogretim 8. sinif
Ogrencilerinin doniisiim
geometrisive tiggenler alt
O0grenme alanindaki basarisina
etkisi
6 2009 Yazilim Dikovic, L. Applications GeoGebra into
Incelemeleri teaching some topics of
mathematics at the college level
712009 | Yazilim Carter,J., & Using GeoGebrato Enhance
Incelemeleri| Ferrucci, B. Prospective Elementary School
Teachers' Understanding of
Geometry
8 |2010| Ogrenme Birgin, O., Investigation of the effectiveness
Basarisina | Catlioglu, H., of using GeoGebra software in
Etki Glirbiiz, R., & teaching of quadratic functions
Aydin, S.
9 12010 | Ogrenme Saha, R. A, The effects of GeoGebraon
Basarisina | Ayub, A. F. M., | mathematics achievement:
Etki & Tarmizi, R. A. | Enlightening coordinate geometryj|
learning
10 [2011|Ogrenme | Sel¢ik,B., & ko gretim 7. simf grencilerinin
Basarisina | Bilgici, G. ¢okgenler konusunu
Etki O0grenmelerinde GeoGebra
destekli 6gretimin etkisi
11 | 2011 | Ogrenme Selcik, N., & GeoGebra yazilimimin dgrenci
Basarisina | Bilgici, G. basarisina etkisi
Etki
12 | 2011 [ Ogrenme Dogan, M., & The role of dynamic geometry
Bagarisina | Igel,R. software in the process of
Etki learning: GeoGebra example
about triangles
13 |2011| Ogrenme Igel,R. Bilgisayar destekli 6gretimin
Basarisina matematik basaris1 ve kaygisina
Etki etkisi: GeoGebra drnegi
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Sira| Y1l | Tema Yazar(lar) Calisma Konu Basligi
No
14 {2011 | Kavramsal | Baki, A., Kosa, | A comparative study of the
Anlama T., & Giiven, B. | effects of using dynamic
geometry software and physical
manipulatives onthe spatial
visualisation skills of pre-service
mathematics teachers
15 [2011| Ogretmen | Aktiimen, M., [1kd gretim matematik
Caligmalar1 | Yildiz, A., o0gretmenlerinin GeoGebra
Horzum, T., & yaziliminin derslerde
Ceylan, T. uygulanabilirligi hakkindaki
gorisleri
16 |2012| Tutum ve | Yildiz, A., [1kd gretim matematik
Gortsler Baltacy, S., & Ogretmenlerinin dinamik
Kurak, Y. matematik yazilimi GeoGebra
hakkindaki goriisleri
17 | 2012 | Tutum ve Yildiz, Z., Ogretmen adaylarinin GeoGebra
Gortisler Baltacy, S., & yazilimu ile ilgili gorisleri
Kurak, Y.
18 12012 | Kavramsal | Giiven, B. GeoGebra destekli 6gretimin
Anlama O0gretmen adaylarinin geometriye
yonelik tutumlarina etkisi
19 {2013 | Ogrenme | Kutluca, T. The effect of geometry instruction|
Basarisina with dynamic geometry software;
Etki GeoGebraon Van Hiele geometry)|
understanding levels of students
20 |2014| Ogrenme | Akgil, M. B. The effect of using dynamic
Basarisina geometry software on eighth
Etki grade students' achievement and
attitude towards triangles
21 |2014| Ogrenme Kan, O. GeoGebra destekli dgretimin
Basarisina lineer cebir dersine ait bazi
Etki konularda akademik basar1

uzerine etkisi
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Sira| Y1l | Tema Yazar(lar) Calisma Konu Basligi
No
22 | 2014 | Tutum ve Demir, S., & GeoGebra kullantminin
Gortsler Bozkurt, A. matematik 6 gretmeni adaylarinin
teknoloji entegrasyonu 6z-yeterlik|
algilarina etkisi
23 | 2014 | Tutum ve Tatar, E., Matematik 6gretmenlerinin
Gortsler Kagizmanli, T. bilgisayar destekli matematik
B., & Akkaya, A. | 6gretimine yonelik tutumlari
24 | 2014 | Kavramsal | Ersoy,Y. Ogretmen adaylarinin GeoGebra
Anlama destekli geometri 6 gretimi
deneyimleri
25 (2014 Yazilim Baydas, O., Research trends on the use of
Incelemeleri| Goktas, Y., & GeoGebra in mathematics
Tatar, E. education: A content analysis
study
26 [2015| Ogrenme Acar, H. GeoGebra yaziliminin ilkd gretim
Basarisina 8. sinif 6 grencilerinin matematik
Etki basarisina etkisi
27 |2015| Ogrenme | Erdogan, A, The effect of using GeoGebra
Bagarisina | Cetin, ., & software on students' achievement
Etki Yazlik, D. O. of transformation geometry
28 |2015| Ogrenme Ozen, D. GeoGebra kullaniminin
Basarisina Ogrencilerin matematik basarisina
Etki ve matematige karsi tutumuna
etkisi
29 |2015| Ogrenme | Cetin, 1., Geogebraile dgretimin sekizinci
Bagarisina | Erdogan, A., & | simf 6grencilerinin doniigiim
Etki Yazlik, D. O. geometrisi konusundaki
basarilarina etkisi
30 |2015| Tutum ve Altun, M., & 8. sinif 6grencilerinin GeoGebra
Gortsler Yiicel, E. yazilimi hakkindaki goriisleri
31 [2015| Tutum ve Ates, S., & Bagc1,| Matematik 6gretiminde
Gortsler N. GeoGebra yaziliminin 6grenci

goriislerine gore
degerlendirilmesi
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Sira| Y1l | Tema Yazar(lar) Calisma Konu Basligi
No
32 {2015 Tutum ve Baltaci, S., Analitik Geometri Ogretiminde
Gortisler Yildiz, A, & GeoGebra Yaziliminin
Kosa, T. Potansiyeli: Ogretmen
Adaylarinin Gorisleri
33 {2016 Tutum ve Geng,G., & Pre-service mathematics teachers'
Gortigler Oksiiz, C. attitudes towards the use of
GeoGebra in mathematics
teaching
34 {2016 Tutum ve Gokee, S., Mathematics teachers' opinions
Gorigsler Yenmez, A. A., &| on worksheets prepared with
Ozpinar, 1. GeoGebra
35 | 2016 | Kavramsal | Tatar, E., & Conceptual Understanding of
Anlama Zengin, Y. Definite Integral with GeoGebra
36 |2016| Yazilim Giinhan, B. C., & | Dinamik Geometri Yazilimi
Incelemeleri| Agan, H. Kullanimimin Geometri
Basarisina Etkisi: Bir Meta-
Analiz Calismasi
37 (2017 | Ogrenme Zulnaidi, H., & | The effectiveness of the
Basarisina | Zamri, S. N. A. S.| GeoGebra software: The
Etki intermediary role of procedural
knowledge on students'
conceptual knowledge and their
achievement in mathematics
38 |2017| Ogrenme | Ocal, M. F. The effect of GeoGebra on
Basarisina students' conceptual and
Etki procedural knowledge: The case
of applications of derivative
39 {2017 | Ogrenme Kepgeoglu, I, & | GeoGebrayazilimiyla limit ve
Basarisina | Yawz, 1. stireklilik 6 gretiminin 6 gretmen
Etki adaylarinin basarisina etkisi
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Sira| Y1l | Tema Yazar(lar) Calisma Konu Basligi
No
40 |2017| Ogrenme Zengin, Y., & The effect of GeoGebra software
Basarisina | Tatar, E. supported mathematics
Etki instruction on eighth-grade
students' conceptual
understanding and retention
41 |2017| Ogrenme Ozgakar, B. GeoGebrayazilimi ile
Basarisina desteklenen matematik
Etki Ogretiminin 8. simif 6grencilerinin
akademik basarilarina ve
matematige yonelik tutumlarina
etkisi
42 12017 Tutum ve Horzum, T., & Pre-Service Mathematics
Gortisler Unli, M. Teachers' Views about GeoGebra
and Its Use
43 | 2018 Yazilim Kaya, A., & Ocal,| Geogebra'nin §grencilerin
Incelemeleri| M. F. matematikteki akademik
basarilarina etkisi tizerine bir
meta-analiz
44 12019 Tutum ve | Yildiz, G. 7. smuf 6grencilerinin GeoGebra
Gortsler destekli geometri 6 gretimine
yonelik goriisleri
45 12019 Tutum ve Simsek, N., & GeoGebraile ilgili lisansiistii
Gortigler Yasar, A. tezlerin tematik ve yontemsel
egilimleri: Bir icerik analizi
46 |2019| Kavramsal | Turgut, M. GeoGebra destekli matematik
Anlama Ogretiminin ortaokul
Ogrencilerinin uzamsal
yeteneklerine etkisi
47 |2019| Yazilim Kose, A., & GeoGebraegitim programinin
Incelemeleri| Yilmaz, H. Ogretmenlerin mesleki gelisimine
etkisi
48 |2019| Yazilim Wassie, Y. A., & | Some of the potential affordances,
Incelemeleri| Zergaw, G. A. challenges and limitations of

using GeoGebra in mathematics
education
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Sira| Y1l | Tema Yazar(lar) Calisma Konu Basligi
No
49 12020 | Tutum ve | Celen,Y. Student Opinions on the Use of
Gorigler Geogebra Software in
Mathematics Teaching
50 12021 | Ogrenme Zengin, A, & GeoGebra destekli matematik
Bagarisina | Akcakin, V. Ogretiminin altinct sinif
Etki Ogrencilerinin basarilarina etkisi:
Alan ve hacim 6l¢me
51 {2021 Tutum ve Kuzu, C. L. Views of Mathematics Teacher
Goriligler Candidates on the Use of
Geogebra in Probability Teaching
52 2022 | Ogrenme Sevgi, S., & Trigonometrik Fonksiyonlarin
Bagarisina | Soylu, Y. Grafiklerini Yorumlama
Etki Konusunun Geogebra ile
Tasarlanmis Etkinliklerle
Ogretiminin Ogrencilerin
Akademik Basarisina ve
Kaliciliga Etkisi
53 {2022 | Ogrenme Yildiz, E., & Déortgenlerin ailesel iliskilerinin
Basarisina | Giiles, E. ogretiminde GeoGebra programi
Etki kullaniminin 8. simf 6grencilerinij
erisi diizeylerine etkisi
54 12022 | Kavramsal | Ozgakir Siimen, | U¢ Boyutlu Tasarim
Anlama 0. Programlariyla Gergeklestirilen
Etkinliklerin Simf Ogretmeni
Adaylarinin Uzamsal Becerilerinij
Gelisimine Etkileri
55 12023 | Tutum ve Bar¢in, N., & GeoGebra Software on the
Gortsler Yenmez, A. A. Mathematical Language
Developments and Self-Efficacy
Perceptions of Students
56 |2024 | Ogrenme Muhtarom, M., | Development of geometry modulg
Basarisina | Murtianto, Y. H., | assisted Geogebra to improve the
Etki Nizaruddin, N., &| students' ability of visual

Khoirot, M.

representation
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Sira| Y1l | Tema Yazar(lar) Calisma Konu Basligi
No

57 12024 ]| Tutum ve Kilig, B., & 7. Simf Matematik Dersi Geometr]
Gortsler Yilmaz, G. K. Ogrenme Alana Yonelik
Hazirlanan GeoGebra
Etkinliklerinin Etkililiginin
Ogretmen Goriisleri Kapsaminda
Incelenmesi

58 | 2024 | Tutum ve Sarpkaya Aktas, | GeoGebra'ninOrtaokul
Goriisler G., & Erdogan, F.| Ogrencilerinin Uzamsal
Gorsellestirme Becerilerine
Katkilar1 ve Ogretmen Goriisleri

Bu tablo olusturulurken bazi bilimsel ¢aligmalarin her iki
temayl da icerdigi gézlemlenmistir. Bu durumda baskin olan tema
g0z Oniine alinarak tabloya iglenmistir.
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Tablo 2 Yillara Gore Detayli Yayin Dagilimi ve Tematik Analiz

Tema Ogrenme | Tutum Ve Ogretmen ~ Yaalim Kavramsal Toplam | Yiizde
Yil Basarisi Goriisler Calismalan Incelemeleri Anlama
2007 0 0 1 1 0 2 3.4%
2008 0 0 0 1 1 2 3.4%
2009 0 0 0 2 1 3 5.2%
2010 2 0 0 0 0 2 3.4%
2011 4 0 1 0 1 6 10.3%
2012 0 2 0 0 1 3 5.2%
2013 1 0 0 0 0 1 1.7%
2014 2 2 0 1 1 6 10.3%
2015 4 3 0 0 0 7 12.1%
2016 0 2 0 1 1 4 6.9%
2017 5 1 0 0 0 6 10.3%
2018 0 0 0 1 0 1 1.7%
2019 0 2 0 2 1 5 8.6%
2020 0 1 0 0 0 1 1.7%
2021 1 1 0 0 0 2 3.4%
2022 2 0 0 0 1 3 5.2%
2023 0 1 0 0 0 1 1.7%
2024 1 2 0 0 0 3 5.2%
TOPLAM 22 17 2 9 8 58 100%
YUZDE 37.9% 29.3% 3.4% 15.5% 13.8% 100% -
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Donemsel Analiz ve Arastirma Evrimleri

GeoGebra'mn matematik  egitimi alamndaki arastirma
evrimini donemsel olarak inceledigimizde, yazilimun 2001 yilinda
Markus Hohenwarter tarafindan gelistirilmesinden giiniimiize kadar
olan siirecte belirgin donemsel karakteristikler ve arastirma
paradigmalarindaki doniistimler gozlemlenmektedir. Bu donemsel
analiz, teknolojik geligsmelerin matematik egitimi arastirmalarina
olan etkilerini ve aragtirma metodolojilerindeki evrimsel degisimleri
anlamak agisindan kritik onem tasimaktadir.

Baslangic Donemi (2007-2009): Kesif ve Tamtim Evresi

GeoGebra'mn ilk yillari, yazilimin temel 6zelliklerinin
tanitildigi ve matematik egitimcilerinin bu yeni teknolojik aragla
tamstigl bir donem olarak karakterize edilmektedir. Bu donemde
yapilan arastirmalar, agirlikli olarak yazilimin teknik 6zelliklerinin
tamtimt, temel kullanim kilavuzlart ve geometri Ogretimindeki
potansiyel uygulamalarina odaklanmistir. Arastirma metodolojileri
genellikle betimsel nitelikte olup, vaka caligmalar1 ve kiiciik 6l¢ekli
pilot uygulamalar seklinde gergeklestirilmistir.

Genisleme Donemi (2010-2015): Deneysel Cahsmalarin Artisi

Bu donem, GeoGebra'mn egitim camiasinda daha genis
kabul gormesi ve deneysel aragtirmalarin sayisinda belirgin artiglarin
yasandigi bir evre olarak One c¢ikmaktadir. Matematik egitimi
arastirmacilari, yazilimin 6g8renci bagarisina olan etkilerini dlgmeye
yonelik  kontrollii  deneysel  c¢alismalar  gergeklestirmeye
baglamuslardir. Bu donemde, oOzellikle geometri ve fonksiyonlar
konularinda yapilan arastirmalar, GeoGebra'nin geleneksel 6gretim
yontemlerine  kiyasla istlinliiklerini ortaya koyan bulgular
sunmustur.
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Olgunlasma Donemi (2016-2019): Cok Boyutlu Arastirma
Yaklasimlari

Bu donem, GeoGebra arastirmalarimin metodolojik
cesitliliginin arttitgi ve ¢ok boyutlu arastirma yaklasgimlarimn
benimsendigi bir evre olarak karakterize edilmektedir. Karma
yontem arastirmalari, uzun stireli boylamsal ¢alismalar ve ¢coklu veri
toplama tekniklerinin kullamildig1 arastirmalar bu dénemin belirgin
ozelliklerini olusturmaktadir. Ayrica, yazilimin sadece akademik
basariya degil, 6grenci motivasyonu, tutum, 6z-yeterlik algisi ve 21.
ylizyll becerilerine olan etkilerinin de incelenmeye baslandig

goriilmektedir.

Sistematizasyon Donemi (2019-2024): Meta-Analiz ve
Sistematik Incelemeler

Giiniimiize yakin olan bu donem, GeoGebra ileilgili birikmis
arastirma bulgularimin sistematik olarak analiz edildigi ve meta-
analiz caligmalarinin yogunlastigi bir evre olarak one ¢ikmaktadir.
Bu donemde, arastirmacilar mevcut bulgular1 sentezleyerek,
yazilimin etkinligine dair daha giliglii kamtlar sunmaya
odaklanmiglardir. Ayn1 zamanda, yapay zeka ve makine 0grenmesi
teknolojilerinin  GeoGebra ile entegrasyonu konularinda da
arastirmalarin basladig gozlemlenmektedir.

Bu donemsel evrim, GeoGebra arastirmalarinin sadece nicel
artts gostermedigini, aym zamanda metodolojik sofistikasyon ve
teorik derinlik acgisindan da oOnemli gelismeler kaydettigini
gostermektedir. Her donemin kendine 0Ozgii arastirma sorulari,
metodolojik yaklagimlari ve bulgularinin, matematik egitimi
alanindaki bilgi birikiminin kademeli olarak insa edilmesine katki
sagladig degerlendirilmektedir.
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Tablo 3 Dénemsel Arastirma Odaklar: ve Karakteristikleri

Doénem Ar‘zillllg g;;;lsl: Baskin Temalar |Yiizde| Arastirma Ozellikleri
e Temel yazilim tanitimi
2007- ~ Yazihm . e Pedagojik potansiyel
Baslangic 2009 7 Incelemeleri  |%12.1 kesﬁ
(%71.4) e Ik uygulama
denemeleri
Og‘renci Basarisi e Deneysel ¢aligmalar
. 2010- (%48.1) e Bagari 6l¢iimleri
Genigleme 2015 27 Tutum ve Gérii@ler%46'6 e Tutum arastirmalari
(%25.9) e Sistematik etki analizi
Ogrenci Basarisi
(%31.3) e Meta-analiz ¢aligsmalar
2016- Tutum ve Goriisler e Ogretmen gelisimi
Olgunlasma 2019 16 (%31.3) %?27.6| e Elestirel
~ Yazihm degerlendirmeler
Incelemeleri e Dengeli tema dagilimi
(%18.8)
e Ogrenci goriisleri
Tutum ve Goriisler . gg;lakd:mi ctkisi
Sistemati- |2020- 3 - (%62.5) %13.8 tirmal
zasyon 2024 Ogrenci Bagarist |7°" ™" arastirmatart
(%37.5) . thclll.l.lfc;al.lsmalarl
e Hibrit 6gretim
modelleri

Tematik Gelisim Analizi

2001 yilinda gelistirilen GeoGebra, arastirma alammn
dogusunu temsil eden 2007-2009 doneminde, yazilimin akademik
camiaya tanitilmasi ve potansiyelinin kesfedilmesi c¢ercevesinde
derinlesmeye baslamistir. Bu erken donemin en karakteristik
ozelligi, caligmalarin biiyiik 6l¢iide “yazilim incelemeleri” temasina
odaklanmasidir. Hohenwarter ve Jones’un 2007 yilinda
gerceklestirdikleri Oncii ¢alisma, geometri ile cebir arasindaki
iligkileri GeoGebra perspektifinden ele alarak alanin kuramsal
temelini  atmistir. Bu donemde arastirmacilarin temel sorusu,
“GeoGebra nedir ve ne yapabilir?” seklinde 6zetlenebilir.
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2010-2015 doneminde yasanan genisleme alanin en carpict
ozelligini  olusturmaktadir. GeoGebra’min egitim ortamlarinda
uygulanabilirliginin degerlendirilmesine  yonelik  ampirik
calismalarin arttig bir evredir. Bu alti yillik siirecte "Ogrenme
Basarisina Etki" temasi mutlak bir baskinlik kurmus(%48.1) ve
beraberinde "Tutum ve Goriisler" temasi da 6nemli Olciide gelisim
gostermistir (%25.9). Bu donemdeki yayinlarin ¢ogu basar1 odakli
deneysel ¢aligmalardan olugsmaktadir. Bu durum, matematik egitimi
arastirmalarinda kamta dayali yaklagimlarin giiclenmesi ve egitim
teknolojilerinin etkililiginin sorgulanmaya baslanmasi ile paralellik
gostermektedir.

Birgin, Catlioglu, Giirbliz ve Aydin'in 2010'daki ikinci
dereceden fonksiyonlar calismasi, bu donemin baslangi¢ noktasini
olusturur. Sonrasinda 6grencilerin koordinat ve doniisiim geometrisi,
cokgenler, Tlcgenler, lineer cebir gibi farkli matematiksel
konulardaki  bagarilari GeoGebra destekli Ogretim yoluyla
degerlendirilmistir (Akgiil, 2014; Kan, 2014). Bu ddénemde
arastirmacilarin temel sorusu "GeoGebra gercekten ise yartyor mu?"
seklinde evrilmistir. Deneysel desenlerin baskinligi, alanin pozitivist
paradigmaya olan egilimini ve nicel kamt arayisim yansitmaktadir.
Ayrica, bu donemde hem oOgretmen hem Ogretmen adaylarimn
yazilima iliskin tutum ve goriislerini irdeleyen ¢aligmalar da dikkat
cekmektedir (Yildiz vd., 2012; Demir & Bozkurt, 2014). Bu
donemde arastirmalar, yazilimin sadece islevselligini degil, aym
zamanda Ogrenme siirecine olan somut katkilarim da Olgmeye
baslamustir.

2016-2019 doneminde toplam 16 calismayla (%27.6)
istikrarl1 bir iiretim stireci yaganmrken, tema cesitliliginde de belirgin
bir artis gozlenmistir. Bu donemin en Onemli karakteristigi,
"Ogrenme Basarisia Etki" (%31.3) ve "Tutum ve Goriisler"
(%31.3) temalarmin esit dagilim gostermesi ve arastirma
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yaklagimlarimn  ¢esitlenmesidir. Aym  zamanda  "Yazilim
Incelemeleri" temas1 da %18.8 oraniyla varligim siirdiirmiistiir.

Bu donemde meta-analiz g¢aligmalarimn ortaya ¢ikmasi,
alanin olgunlagsma siirecindeki en Onemli gOstergelerden biridir.
Gilinhan ve Acan'in 2016'daki meta-analiz c¢alismasi, biriken
deneysel kamtlar1 sistematik olarak degerlendirme ihtiyacimn bir
yansimasidir. Bu durum, alamin "etki var m1?" sorusundan "hangi
kosullarda ve nasil etki ediyor?" sorusuna gecisini isaret etmektedir.
Bu siirecte dikkat ¢eken bir diger gelisme ise, belirli matematik
konularina (Ornegin tlirev, limit-siireklilik, belirli integral gibi)
odaklanan igeriklerin GeoGebra ile Ogretiminin incelenmesidir
(Ogal, 2017; Kepgeoglu & Yavuz, 2017; Tatar & Zengin, 2016).
Genel olarak bu donem, hem pedagojik etkilerin hem de kullanici
tecriibelerinin sistematik bi¢cimde analiz edildigi, daha olgunlagmus
bir aragtirma ¢izgisini temsil etmektedir.

2020-2024 donemi, ozellikle COVID-19 pandemisiyle hiz
kazanan dijital doniisiim siirecinin etkisiyle GeoGebra'nin egitimde
kullammuna yonelik ilginin yeniden sekillendigi bir zaman araligim
temsil etmektedir. Bu donemde yayimlanan 8 g¢alismanin (%13.8)
dagilimi, "Tutum ve Goriisler" temasimn baskin hale geldigini
(%62.5) gostermektedir. "Ogrenme Basarisina Etki" temasi ise
%37.5 oranla ikinci sirada yer almaktadir.

Trigonometrik fonksiyonlardan dortgenlere, gorsel temsilden
alan ve hacim Ol¢limiine kadar bir¢ok farkli konu bagliginda
GeoGebra destekli etkinliklerin 6grencilerin akademik basarilar: ve
kavramsal  kalicilik iizerindeki  etkileri sistematik  olarak
incelenmistir (Sevgi & Soylu, 2022; Yildiz & Giiles, 2022;
Muhtarom vd., 2024). Bu donem ayrica Ogretmen ve Ogretmen
adaylarimin goriislerinin daha fazla 6n plana ¢iktigi bir donemdir;
yazilimin 6zellikle uzaktan egitim siireglerindeki kullanimi, mesleki
gelisime katkisit ve sinif i¢i etkinlik tasarimlarindaki rolii iizerine
yapilan nitel arastirmalar bu egilimi desteklemektedir (Kili¢ &
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Yilmaz, 2024; Sarpkaya Aktas & Erdogan, 2024). Genel olarak bu
donem, GeoGebra'min sadece bir 6gretim araci olarak degil, aym
zamanda pedagojik tasarim, Ogrenme motivasyonu ve dijital
okuryazarlik boyutlariyla da ele alindig disiplinler arasi bir yonelim
siirecine isaret etmektedir.

Tablo 4: Temalarin Donemsel Dagilimi

Tema 2007-2009|2010-2015| 2016-2019 | 2020-2024 | Toplam
Ogrenme 0(0%) |13 (48.1%)| 5(31.3%) | 3(37.5%) 21
Basarisi

Tutum ve 0(0%) |7(259%)| 5(31.3%) | 5(62.5%) 17
Goriisler

Yazalim 5(71.4%) | 3(11.1%) | 3(18.8%) 0(0%) 11
Incelemeleri

Kavramsal |2 (28.6%) |3 (11.1%)| 2(12.5%) 0(0%) 7
Anlama

Ogretmen 0(0%) 1(3.7%) 1(6.3%) 0(0%) 2
Calismalan

Toplam 7 27 16 8 58

TARTISMA VE CIKARIMLAR

Arastirma Odaklarimin Pragmatik Karakteri

"Ogrenme Bagarisia Etki" temasimin %36.2 oraniyla baskin
konumda olmasi, GeoGebra arastirmalarimin agirlikli olarak sonug
odakl1 ve pragmatik bir yaklasim sergiledigini gostermektedir. Bu
durum, egitim teknolojisi aragtirmalarinda yaygin olan "etki
kanitlama" paradigmasimn bir yansimasidir. Arastirmacilarin
oncelikli olarak "GeoGebra ige yartyor mu?" sorusuna odaklanmasi,
alanin heniiz olgunlasma siirecinde oldugunu ve teorik derinlige
ulasmak i¢in daha fazla zamana ihtiya¢ duydugunu isaret etmektedir.
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"Tutum ve Goriisler" temasinin %29.3 oramyla ikinci sirada
yer almasi, matematik egitimi arastirmalarinda paydas merkezli
yaklasimlarin giiclendigini gdstermektedir. Ozellikle 2020-2024
doneminde bu temanin %62.5'e yiikselmesi, COVID-19 pandemisi
sonrasinda teknoloji kabul ve adaptasyon siireclerine olan ilginin
arttigim yansitmaktadir. Ancak bu alandaki ¢aligmalarin cogunlukla
betimleyici nitelikte olmasi, derinlemesine analiz eksikligi
yaratmaktadir.

Donemsel Egilimlerin Analizi

2007-2009 déneminde "Yazilim Incelemeleri"nin %71.4'liik
baskinligindan, 2010-2015'te "Ogrenme Basarisi"nin %48.1'lik
hakimiyetine gegis, alamin kesif asamasindan kanit toplama
asamasina evrimini gostermektedir. 2016-2019 donemindeki tema
cesitliligi (%31.3 Ogrenme Basarisi, %31.3 Tutum ve Goriisler,
%18.8 Yazilim Incelemeleri) alanin olgunlagma siirecini, 2020-
2024'te "Tutum ve Gorisler"in %62.5'e yiikselmesi ise pandemi
sonrasi kullanic1 deneyimlerine odaklanmay1 yansitmaktadir.

Kritik Arastirma Bosluklan

Analizin en carpici bulgusu, "Ogretmen Calismalart"
temasimn sadece %3.4 oramnda kalmasidir. Bu durum, teknoloji
entegrasyonunda en kritik faktdr olan 6gretmen boyutunun ciddi
sekilde ihmal edildigini gostermektedir. 2016-2019 doneminden
sonra bu alanda higbir c¢alisma yapilmamasi, Ozellikle dijital
doniisiim siirecinde bu eksikligi daha da kritik kilmaktadir.

"Kavramsal Anlama" temasinin %12.1 oraninda kalmasi ve
2020-2024 doneminde bu alanda hi¢bir calisma yapilmamasi,
GeoGebra'mn bilissel siirecler iizerindeki etkilerinin yeterince
arastirtlmadigim  ortaya  koymaktadir.  Dinamik  geometri
yazilimlarimin gorsellestirme ve kavramsal anlama potansiyeli goz
Oniine alindiginda, bu alan 6nemli bir gelisim firsati sunmaktadir.
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"Yazilim Incelemeleri" temasimn 2020-2024 déneminde
tamamen kaybolmas1 (%0), alanin teknolojik gelismeleri takip etme
konusunda geride kaldigim gostermektedir. GeoGebra'mn siirekli
glincellenen ozelliklerinin pedagogik acidan degerlendirilmesi
ihtiyac1 devam etmektedir.

Metodolojik Simrhliklar

Mevcut aragtirmalarda nicel paradigmanin baskinlig dikkat
cekmektedir. Deneysel desenlerin yaygin kullanimu  pozitivist
aragtirma gelene8inin etkisini yansitmakla birlikte, 6grenmenin
karmasik dogasim tam olarak yakalayamama riski tagimaktadir.
Karma yontem c¢alismalarimin ve longitudinal arastirmalarin azlig,
alanin metodolojik  c¢esitliligini artirma  ihtiyactm  ortaya
koymaktadir.

Teorik Temellerin Yetersizligi

Analiz edilen yaymnlarin ¢ogunlukla genel teknoloji
entegrasyonu kuramlarindan yararlandig, GeoGebra'mn 06zgiin
ozelliklerine yonelik spesifik teorik ¢ercevelerin yeterince
kullanilmadigr  goériilmektedir. Bu durum, alamin kavramsal
derinligini artirma ihtiyacint isaret etmektedir.

Gelecek Arastirma Yonelimleri

Bu bulgular 1s181nda, gelecekteki GeoGebra arastirmalarinin
oncelikli olarak oOgretmen egitimi ve mesleki gelisim alamna
odaklanmasi gerekmektedir. Mevcut %3.4 oraninda kalan bu tema,
teknoloji entegrasyonunun en kritik boyutu olarak acil miidahale
gerektirmektedir. Benzer sekilde, son donemde 9%0'a diisen
kavramsal anlama siire¢leri aragtirmalar1 yeniden canlandirilmali ve
GeoGebra'mn biligsel 6grenme Tlizerindeki derinlemesine etkileri
incelenmelidir. Yazilim 6zelliklerinin pedagojik degerlendirmesi de
ihmal edilen bir alan olarak 6ne ¢ikmaktadir ve GeoGebra'nin stirekli
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glincellenen 6zelliklerinin egitimsel potansiyelinin sistematik olarak
analiz edilmesi gerekmektedir.

Metodolojik acidan alanin gesitliligini artirmak i¢in karma
yontem yaklagimlarimn tesvik edilmesi kritik 6nem tasimaktadir.
Mevcut arastirmalarin agirlikli olarak nicel paradigmaya dayali
olmasi, Ogrenme siire¢lerinin karmasik dogasimi tam olarak
yakalayamamaktadir. Bu nedenle nitel arastirma desenlerinin
gliclendirilmesi, longitudinal ¢aligsmalarin artirilmasi ve ozellikle
eylem arastirmasi yaklagimlarimin benimsenmesi alamn teorik ve
pratik derinligini artiracaktir. Ayrica, uzun vadeli etki ¢aligmalariile
GeoGebra kullammumn kalict 6grenme sonuglart {izerindeki
etkilerinin izlenmesi gerekmektedir.

Teknolojik giincellik perspektifinden bakildiginda, gelecek
arastirmalarin GeoGebra'min yeni siirlimlerini sistematik olarak
incelemesi ve yapay zeka entegrasyonu olanaklarim arastirmasi
gerekmektedir. Dijital doniisiim siirecinde mobil ve web tabanli
kullanimin pedagojik etkilerinin degerlendirilmesi de 6nemli bir
arastirma alam olarak one ¢ikmaktadir. Bu kapsamda, hibrit 6grenme
ortamlarinda GeoGebra'mn rolii, uzaktan egitim siireglerindeki
etkililigi ve farkli dijital platformlarla entegrasyonu gibi konular
gelecek arastirmalarin odak noktast olmalidir.

Genel Degerlendirme

GeoGebra arastirmalari, gli¢lii deneysel temeller iizerine
kurulu dinamik bir alan olarak gelismektedir. Arastirmalarin biiyiik
kismi, GeoGebra'mn Ogrenme basarisina olumlu etkisini rapor
etmektedir. Ozellikle geometri konularinda basari artis1 ve problem
¢ozme becerilerinde gelisme gozlenmistir. Tutum ve goriislere
odaklanan caligmalar ise Ogrencilerin yazilima karsi genellikle
olumlu tutum sergiledigini, Ogretmenlerin ise teknolojiye acik
oldugunu  ancak destek ve egitime ihtiyag duydugunu
gostermektedir. Ancak, alamin siirdiiriilebilir gelisimi i¢in kritik
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bosluklarin giderilmesi gerekmektedir. Ogretmen ¢alismalarinin
ithmal edilmesi, kavramsal anlama arastirmalarinin azalmasi ve
metodolojik  tekdiizelik, alanin potansiyelini tam olarak
kullanamamasina neden olmaktadir. Alamn matematik egitiminde
teknoloji entegrasyonunun Oncii alanlarindan biri olarak konumunu
koruyabilmesi icin dengeli ve siirdiiriilebilir bir arastirma
giindeminin benimsenmesi gerekmektedir.

Sonu¢ Ve Oneriler

Sonuclar

Bu derleme ¢aligmasi, 20072024 yillar1 arasinda GeoGebra
yazilimi odakli gerceklestirilen 58 akademik yayim tematik,
metodolojik ve kronolojik olarak analiz etmistir. Bulgular, dinamik
matematik  yazilimlarimn  matematik  6gretiminde 6nemli  bir
doniisiim  yaratigm acikca ortaya koymaktadir.  Ozellikle
GeoGebra, agik kaynakli yapisi, ¢oklu matematiksel temsilleri
desteklemesi ve kullamci dostu arayliziiyle diinya genelinde hem
ogretmenler hem de Ogrenciler tarafindan tercih edilen giiglii bir
Ogretim aract haline gelmistir.

Arastirma trendleri, yillar icinde belirgin bir evrim
gecirmigtir.  2007-2009 doneminde yazilim incelemelerinin
%71.4'lik baskinligindan baslayarak, 2010-2015'te 0grenme
basarisinin %48.1'lik hakimiyetine geg¢is, alanin kesif asamasindan
kanit toplama asamasina evrimini gOstermektedir. 2016-2019
donemindeki tema cesitliligi (%31.3 Ogrenme Basarisi, %31.3
Tutum ve Goriisler) alanin olgunlagsma siirecini yansitirken, 2020-
2024'te tutum ve gorislerin %62.5'e yiikselmesi COVID-19
pandemisi sonrasinda kullanict deneyimlerine odaklanmay1 isaret
etmektedir.

Genel olarak, "Ogrenme Basarisina Etki" temasimn %36.2
oraniyla en yliksek paya sahip olmasi, arastirmacilarin GeoGebra'mn
etkililigini kanitlamaya odaklandigim gostermektedir. "Tutum ve
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Gortigler" temasimn %?29.3 oraniyla ikinci sirada yer almasi, paydas
merkezli  yaklagimlarin  giiclendigini  ortaya  koymaktadir.
Arasgtirmalarin  biiylik  ¢ogunlugu, = GeoGebra kullamminin
ogrencilerin matematik  basarisina olumlu katki sundugunu
gostermektedir. Ozellikle geometri alaminda yazilimin belirgin bir
Ustlinliik  sagladign  goriilmils; kavramlarin  gorsellestirilmesi,
Ogrencilerin matematiksel diistinme ve problem ¢6zme becerilerini
anlaml1 bi¢cimde gelistirmistir.

Bununla birlikte, alan yazimnda kritik bosluklar da dikkat
cekmektedir. "Ogretmen Calismalar" temasimn sadece %3.4
oraminda kalmasi ve 2016-2019 déneminden sonra bu alanda hig¢bir
calisma yapilmamasi, teknoloji entegrasyonunun en kritik faktorii
olan Ogretmen boyutunun ciddi sekilde ihmal edildigini
gostermektedir. "Kavramsal Anlama" arasgtirmalarmin  %12.1
oraninda kalmas1 ve 2020-2024 doneminde bu alanda hicbir ¢calisma
yapilmamasi,  GeoGebramin  biligsel siiregler  {izerindeki
derinlemesine etkilerinin  yeterince arastirilmadigim ortaya
koymaktadir. Ayrica, metodolojik ¢esitliligin artmasi, uluslararasi is
birlikleri ve uzun vadeli etki ¢calismalarinin tesvik edilmesi, alanin
olgunluk diizeyini daha da ileriye tagiyacaktir.

Oneriler
Gelecek Arastirmalar icin Oneriler

Gelecekte yapilacak c¢aligmalarda oncelikli olarak 6gretmen
egitimi ve mesleki gelisim alanina odaklamlmasi kritik 6nem
tasimaktadir. Mevcut %3.4 oraninda kalan bu tema, teknoloji
entegrasyonunun en Onemli boyutu olarak acil miidahale
gerektirmektedir. Ogretmenlerin GeoGebra'y1 pedagojik agidan nasil
kullandiklari,  hangi  zorluklarla  karsilastiklar1  ve  nasil
desteklenebilecekleri  konularinda  derinlemesine  arastirmalar
yaptlmalidir.
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Son donemde tamamen ihmal edilen kavramsal anlama
stiregleri aragtirmalar1 yeniden canlandirilmali ve GeoGebra'nin
biligsel 6grenme tizerindeki uzun vadeli etkileri sistematik olarak
incelenmelidir. Bu kapsamda, Ogrenilen bilgilerin 6 ay ila 1 yil
sonrasindaki kaliciligint degerlendiren boylamsal aragtirmalar
yapilmali ve farkli konulardaki transfer etkileri detayli bi¢imde
arastirilmalidir.

Yazilim &zelliklerinin pedagojik degerlendirmesi de ihmal
edilen bir alan olarak One c¢ikmaktadir. GeoGebra'mn siirekli
glincellenen 6zelliklerinin egitimsel potansiyelinin sistematik olarak
analiz edilmesi, Ozellikle yapay zeka entegrasyonu olanaklarimin
arastirilmast  gerekmektedir. Bu baglamda, kisisellestirilmis
O0grenme algoritmalari, akilli geri bildirim sistemleri ve yapay zeka
destekli modiillerin dgrenciler iizerindeki etkisi incelenmelidir.

Ayrica, 0Ozel gereksinimli bireyler ic¢in gelistirilecek
uygulamalar literatiirde 6nemli bir boslugu dolduracaktir. Ozellikle
Ogrenme giicliigii yasayan Ogrenciler, gérme engelli bireyler ve
istiin yetenekli Ogrenciler i¢in 6zel olarak uyarlanmis GeoGebra
materyallerine ihtiya¢ duyulmaktadir.

Metodolojik Oneriler

Aragtirma desenlerinde metodolojik cesitliligin artirilmasi
biiyilk 6nem tasimaktadir. Mevcut arastirmalarin agirlikli olarak
nicel paradigmaya dayali olmasi, 68renme siire¢lerinin karmasik
dogasim tam olarak yakalayamamaktadir. Bu dogrultuda, nicel ve
nitel verilerin biitiinclil bigimde analiz edildigi karma yontemli
caligmalar tegvik edilmeli; c¢oklu veri kaynaklar1 kullamlarak
triangiilasyon yontemlerinden yararlanilmalidir.

Nitel arastirma desenlerinin giiclendirilmesi, 06zellikle
etnografik caligmalar, fenomenolojik yaklasimlar ve eylem
aragtirmasi metodlarimin benimsenmesi alamin teorik derinligini
artiracaktir. Farkl: iilkelerde yiiriitiilecek ¢ok uluslu karsilastirmali
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arastirmalar sayesinde GeoGebra'nin kiiltiirler arasi etkileri ortaya
konulabilir.

Bunun yam sira, GeoGebra'mn kullammina dair biiyiik veri
setlerinin analiz edilmesi ve Ogrenme analitikleri yaklagiminin
arastirmalara entegre edilmesi Onerilmektedir. Ozellikle makine
Ogrenmesi gibi yeni nesil veri analiz tekniklerinin kullanimu,
ogrencilerin etkilegsim Griintiilerini ¢éziimleyerek yazilimin 6grenme
stirecine katkisini daha detayli bi¢cimde ortaya koyabilir.

Egitim Politikas1 ve Uygulama Onerileri

Egitim politikalar1 agisindan, GeoGebra'min matematik
Ogretim  programlarina  sistematik  bicimde  uyarlanmasi
onerilmektedir. Bu siiregte, kademeli bir uygulama plam
gelistirilmeli  ve  ders igerikleriyle uyumlu  etkinlikler
olusturulmalidir. Ozellikle tutum ve goriisler temasimn son dénemde
%62.5'e yiikselmesi, kullanmci kabul ve adaptasyon siireclerinin
kritik 6nemini ortaya koymaktadir.

Ogretmen egitimi agisindan, meveut %3.4'liik diisiik oranin
artirilmasi i¢in acil onlemler alinmalidir. GeoGebra'nin hem hizmet
Oncesi Ogretmen yetistirme programlarinda hem de hizmet igi
mesleki gelisim etkinliklerinde sistematik olarak yer almasi
saglanmalidir. Bu siiregte Ogretmenlere yonelik sertifikasyon
sistemleri olusturulmali ve dijital pedagojik yetkinliklerin artirilmasi
hedeflenmelidir.

Hibrit 6grenme ortamlarinda GeoGebra'mn rolii, uzaktan
egitim stireclerindeki etkililigi ve mobil uygulamalarin pedagojik
potansiyeli gibi giincel konular da politika giindeminde yer
almalidir. COVID-19 sonrasi dijital doniisiim siirecinin getirdigi
yeni gereksinimler dogrultusunda, teknoloji entegrasyonu stratejileri
glincellenmelidir.

Altyap1  boyutunda, okullardaki teknolojik donammin
gliclendirilmesi, internet erigiminin yayginlastirilmas: ve teknik
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destek sistemlerinin kurulmasi, GeoGebra'mn etkili bi¢imde
kullanilabilmesi i¢in temel gereklilikler arasindadir.

Genel Degerlendirme
GeoGebra, soyut matematiksel kavramlarin
somutlastirilmasina, ogrencilerin derinlemesine anlam

gelistirmesine ve Ogretmenlerin  etkilesimli  Ogretim siirecleri
tasarlamasina  6nemli katkilar sunmaktadir. Ozellikle geometri
ogretiminde sagladig gorsellik ve etkilesim, Ggrenci basarisim
artirmakta ve dgrenme siirecine motivasyon katmaktadir. Ancak bu
potansiyelin tim egitim sistemi genelinde etkili bir sekilde
kullanilabilmesi i¢in sistematik politikalar, arastirma destekleri ve
ogretmen odakli uygulama modelleri gelistirilmelidir.

Arastirma trendlerinin donemsel analizi, alamn baslangicta
teknik odakli yaklasimdan pedagojik etki arastirmalarina, oradan da
kullamict deneyimi odakli ¢aligmalara evrildigini gostermektedir. Bu
evrim siireci dogal olmakla birlikte, kritik alanlarin ihmal edilmesi
(6gretmen caligmalari, kavramsal anlama) alanin siirdiiriilebilir
gelisimi i¢in risk olusturmaktadir.

Bu baglamda, GeoGebra yalmzca teknolojik bir arag¢ degil;
aynm zamanda matematik egitiminin dijital doniisiimiinii destekleyen
bir pedagojik ortam olarak degerlendirilmelidir. Arastirmacilar,
egitimciler ve politika yapicilarin is birligiyle yiiriitiilecek ¢ok yonlii
calismalar, bu doOniisiimiin kalict ve siirdiiriilebilir olmasin
saglayacaktir.
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BOLUM 9

(14, @) —BERNSTEIN-DURRMEYER-STANCU
OPERATOR DIiZiSiNiN YAKINSAKLIGI
UZERINE

Ulkii DINLEMEZ KANTAR'*
Giilten TORUN?

Giris
Bernstein, Weierstrass teoremini ispatlayabilmek i¢in {inli
Bernstein polinomunu 1912 yilinda ortaya koymustur (Bernstein,
1912). Bir asirdan fazla bir zaman igerisinde, genellikle yaklagim
teorisi ile ilgilenen matematik¢iler bu polinomu kullanarak
Bernstein tip operatorler insa etmislerdir. Bu tiir operatorleri iginde
bulunduran ¢alismalarin bazilar1 (Sofyalioglu & ark., 2022; Cai &
ark., 2022; Xu & Zeng, 2016; Su & ark., 2024) olarak verilebilir.

Bernstein operatorii; m dogal say1r olmak tzere, [0,1] iizerinde
taniml1 ve siirekli g fonksiyon igin

Bu(gix) = X% () =0V g(L), x €011 (1)

ile tanimlanir. Yine bir¢ok matematik¢i bu operatorleri gelistirerek
sadece stirekli fonksiyonlar degil, siirekli olmak zorunda olmayan

! Prof. Dr., Gazi Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Bolimi, 06500
Yenimgthallg, Ankara ORCID: Q000—0002-5656-3924
2 Dr. Ogr. Uyesi, Kastamonu Universitesi, Egitim Fakiiltesi, Matematik ve Fen
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fonksiyonlar i¢in de yaklasim sonucu veren operatorler insa
etmislerdir. Bunlardan birisi de Durrmeyer, Bernstein Durrmeyer
operatér olarak bilinen (Durrmeyer, 1967), g(x) € €[0,1] igin

D (g5 x)
= m+ DX () * @ =00 [ (7T) e =000 gwdr (2)

operatoriinii tamimlamistir. Bu tip operator dizileri kullanilarak
literatiire katki saglayan (Acar & ark. 2014; Xu & Zeng, 2016; Gupta
V., 2013) ¢alismalara bakilabilir.

A — parametreli Bernstein tip operatorler (Cai & ark. 2018)
makalesinde verilmistir. Yazarlar, tanimladiklar1 bu operator
dizisinin yaklagim 6zelliklerini vermislerdir. Bu operatorlerin ¢esitli
versiyonlarini, makalelerinde kullanan yazarlarin birkaci icin (Cai,
& ark., 2021; Cai & ark., 2025; Lin & ark., 2024; Su & ark. 2024)
calismalarina bakilabilir.

(A, w)-Bernstein operatorlerini (Zhou & Cai, in review)
makalesinde kurmuslardir. Ardindan (Cai & Zhou, 2024)
makalelerinde (4, u)-Bernstein-Durrmeyer  tip  operatorlerini
vermisler ve bu operatdrler dizisinin yaklasim 6zelliklerini
incelemislerdir.

Biz de bu operatdr dizisinin Stancu tipini kurduk ve gerekli
olan momentlerini, merkezi momentlerini hesapladik. Korovkin
teoremini ispatladik. En son olarak eldeki operator dizisi i¢in bir
yakinsaklik orani bulduk. Simdi (4, p)-Bernstein-Durrmeyer-
Stancu tip operatdr dizisini verelim.

(4, w)-Bernstein-Durrmeyer-Stancu tip operator dizisi

gEeEC[01] ve 0 <a<p olmak tizere, (A,u)-Bernstein-
Durrmeyer-Stancu tip operator dizisi;
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Unte p(9%) = (M + D IR0t () [ vma(D)g (Bng) dz - (3)

ile tanmimlayalim. Burada vr/}l’f (x), (A4, u) —Bezier baz

fonksiyonlaridir ve

A,
vmff(x) = U1 () + VUm0, (0) = Yig1Vma1,0401 (X)),

[=01,..m, (4)
{ Yo = Y41 =0, )
_ _ m—-2k+1 1+u _
Y, =0—p) =) + Pt D A 1=01,.. m,

—1 < 1 < 1veyp,1ilem arasinda yer alan bir sabittir (Cai & Zhou,
2024 )

Simdi 6nemli sonuc¢larimizi verelim: Lemma 1 in ispati, (Cai &
Zhou, 2024) da yer alan Lemma 3 kullanilarak rahat bir bicimde
yapilabileceginden okuyucuya birakilmistir.

Lemma 1: e;(z) =2z/,j =0,1,2,3,4 ve m > 1 dogal say

olmak tizere U ’fx ﬁ(e (2); x) icin asagidaki esitlikleri elde ettik:

. A,
i) Ut (eo(@ix) = 1,

.. A, A,
i1) Um_!;,g(el(z)ix) = _Z m (e1(2); %) +TB
A, 2 A, 2 Z. a?
iii) Upt, 5 (e2(2); ) = 2o T (ea (20 0) + o s T (en (250 + oo
. 2, oy m A 3m2a A, .
iv) Um";ﬁ(e3(z),x) = ntp)? Zn! (e3(2); %) +( 87 Z,t (e5(2); %)
I e (i) +
e, (2);x ,
mEpy (m+ B)?
m4 A, . am3a 2, .
V) U o (ea(2i2) = o 2 (e (20;) + 2 2 (e (20 )
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N 6m?a?
(m+p)*

4

Zit (ey(2); ) + Zt (e1(2); %)

4ma?
(m+p)*
a

By
Burada (Cai & Zhou, 2024) makalesinde yer alan

Zy(ei(2); %) == (m + 1) o vk () [ v (2)ei(2)dz

operator dizisinin e;j(z) = zJ,j = 0,1,2,3,4 icin asagidaki esitlikleri
sagladiklar1 gosterilmistir.

1-2x+xM¥1_(1—x)M*1
2(m—-1)(m+2)

)

1_(1 X)m+1

+(1 + /J)/l 2(m+1)(m+2)

’

A,u _ 2x(2—3x) 6x2—8x+2
(e2(2); %) = x* + m+3 +(m+2)(m+3)

) [x—2x2+xm+1 _ 1—2x—2x2+3xm+1—(1—x)m+1]
(m+2)(m+3) (m—-1)(m+2)(m+3)

1 1_xm+1_(1_x)m+1

ot
+(1 + 'u)/l [(m+2)(m+3) (m+1)(m+2)(m+3) 1’

3x2(3-4x) . 9x(2—6x+4x?) 6-36x+54x%—24x3

Zh (e3(2);x) = x3 +

m+4 (m+2)(m+3) (m+2)(m+3)(m+4)
+(1 - ) [3x2—6x3+3xm+1 6x3—18x2+6x+6xM+1
2(m+3)(m+4) (m+2)(m+3)(m+4)

3—6x—15x2+18xm+1—3(1—x)m+1]
(m—-1)(m+2)(m+3)(m+4)

3x2-3xM+1 6x—3x2+3xM+1
2(m+3)(m+4)  (m+2)(m+3)(m+4)

+(1+ u)/l[

11(1-x™*1-(1-x)™*1)
2(m+1)(m+2)(m+3)(m+4) 1’

a 4x3(4-5x 72x2-192x3+120x* = 96x—432x2+576x3—240x*
ZH (eh(2);x) = x* + (4-51)

m+5 (m+4)(m+5) (m+3)(m+4)(m+5)
24-192x+432x%-384x3+120x* )[3x —4x*+2x™M*1L
(m+2)(m+3)(m+4)(m+5) (m+4)(m+5)
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18x2-56x3+28x*+10x™M*1  36x—114x2+100x3-32x*+40x™M*1
(m+3)(m+4)(m+5) (m+2)(m+3)(m+4)(m+5)

23-46x—232x%+255xM* 1 -23(1-x)™M* x3—2xm*1
2(m-1)(m+2)(m+3)(m+4)(m+5) ] (1 + /1)/1 [(m+4)(m+5)

18x2-12x3—-6x™M*1  36x-36x2+12x3—12xM*1
(m+3)(m+4)(m+5) (m+2)(m+3)(m+4)(m+5)

+

12(1_xm+1_(1_x)m+1) ]
(m—-1)(m+2)(m+3)(m+4)(m+5)1"

Lemma 2: m > 1 dogal say1 olmak iizere Um o B(g (z) ;X)

ederiz;

Au _ _ m (1-2x _ 1-2x+xM*t1_(1—x)m+1
Um“ﬁ((z x) X) m+B m+B {m+2 + (1 ) 2(m-1)(m+2)
1_xm+1_(1_x)m+1} a
+(1 + ,Ll.)l 2(m+1)(m+2) m+[5”
i) UM (2= x)% %) = T ox(2 — 3x) + E 2
ma,p (m+B)2 (m+p)2(m+3) (m+2)

_ 1-2x24x™M+1 _ 1—2x—2x2+3xm+1—(1—x)m+1]
+(1 ﬂ) [ (m+2) (m-1)(m+2)

1— m+1_(1_ )m+1 2
+(1+,Ll)/1[( — _1-x x ]} max

(m+1)(m+2) (m+p)?
2ma {1—2x ( _ )1—2x+xm+1—(1—x)m+1
m+p)2 lm+2 2(m-1)(m+2)

1— m+1_ 1— m+1 2 1-2 2
F(1 4+ =i }— ) <
2(m+1)(m+2) (m+p)(m+2) ~ (m+p)
_ 2mx {( _ ) 1-2x+xM+t1_(1—x)m+1
(m+2)(m+p) 2(m-1)

1— m+1_(1_ )m+1 2
+(1 +u)ﬂ;} v ok, 5 ()

2(m+1)
" Au L oNA Y m*x*(16x3-20x*)  4m3x(9x?-12x3)
i) Uy, (2 = 2)% %) = (m+ﬁ)4 mB)imes) | (mAp)i(mta)

em2x?(4x—-6x%)  4x3m(1-2x) | m*(72x3-192x3+120x%)
(m+B)2(m+3) (m+B)(m+2) (m+pB)*(m+5)(m+4)
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_am3(18x%-54x3+36x*) | 6m?(2x®—8x3+6x*)

(m+B)3(m+4)(m+3) (m+B)2(m+3)(m+2)
_ m*(2x3—4x*+2x™*1)  2m3(3x3-6x*+3xM*2)
+(1 #) [ (m+B)*(m+5)(m+4) (m+B)3(m+4)(m+3)

6m?(x3—2x*+x™*3)  2m3 (x3—2x4+xm+4—x3(1—x)m+1)]
(m+p)2(m+3)(m+2) (m+B)(m+2)(m—1)

m4(2x3_2xm+1) 6m3(x3—xm+2)

+(1+ A [( -

m+p)*(m+5)(m+4)  (m+p)3(m+4)(m+3)

6m2(x3=x™*3)  2m(x3-xMH4—x3(1-x)"*1)

(m+B)2(m+2)(m+3) (m+B)(m+2)(m-1)

(2

Lemma 3: U::L"’fw

kullanarak asagidaki esitlikleri elde ederiz;

(g(2); x) operator dizisi i¢in Lemma 2 yi

1) 1}11_%0 m U:}l"’;_ﬁ((z —-x)x)=1-Q2+p)x+a,
ii) lim m Up¥, 5 ((z = )% %) = 6x — 10x7,
iii) lim m? Uk 5 ((z = 0% %) = 1222 (x — D2

Teorem 2: g € C[0,1] olsun. Bu durumda m > 1 dogal say1
olmak iizere [0,1] iizerinde U™ ,(g(2);x) operatdr dizisi diizgiin

m,a,f

olarak g(x) e yaklasir. Yani; lim Ut 5 (g(2); %) = g ().

Ispat: Lemma 1 in (i)-(iii) esitliklerinin m - co aldigimizda
ej(z) =2z/,j =0,1,2 i¢in lim Uyt 5 (e;(z);x) =« elde ederiz. Bu
durumda Korovkin teoreminden, Teorem 2 nin ispatini tamamlamis
oluruz.

Sireklilik modilini

w(g;6) = sup sup |g(x+k)—g(x)| (6)

0<k=<6 0sx,x+k<1
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olarak verelim. Siuireklilik modiiliiniin

19(2) - 9| < w(g; 6) (1+52) (7
ozelligi vardir.

Teorem 3: g € C[0,1] olsun. Bu durumda m > 1 dogal

say1sl igin
Uzt 5 (9(2);0) — g(0)] < 20 (g; /pf,;f;_ﬁ(x)),

esitsizligi vardir. Burada pma 5(x), Lemma 2 nin (ii) bendinde ve
w(g; d), (6) da yer almaktadir.

Ispat [k 6nce Uma 5(9(2); x) operator dizisinin lineerligini
ve Lemma 1 (i) bendini kullanirsak sonra, siireklilik modiiliinii, (7)
esitligi ve ardindan Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanirsak;

Upt 5(9(2); ) = g@)| S ULE 1 (19(2) — g(®)]; 2)

< w(g; OULE ((1 + L g X|) ' x)

< w(g; ) (1 + Unk (12— xI;x))

Sw(g;6)<1+%\/ upk ((z — x)? x))

1
2,
= w(g; ) (1 t5 ’pm"‘aﬁ(x)>
6= / pjr’l”a 5(") olarak secersek teoremin ispatini tamamlamis oluruz.
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BOLUM 10

DEMI b-AM-KOMPAKT OPERATORLER

GUL SINEM KELES'
BIROL ALTIN?

Giris
E bir Riesz uzay1 olsun, E iizerindeki tiim sira sinirl lineer
fonksiyonellerin uzayma E’ nin sira duali denir ve E™ ile gosterilir.
E™’ nin sira dualine E’ nin ikinci sira duali denir ve E™ ile gosterilir
(Aliprantis & Burkinshaw, 2006). E bir Riesz uzay1 olsun, Q: E —
E~~ olmak iizere her Xx€E i¢cin Q(x) = X:E” - X(f) =
f(x) olacak sekilde tanmimlanan Q doniisiimiine E’den E™™ ya
kanonik gdmme denir (Aliprantis & Burkinshaw, 2006). E bir Riesz
uzayi ve A € E olsun, Q(A), E™~ i¢inde sira siirli ise A’ ya E iginde
b-sira siirlt kiime denir (Alpay & Altin & Tonyali, 2003). E bir
Riesz uzay1 olsun, E’ nin b-sira sinirli her alt kiimesi, E i¢inde sira

siirliysa E’ ye b-6zelligine sahip Riesz uzay1 denir (Alpay & Altin
& Tonyali, 2006).

Demi notasyonu ilk kez Petryshyn tarafindan "Construction
of fixed points of demicompact mappings in Hilbert space" isimli

! Gazi Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara 0000-0001-5712-239X
2 Prof. Dr., Gazi Universitesi, Fen Fakiiltesi, Teknikokullar, Ankara 0000-0002-

1085-809X
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makalesinde 1966 yilinda tanimlanmistir (Petryshyn, 1966). Son
yillarda da cesitli operatorlerin demi sinifi tanimlanmistir ve
caligilmistir.

Bu ¢alismada Na Cheng ve Zili Chen tarafindan 2010 yilinda
tanimlanan b-AM-kompakt operatorler sinifinin genellestirmesi olan
demi b-AM-kompakt operatorler sinifi tanimlanmistir ve bu operator
sinifinin bazi1 6zellikleri ve sonuglari elde edilmistir.

E bir Banach orgiisii, F bir Banach uzay1 ve T:E — F bir
operator olsun. Eger T, E’ nin b-sira sinirlt alt kiimelerini F’ nin
goreceli kompakt alt kiimesine doniistiiriiyorsa T operatoriine bir b-
AM-kompakt operatdr denir ve E’ den F’ ye biitiin b-AM-kompakt
operatorler sinift Ly (E, F) ile gosterilir (Cheng & Chen, 2010).
Kolaylikla goriilebilir ki T:E — F operatoriiniin b-AM-kompakt
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x"" € (E”)* ve her (x,) S
([0,x"] N E) igin en az bir (x,,) S (x,) vardir ve T(x,,) F'de
yakinsak olur (Aliprantis & Burkinshaw, 2006).

Tanimlanmayan tanim ve notasyonlar i¢in (Aliprantis &

Burkinshaw, 2006) ve (Aliprantis & Burkinshaw, 1978) bagh
kalinacaktir.

Temel Sonuclar

Tanim 1. E bir Banach o6rgiisii ve T:E = E bir operator olsun.
Eger her x" € (E”")* ve her (x,) € ([0,x"] N E) dizisi i¢in (x,)
dizisinin bir (x,,) alt dizisi ve (X, — T(%p, ) dizisinin yakinsak
bir alt dizisi oldugunda (x,, ) dizisinin de yakinsak bir (Xny,, ) alt

dizisi varsa T’ ye demi b-AM-kompakt operatér denir. E iizerinde
taniml1 biitiin demi b-AM-kompakt operatorlerin sinift DLy (E) ile
gosterilir.
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Ornek 1 E bir Banach &rgiisii olsun. O zaman her  # 1 reel
sayisl igin Bl € DLym(E) olur. Gergekten, her x" €
(E")* ve her (x,) € ([0,x"] N E) i¢in (xp,) € (xp) var ve (x, —
T(xp)) dizisinin bir (X, — BI(xnk)) yakinsak alt dizisi olsun.
Dolayistyla (Xny — BI(xnk)) =
(1 = B)(xp, ) da yakinsak olur. Boylece (xnk) E’ de yakinsak olur.
Sonug olarak, BI, demi b-AM-kompakt operator olur.

Omek 2 I: 1o, — Lo, dzdeslik doniisiimii demi b-AM-kompakt
degildir. Gergekten; (x,) = e, olmak iizere e,; n.
terimi 1, digerleri sifir olan bir dizi olsun. (x, —I(x,)) =0
oldugundan yakinsak alt dizisi vardir ancak kolaylikla goriliir ki
(x,) = e, dizisinin hi¢ bir Cauchy alt dizisi yoktur. Dolayisiyla [,
tizerinde taniml1 [ 6zdeslik doniigiimii demi b-AM kompakt olmaz.

Teorem 1 Her b-AM-kompakt operator, bir demi b-AM-
kompakt operatordiir.

Ispat E bir Banach orgiisii, T: E — E bir b-AM-kompakt
operatér, her x"” € (E”)* ve her (xy) €
([0,x"] N E) igin (x, — T(x,)) dizisinin (Xnk — T(Xnk)) olacak
sekilde bir yakinsak alt dizisi olsun. Ayrica T bir b-AM-kompakt
operatdr oldugundan T(xnkm) yakinsak olacak sekilde bir alt dizisi

vardir.
Xng, = Xng ~ T (Xnkm) + T(xnkm)

olur. Yukaridaki esitlikten ve ( Xng, ~ T (xn km)) yakinsak
olmasindan (Xnkm) yakinsak olur. Bu da T operatoriiniin bir demi b-

AM-kompakt operatdr oldugu sonucunu verir.

Asagidaki Ornek bu teoremin tersinin genelde dogru
olmadigin verir.
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Ornek 3 T:C[0,1] — C[0,1] olmak iizere her f € C[0,1] i¢in T =
% f olarak tanimlansin. C[0,1] sonlu boyutlu olmadigindan kapali

birim yuvar1 kompakt degildir. Dolayisiyla T bir b-AM-kompakt
operatér degildir ancak Ornek 1°den T bir demi b-AM-kompakt
operatdr olur.

Ornek 4 n € N olsun. Ty,: L, = Lo, operatdrii her x = (x;) € Lo, igin
T,(x) = XiL; Xje; olacak sekilde tanimlansin. Thilew = lo
operatorii demi b-AM-kompakt operatordiir. Her birn € N i¢in P, =
[ + T, operatoriinii tanimlayalim. Kolaylikla goriilebilir ki her n €
N icin P, operatorii demi b-AM-kompakt operator degildir.

Teorem 2 E bir Banach orgiisi, T:E — E bir b-AM-kompakt
operatér ve P:E — E bir demi b-AM kompakt operator
olsun. Bu durumda T + P bir demi b-AM kompakt operator olur.

Ispat Her x”" € (E"")* ve her (x,,) € ([0,x"] N E) i¢in (x,, — (T +
P)(x,,)) dizisinin (xnk —(T+ P)(xnk)) olacak sekilde
bir yakinsak alt dizisi olsun. . T bir b-AM-kompakt operator
oldugundan T (xn km) yakinsak olacak sekilde bir alt dizisi vardir.

(g, = PQiny, ) = Gy, = (T + P)Cnye )) + Ty )
olur. (x, Ky (T + P)(xy km)) ve T(x, km) alt dizileri yakinsak
oldugundan yukar esitlik gézoniine alindiginda (x,, Ky, P(x, km))
alt dizisinin de yakinsak olur. P bir demi b-AM-kompakt operator
oldugundan (xn km) dizisinin bir yakinsak alt dizisi olur. Sonug

olarak T + P bir demi b-AM-kompakt operator olur.

Iki demi-b-AM-kompakt operatdriin toplami genelde bir
demi b-AM-kompakt operatér olmayabilir.
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Ornek 5 T, S: C[0,1] — C[0,1], operatorleri her f € C[0,1] igin
T(f)=S() = %f olarak tanimlansin. Ornek 2°den T + S = I bir
demi b-AM- kompakt operator degildir.

Teorem 3 bir Banach orgiisiiniin discrete ve KB-uzayi

olmasini karakterize edecektir ve bunun i¢in bazi notasyonlar
asagida verilmistir.

Loy (E) ={T|T:E — E strekli ve b — AM kompakt operator}

DLepu(E) =A{T|T:E
— E siirekli ve demi b — AM kompakt operator}

Teorem 3 E Banach oOrgiisii olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir:

(i) E discrete ve KB- uzayidir.

(i1) Lepm(E) = DLepm (E).

Proof (i) = (ii) Teorem 1’den Lyy(E,F) € DLyy(E) oldugu
biliniyor. Dolayisiyla L.,y (E, F) € DLp (E) olur. Diger yandan
T € DLy (E), her x"” € (E")* ve her (xy) €
([0,x"] N E) olsun. E b-6zelligine sahip oldugundan ([0,x"] N E)
sira siirhdir. Dolayisiyla ([0,x"'] N E) € [0, x] olacak sekide bir
x € E* vardir. Teorem 12.9 (Aliprantis & Burkinshaw, 2006) ve
Sonu¢ 21.13 (Aliprantis & Burkinshaw, 1978)’den [0,x] € E
kompakttir. T siirekli oldugundan T[0,x] € F de kompakttir ve
T([0,x"] N E) c T[0,x] oldugundan T(0,x"] N
E) goreceli kompakt olur. Sonug olarak T € Ly (E) elde edilir ve
bu da ispat1 tamamlar.

(ii) = (i) Lopy(E, F) = DLopy (E) olsun. Ornek 1°den dolayi %I

demi-b-AM-kompakt operator oldugundan ve hipotezden, % [ b-AM-

kompakt operatér olur. Dolayisiyla I bir b-AM-kompakt operator
olur. Teorem 12.9 (Aliprantis & Burkinshaw, 2006) ve Sonug 21.13
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(Aliprantis & Burkinshaw, 1978)’den E discrete ve sira siirekli
norma sahip olur. Teorem 3.46 (Aliprantis & Burkinshaw,
2006)’dan kolaylikla goriilebilir ki E  b-6zelligine sahiptir.
Dolayisiyla E bir KB-uzayidir.

Teorem 4 E bir Banach 6rgiisii olsun. Asagidakiler birbirine denktir:

i) E’ de tamiml biitiin siirekli operatorler demi-b-AM-
kompakt operatordiir.

ii) I: E = E bir demi-b-AM-kompakt operatordiir.
iii) E discrete ve KB-uzayidir.

Omnek 6, demi b-AM-kompakt operatdrler sinifinin
domination 6zelligini genelde saglamadigini verir.

Ornek 6 T, P: C[0,1] — C[0,1] olmak iizere P =1 ve T = 2I
olarak tanimlansin ve 0 < P < T saglansin. T demi b-AM kompakt
operatordiir ancak P demi b-AM kompakt degildir.

175



KAYNAKCA

Aliprantis, C.D. & Burkinshaw, O. (2006). Positive
Operators. Berlin: Springer

Aliprantis, C.D. & Burkinshaw, O. (1978). Locally Solid
Riesz Spaces. New York: Academic Press

Alpay, S., Altin, B., Tonyali, C. (2003). On property (b) of
vector lattices. Positivity, 7, 135-139.

Alpay, S., Altin, B., Tonyali, C. (2006). A note on Riiesz
space with property-b, Czechoslovak Mathematical Journal, 56(2),
765-772.

Cheng, N., Chen, Z. (2010). b-AM-compact operators on
Banach lattices, Chinese Journal of Engineering Mathematics, 27(4).

Petryshyn, W.V. (1966). Construction of fixed points of
demicompact mappings in Hilbert space. Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 14(2), 276-284.

--176--



MATEMATIKSEL

YAPII.AR ANALIZ
GEOMETRI

@ PERSPEKTIFIVLE




