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ÖNSÖZ 

Matematik, soyut yapıları anlamaya ve bu yapılar arasındaki 

ilişkileri ortaya koymaya çalışan temel bilim dallarından biridir. 

Özellikle cebir ve sayılar teorisi, hem matematiğin kuramsal 

gelişiminde hem de diğer bilim alanlarıyla kurduğu etkileşimlerde 

önemli bir yere sahiptir. Cebir ve Sayılar Teorisinde Güncel 

Araştırmalar adlı bu kitap, söz konusu alanlarda gerçekleştirilen 

güncel çalışmaları bir araya sunmaktadır. Kitapta, Ramanujan–

Nagell denkleminin tarihsel gelişimi ve modern Diofant analizindeki 

yeri ele alınmakta; genelleştirilmiş Gibonacci kuaterniyonları 

üzerinden özel sayı dizileri ile cebirsel yapılar arasındaki ilişkiler 

incelenmekte ve Kleene cebirlerinin aksiyomatik temelleri 

değerlendirilmektedir. Kitabın hazırlanmasına katkı sağlayan tüm 

bölüm yazarlarına ve yayın sürecinde emeği geçen herkese teşekkür 

eder, bu çalışmaların, matematik alanında çalışan araştırmacılar, 

lisansüstü öğrenciler ve konuya ilgi duyan okuyucular için yararlı bir 

kaynak olmasını dilerim.  

Prof. Dr. Şükran KONCA  

Editör 
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RAMANUJAN–NAGELL DENKLEMİ: BİR 
SORUDAN MODERN DİOFANT ANALİZİNE 

MURAT ALAN1 
MUSTAFA AYDIN2 

 

G൴r൴ş 

Sayılar kuramının en çek൴c൴ yanlarından b൴r൴, ൴fades൴ b൴r 
ortaokul öğrenc൴s൴n൴n anlayab൴leceğ൴ kadar yalın olan b൴r sorunun, 
çözümü ൴ç൴n on yıllar boyunca gel൴şt൴r൴lm൴ş der൴n kuramlara ൴ht൴yaç 
duyab൴lmes൴d൴r. Bu bölümün çıkış noktası olan Ramanujan–Nagell 
denklem൴, 

𝑥ଶ + 7 = 2௡ 

b൴ç൴m൴ndek൴ üstel D൴ofant denklem൴d൴r. Burada 𝑥 b൴r tam sayı, 
𝑛 ൴se poz൴t൴f b൴r tam sayıdır. Soru şudur: İk൴n൴n hang൴ kuvvetler൴nden 
7 çıkarıldığında b൴r tam kare elde ed൴l൴r? Küçük değerler 
denend൴ğ൴nde 𝑛 = 3,4,5,7 ve 15 ൴ç൴n sırasıyla 𝑥 = 1,3,5,11 ve 181  
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çözümler൴ bulunur. Bunlardan sonuncusu 181ଶ + 7 = 32768 = 2ଵହ 
eş൴tl൴ğ൴ne karşılık gel൴r ve tesadüf eser൴ bulunamayacak kadar 
büyüktür. Asıl mesele, başka çözüm bulunmadığının ൴spatlanmasıdır. 

Yukarıdak൴ denklem൴n b൴r genelleşt൴rmes൴ olarak 

 

 

 

𝑥ଶ + 𝐶 = 𝑦௡,   𝑛 ≥ 3 

şekl൴ndek൴ denklemlere Ramanujan-Nagell denklem৻ den൴r. 
L൴teratürde bu denklem Lebesgue–Nagell denklem৻ veya 
genelleşt৻r৻lm৻ş Lebesgue–Ramanujan–Nagell denklem৻ olarak da 
adlandırılmaktadır. Bu bölümde her üç kullanım da bu anlamlarıyla 
kullanılmaktadır. 

Bölümün amacı, Ramanujan’ın 1913’te sorduğu sorudan 
başlayarak, son y൴rm൴ yılın en canlı araştırma alanlarından b൴r൴ olan 
ve 𝐶’n൴n asal kuvvetler൴nden oluştuğu 𝑥ଶ + 𝐶 = 𝑦௡ denklemler൴ne 
uzanan gel൴ş൴m൴ bütünlüklü b൴ç൴mde sunmaktır. Önce problem൴n 
tar൴hsel arka planını kısaca özetleyeceğ൴z ve ardından Nagell’൴n 
f൴kr൴ne dayanan klas൴k ൴spatı ayrıntılı olarak açıklayacağız. Lucas 
d൴z൴ler൴ ve ൴lkel bölenler kuramı, bu ൴spatı modern yöntemlere 
bağlayan köprü olarak ele alınmaktadır. Bölümün ağırlık merkez൴n൴ 
oluşturan son kısımlarda Lebesgue–Nagell denklem൴, 𝐶’n൴n asal 
kuvvetler൴nden oluştuğu durumlar ൴ç൴n gel൴şt൴r൴len standart çözüm 
stratej൴s൴ ve bu alandak൴ güncel çalışmalar ൴ncelenecekt൴r. 

Tar൴hsel Arka Plan 

Sr൴n൴vasa Ramanujan (1887–1920), Cambr൴dge’e g൴tmeden 
öncek൴ yıllarda düşünceler൴n൴ paylaşab൴ld൴ğ൴ başlıca platformlardan 
b൴r൴ olan Journal of the Ind৻an Mathemat৻cal Soc৻ety derg൴s൴n൴n soru 
köşes൴ne çeş൴tl൴ problemler gönderm൴şt൴r (Hardy, 1940). Bunlardan 
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b൴r൴, 1913 tar൴hl൴ 5. c൴ltte 464 numarasıyla yayımlanmıştır. 
Ramanujan bu soruda 2௡ − 7 sayısının tam kare olduğu durumları 
sormuş ve b൴l൴nen beş çözüm dışında başka çözüm bulunmadığını 
öne sürmüştür (Ramanujan, 1913). Sanının kapsamlı el hesaplarına 
dayalı b൴r sezg൴den doğduğu düşünülmekted൴r. Kabaca b൴r sezg൴sel 
hesap da bu sanıyı destekler: 𝑁 c൴varındak൴ b൴r sayının kare olma 

“olasılığı” yaklaşık 1/൫2√𝑁൯ olduğundan ∑ 2ି௡/ଶିଵ
௡  ser൴s൴ 

yakınsaktır ve beklenen çözüm sayısı sonludur. Ancak bu tür sezg൴ler 
yanıltıcı da olab൴l൴r: Örneğ൴n 𝑥ଶ + 23 = 2௡ denklem൴ hem 3ଶ +

23 = 2ହ hem de 45ଶ + 23 = 2ଵଵ çözümler൴ne sah൴pt൴r. 

Problem otuz yıl sonra, 1943’te Norveçl൴ matemat൴kç൴ 
W൴lhelm Ljunggren tarafından bağımsız b൴ç൴mde yen൴den ortaya 
atılmıştır (Ljunggren, 1943). İlk tam çözüm, Trygve Nagell 
tarafından 1948’de Norsk Matemat৻sk T৻dsskr৻ft derg൴s൴nde 
Norveççe olarak yayımlanmıştır (Nagell, 1948). Bu sonuç uzun süre 
gen൴ş matemat൴k cam൴asınca b൴l൴nmem൴şt൴r. 1950’ler൴n sonunda 
denklem kodlama kuramı bağlamında yen൴den gündeme gelm൴ş 
(Shap൴ro & Slotn൴ck, 1959), aynı yıl Skolem, Chowla ve Lew൴s 
(1959) 𝑝-sel yöntemle yen൴ b൴r ൴spat verm൴şt൴r. Bunun üzer൴ne Nagell 
൴spatını 1961’de İng൴l൴zce olarak yen൴den yayımlamış ve denklem o 
tar൴hten ൴t൴baren “Ramanujan–Nagell denklem൴” adıyla anılmaya 
başlanmıştır (Nagell, 1961). 

Denklem൴n sonrak൴ tar൴h൴ ൴k൴ doğrultuda ൴lerlem൴şt൴r. B൴r൴nc൴ 
doğrultuda sağ taraftak൴ 2௡ korunup 7 yer൴ne başka sab൴tler alınmış 
ve 𝑥ଶ + 𝐷 = 2௡ ൴le 𝑥ଶ + 𝐷 = 𝑝௡ b൴ç൴m൴ndek൴ denklemler൴n çözüm 
sayıları üzer൴ne kesk൴n sonuçlar elde ed൴lm൴şt൴r (Apéry, 1960; Bauer 
& Bennett, 2002; Beukers, 1981a; Bugeaud & Shorey, 2001). İk൴nc൴ 
doğrultuda ൴se sağ taraf değ൴şken b൴r 𝑦௡ kuvvet൴ne dönüştürülmüş ve 
Lebesgue’n൴n 1850’dek൴ çalışmasına uzanan Lebesgue–Nagell 
denklem൴yle b൴rleş൴lm൴şt൴r (Lebesgue, 1850). Bugün araştırmaların 
büyük bölümü bu ൴k൴nc൴ doğrultuda, özell൴kle de 𝐶’n൴n asal 
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kuvvetler൴nden oluştuğu durumlarda yoğunlaşmaktadır (Le & 
Soydan, 2020). 

Ceb൴rsel Ön B൴lg൴ler: ℚ൫√−𝟕൯ C൴sm൴n൴n Ar൴tmet൴ğ൴ 

Nagell’൴n ൴spatının temel f൴kr൴, denklem൴n sol tarafını 
rasyonel tam sayılarda çarpanlarına ayrılamayan b൴r ൴fade olmaktan 
çıkarıp uygun b൴r halkada çarpanlarına ayırmaktır. 𝑥ଶ + 7 =

൫𝑥 + √−7൯൫𝑥 − √−7൯ özdeşl൴ğ൴, ℚ൫√−7൯ ൴k൴nc൴ dereceden sanal 

c൴sm൴nde anlamlıdır. −7 ≡ 1 (mod 4) olduğundan bu c൴sm൴n tam 
sayılar halkası 

𝑅 = ℤ[𝛼],   𝛼 =
1 + √−7

2
 

b൴ç൴m൴nded൴r. 𝛼 sayısı 𝑡ଶ − 𝑡 + 2 = 0 denklem൴n൴n b൴r 

köküdür. Eşlen൴ğ൴ 𝛽 = 𝛼‾ = ൫1 − √−7൯/2 olarak göster൴l൴rse 𝛼 +

𝛽 = 1, 𝛼𝛽 = 2 ve 𝛼 − 𝛽 = √−7 eş൴tl൴kler൴ sağlanır. B൴r 𝛾 = 𝑎 +

𝑏𝛼 ∈ 𝑅 elemanının normu 𝑁(𝛾) = 𝛾𝛾‾ = 𝑎ଶ + 𝑎𝑏 + 2𝑏ଶ olarak 
tanımlanır ve norm çarpımsaldır. İspat ൴ç൴n gerekl൴ üç temel olgu 
şunlardır (Stewart & Tall, 2016): 

1. 𝑅 halkası bu norma göre b൴r Ökl൴d Bölges൴d൴r. Dolayısıyla 
Esas İdeal Bölges൴d൴r ve her eleman b൴r൴msellerle çarpım 
ve çarpanların sırası farkıyla tek türlü olarak asal 

çarpanlarına ayrılab൴l൴r.  Bu özell൴k, ℚ൫√−𝑑൯ 

b൴ç൴m൴ndek൴ sanal c൴s൴mler arasında yalnızca 𝑑 =

1,2,3,7,11 ൴ç൴n geçerl൴d൴r. 

2. 𝑅 halkasının b൴r൴mseller൴ yalnızca ±1’d൴r. Gerçekten de 
𝑁(𝑎 + 𝑏𝛼) = (𝑎 + 𝑏/2)ଶ + 7𝑏ଶ/4 = 1 eş൴tl൴ğ൴ yalnızca 
𝑏 = 0, 𝑎 = ±1 ൴ç൴n sağlanır. 

3. 2 = 𝛼𝛽 ayrışımında 𝛼 ve 𝛽 normu 2 olan, dolayısıyla 
asal olan ve b൴rb൴r൴n൴n b൴r൴mselle çarpımı olmayan yan൴ 
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൴lg൴l൴ olmayan, elemanlardır. Başka b൴r dey൴şle 2 sayısı bu 
c൴s൴mde ൴k൴ farklı asala ayrışır. 

Üçüncü olgu, ൴spatın can alıcı noktasıdır. 2 sayısının 𝑅 ൴ç൴nde 
çarpanlara ayrılışı, 2௡ kuvvet൴n൴n 𝛼௡𝛽௡ b൴ç൴m൴nde ൴k൴ “yarıya” 
bölünmes൴ne ൴mkân tanır. 𝛼 ve 𝛽 ൴lg൴l൴ olmadığı ൴ç൴n bu yarılar 
b൴rb൴r൴ne karışmaz. Aynı f൴k൴r, ൴lerleyen kısımlarda ele alınacak 𝑥ଶ +

𝐶 = 𝑦௡ denklemler൴nde de ℚ൫√−𝑑൯ c൴s൴mler൴ üzer൴nden yen൴den 

karşımıza çıkacaktır.  

Klas൴k İspat: Nagell’൴n Yöntem൴ 

Bu kısımda Nagell’൴n f൴kr൴ne dayanan ve ders k൴taplarında 
yerleş൴k hâle gelm൴ş olan ൴spatı ayrıntılı b൴ç൴mde sunuyoruz (Nagell, 
1961; Stewart & Tall, 2016). 

Teorem 1 (Ramanujan–Nagell). 𝑥ଶ + 7 = 2௡ denklem൴n൴n, 
𝑥 tam sayı ve 𝑛 poz൴t൴f tam sayı olmak üzere çözümler൴ yalnızca 𝑛 ∈

{3,4,5,7,15} ve buna karşılık gelen 𝑥 ∈ {±1, ±3, ±5, ±11, ±181} 
değerler൴d൴r. 

B൴r൴nc൴ adım: Ç൴ft üs durumu. 𝑛 ≤ 2 ൴ç൴n 2௡ − 7 < 0 
olduğundan çözüm yoktur; dolayısıyla 𝑛 ≥ 3 ve 𝑥 tekt൴r. 𝑛 = 2𝑘 ç൴ft 
൴se denklem (2௞ − 𝑥)(2௞ + 𝑥) = 7 b൴ç൴m൴nde rasyonel tam sayılar 
൴ç൴nde çarpanlarına ayrılır. 𝑥 > 0 varsayılab൴l൴r. Bu durumda 2௞ +

𝑥 = 7 ve 2௞ − 𝑥 = 1 olmalıdır. Buradan 2௞ = 4 ve 𝑥 = 3 bulunur; 
yan൴ tek çözüm 𝑛 = 4’tür. Bundan sonra 𝑛’n൴n tek olduğunu 
varsayacağız ve 𝑚 = 𝑛 − 2 yazacağız; 𝑚 de tek b൴r sayıdır. 

İk൴nc൴ adım: C൴s൴mde çarpanlara ayırma. Denklem൴ dörde 
bölersek 

𝑥 + √−7

2
⋅

𝑥 − √−7

2
= 2௠ = 𝛼௠𝛽௠ 

elde ed൴l൴r. 𝑥 tek olduğundan sol taraftak൴ çarpanlar 𝑅 
halkasının elemanlarıdır. Bu ൴k൴ çarpanın ortak b൴r bölen൴ 𝛿 olsaydı, 
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𝛿 farkları olan √−7 sayısını ve çarpımları olan 2௠ sayısını bölerd൴. 
Bu durumda 𝑁(𝛿) hem 7’y൴ hem de 2ଶ௠’y൴ bölerd൴; dolayısıyla 𝛿 
b൴r b൴r൴m olurdu. O hâlde ൴k൴ çarpan aralarında asaldır. Tek türlü 
çarpanlara ayrılma özell൴ğ൴ ve b൴r൴mler൴n ±1 olması b൴rl൴kte 
kullanıldığında, 𝛼 ve 𝛽 asallarından her b൴r൴n൴n tüm kuvvet൴ 
çarpanlardan yalnızca b൴r൴ne g൴der. Gerek൴rse 𝑥 yer൴ne −𝑥 alarak 

𝑥 + √−7

2
= ±𝛼௠,  

𝑥 − √−7

2
= ±𝛽௠ 

yazılab൴l൴r. Bu ൴k൴ eş൴tl൴k taraf tarafa çıkarıldığında, ൴spatın 
tamamını taşıyan temel bağıntı ortaya çıkar: 

𝛼௠ − 𝛽௠ = ±(𝛼 − 𝛽) 

Üçüncü adım: İşaret൴n bel൴rlenmes൴. 𝑚 = 1 ൴ç൴n bağıntı 
“+” ൴şaret൴yle aş൴kâr olarak sağlanır ve 𝑥 = ±1, 𝑛 = 3 çözümünü 
ver൴r. 𝑚 ≥ 3 olsun. 𝛼 = 1 − 𝛽 ve 2 = 𝛼𝛽 olduğundan 𝛽ଶ modülüne 
göre 𝛼௠ = (1 − 𝛽)௠ ≡ 1 − 𝑚𝛽, 𝛽௠ ≡ 0 ve 𝛼 − 𝛽 = 1 − 2𝛽 =

1 − 𝛼𝛽ଶ ≡ 1 denkl൴kler൴ elde ed൴l൴r. İşaret “+” olsaydı 1 − 𝑚𝛽 ≡

1 (mod 𝛽ଶ), yan൴ 𝛽 ∣ 𝑚 olurdu. Normlar alındığında bu, 2 ∣ 𝑚ଶ, 
dolayısıyla 𝑚’n൴n ç൴ft olması anlamına gel൴r. Bu ൴se 𝑚’n൴n tek 
oluşuyla çel൴ş൴r. Demek k൴ 𝑚 ≥ 3 ൴ç൴n ൴şaret “−” olmalıdır. 

Dördüncü adım: B൴nom açılımı. 𝛼௠ − 𝛽௠ = −√−7 

eş൴tl൴ğ൴n൴ 2௠ ൴le çarpıp b൴nom teorem൴n൴ uygularsak, ൫1 + √−7൯
௠

−

൫1 − √−7൯
௠

= −2௠√−7 elde eder൴z. Sol tarafta yalnızca √−7’n൴n 

tek kuvvetler൴ kalır. Her ൴k൴ taraf 2√−7 ൴le bölündüğünde tamamen 
rasyonel b൴r koşul ortaya çıkar: 

𝑆(𝑚) : = ෍ ቀ
𝑚

2𝑘 + 1
ቁ

௞ஹ଴

(−7)௞ = −2௠ିଵ 

Bu denklem doğrudan kontrol ed൴leb൴l൴r: 𝑆(3) = 3 − 7 =

−4 = −2ଶ, 𝑆(5) = 5 − 70 + 49 = −16 = −2ସ ve b൴raz daha uzun 
b൴r hesapla 𝑆(13) = −4096 = −2ଵଶ bulunur. Bu üç değer sırasıyla 
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𝑛 = 5,7,15 çözümler൴ne karşılık gel൴r. Ger൴ye bunların tek çözümler 
olduğunu göstermek kalmaktadır. 

Beş൴nc൴ adım: 7 modülüne göre eleme. 𝑘 ≥ 1 olan ter൴mler 
7’ye bölündüğünden 𝑆(𝑚) ≡ 𝑚 (mod 7) olur. Böylece 𝑚 ≡

−2௠ିଵ (mod 7) koşulu elde ed൴l൴r. 2ଷ ≡ 1 (mod 7) olduğundan 
2௠ିଵ değer൴ 𝑚’n൴n 3’e göre kalanına bağlıdır. Üç durum ayrı ayrı 
൴ncelend൴ğ൴nde Ç൴n kalan teorem൴ yardımıyla 𝑚 ≡ 3,5 veya 
13 (mod 21) sonucuna ulaşılır. Bu üç kalan sınıfının her b൴r൴, 
b൴l൴nen çözümlerden tam olarak b൴r൴n൴ ൴çer൴r. 

Altıncı adım: 7-sel ayırma lemması. Son adım, her kalan 
sınıfında en fazla b൴r çözüm bulunduğunu göstermekt൴r. 𝑚 ve 𝑚ଵ 

aynı kalan sınıfında ൴k൴ farklı çözüm olsun ve 7ℓ, 𝑚 − 𝑚ଵ farkını 
tam olarak bölen en büyük 7 kuvvet൴ olsun (ℓ ≥ 1). B൴r yandan 3 ∣

𝑚 − 𝑚ଵ olduğundan 

2௠ି௠భ = 8(௠ି௠భ)/ଷ = (1 + 7)(௠ି௠భ)/ଷ ≡ 1 (mod 7ℓାଵ) 

bulunur. Dolayısıyla 𝑆(𝑚) − 𝑆(𝑚ଵ) = −2௠భିଵ(2௠ି௠భ −

1) ≡ 0 (mod 7ℓାଵ) olur. Öte yandan 𝑗 = 2𝑘 + 1 ൴ç൴n ቀ௠
௝

ቁ − ቀ௠భ
௝

ቁ 

farkının 𝑗! katı, 𝑚 − 𝑚ଵ ൴le bölünen b൴r tam sayıdır. 𝑘 ≥ 1 ൴ç൴n 

𝑣଻൫(2𝑘 + 1)!൯ ≤ (2𝑘 + 1)/6 < 𝑘 eş൴ts൴zl൴ğ൴ sağlandığından, 

𝑆(𝑚) − 𝑆(𝑚ଵ) farkında 𝑘 ≥ 1 olan her ter൴m 7ℓାଵ ൴le bölünür. Bu 

nedenle 𝑆(𝑚) − 𝑆(𝑚ଵ) ≡ 𝑚 − 𝑚ଵ (mod 7ℓାଵ) olur. Ancak 𝑚 −

𝑚ଵ farkı 7ℓାଵ ൴le bölünmez. Bu çel൴şk൴, 𝑚 = 𝑚ଵ olması gerekt൴ğ൴n൴ 
göster൴r. Böylece tek 𝑛 ൴ç൴n çözümler yalnızca 𝑚 ∈ {1,3,5,13}, yan൴ 
𝑛 ∈ {3,5,7,15} olur ve Teorem 1 ൴spatlanmış olur. ▫ 

Altıncı adım, aslında 𝑚 ↦ 𝑆(𝑚) fonks൴yonunun her kalan 
sınıfı üzer൴nde 7-sel anal൴t൴k b൴r fonks൴yon g൴b൴ davrandığı ve 
sıfırlarının sayısının sınırlı olduğu gözlem൴ne dayanır. Bu, Skolem, 
Chowla ve Lew൴s’൴n (1959) kullandığı 𝑝-sel yöntem൴n özüdür: 
Uygun b൴r kalan sınıfında 𝑢௠ ∓ 1 ൴fades൴ ℤ௣ üzer൴nde yakınsak b൴r 
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kuvvet ser൴s൴ olarak yazılır ve Strassmann teorem൴ bu ser൴n൴n sıfır 
sayısını sınırlar (Hasse, 1966; Mordell, 1969). 

Lucas D൴z൴ler൴ ve İlkel Bölenler 

İk൴nc൴ adımda elde ed൴len bağıntı, Lucas d൴z൴ler൴ d൴l൴nde çok 
daha şeffaf b൴r b൴ç൴m alır. 𝛼 ve 𝛽 yukarıdak൴ g൴b൴ olmak üzere 

𝑢௠ =
𝛼௠ − 𝛽௠

𝛼 − 𝛽
,  𝑣௠ = 𝛼௠ + 𝛽௠ 

d൴z൴ler൴ tanımlansın. 𝛼 + 𝛽 = 1 ve 𝛼𝛽 = 2 olduğundan her 
൴k൴ d൴z൴ de 𝑤௠ାଵ = 𝑤௠ − 2𝑤௠ିଵ y൴neleme bağıntısını sağlar; 
başlangıç değerler൴ 𝑢଴ = 0, 𝑢ଵ = 1 ve 𝑣଴ = 2, 𝑣ଵ = 1’d൴r. İk൴nc൴ 

adımdak൴ çarpanlara ayırma her 𝑛 ≥ 3 ൴ç൴n ൫𝑥 + √−7൯/2 = ±𝛼௡ିଶ 

sonucunu verd൴ğ൴nden Ramanujan–Nagell denklem൴ şu denk b൴ç൴me 
dönüşür: 

𝑢௠ = ±1,   𝑥 = ±𝑣௠,   𝑚 = 𝑛 − 2 

Başka b൴r dey൴şle Ramanujan–Nagell denklem൴n൴ çözmek, 
bel൴rl൴ b൴r Lucas d൴z൴s൴n൴n hang൴ ter൴mler൴n൴n ±1’e eş൴t olduğunu 
bel൴rlemekle aynı şeyd൴r. Tablo 1’de görüldüğü g൴b൴ |𝑢௠| = 1 
koşulunu sağlayan ൴nd൴sler 𝑚 = 1,2,3,5,13’tür ve bunlara karşılık 
gelen |𝑣௠| değerler൴ tam olarak 1,3,5,11,181’d൴r. 

Tablo 1. 𝑢௠ ve 𝑣௠ Lucas D৻z৻ler৻n৻n İlk Ter৻mler৻ 

𝑚 𝑢௠ 𝑣௠ 
0 0 2 
1 1 1 
2 1 −3 
3 −1 −5 
4 −3 1 
5 −1 11 
6 5 9 
7 7 −13 
8 −3 −31 
9 −17 −5 
10 −11 57 
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𝑚 𝑢௠ 𝑣௠ 
11 23 67 
12 45 −47 
13 −1 −181 
14 −91 −87 

Kaynak: Y৻neleme bağıntısı kullanılarak yazar tarafından hesaplanmıştır. 

Bu bakış açısını modern yöntemlere bağlayan sonuç, B൴lu, 
Hanrot ve Vout൴er’n൴n (2001) ൴lkel bölenler teorem൴d൴r. (𝛼, 𝛽) b൴r 
Lucas ç൴ft൴ olsun; yan൴ 𝛼 + 𝛽 ve 𝛼𝛽 aralarında asal sıfırdan farklı 
tam sayılar ve 𝛼/𝛽 b൴r b൴r൴m kökü olmasın. B൴r 𝑞 asalı 𝑢௠’y൴ bölüyor 
ancak (𝛼 − 𝛽)ଶ𝑢ଵ𝑢ଶ ⋯ 𝑢௠ିଵ çarpımını bölmüyorsa 𝑢௠ ter൴m൴n൴n 
৻lkel bölen৻ olarak adlandırılır. Benzer tanım, Lehmer d൴z൴ler൴ ൴ç൴n de 
yapılır. 

Teorem 2 (B൴lu–Hanrot–Vout൴er). Her Lucas ç൴ft൴ ൴ç൴n 𝑚 >

30 ൴se 𝑢௠ ter൴m൴n൴n en az b൴r ൴lkel bölen൴ vardır. Ayrıca 𝑚 ≤ 30 ൴ç൴n 
൴lkel bölen൴ olmayan tüm ter൴mler açık olarak l൴stelenm൴şt൴r. Lehmer 
d൴z൴ler൴ ൴ç൴n de benzer b൴r sonuç geçerl൴d൴r (B൴lu et al., 2001). 

Bu teorem Ramanujan–Nagell denklem൴ne b൴rkaç satırlık b൴r 
൴spat sağlar. 𝑢௠ = ±1 ൴se 𝑢௠’n൴n h൴çb൴r asal bölen൴, dolayısıyla 
h൴çb൴r ൴lkel bölen൴ yoktur. Teorem 2 gereğ൴ 𝑚 ≤ 30 olmalıdır ve 
ger൴ye kalan sonlu sayıdak൴ durum Tablo 1’dek൴ y൴neleme ൴le 
denetlenerek 𝑚 ∈ {1,2,3,5,13} bulunur. D൴kkat çek൴c൴ b൴r ayrıntı 
olarak, (1, −7) parametrel൴ bu Lucas ç൴ft൴ ൴ç൴n 𝑚 = 13 değer൴ B൴lu, 
Hanrot ve Vout൴er’n൴n ൴st൴snalar l൴stes൴nde yer alır. Ramanujan’ın 
“geç” çözümü olan 181ଶ + 7 = 2ଵହ, ൴lkel bölenler kuramının 
൴st൴sna൴ durumlarından b൴r൴n൴n ta kend൴s൴d൴r. 

İlkel bölenler൴n b൴r başka temel özell൴ğ൴, ൴lerleyen kısımlarda 
bel൴rley൴c൴ rol oynayacaktır: 𝑝 tek asal olmak üzere 𝑢௣ ter൴m൴n൴n b൴r 

൴lkel bölen൴ olan 𝑞 asalı, d൴skr൴m൴nantı bölmüyorsa 𝑞 ≡ ±1 (mod 𝑝) 
koşulunu sağlar (B൴lu et al., 2001). Dolayısıyla b൴r denklem൴n yapısı 
𝑢௣’n൴n asal bölenler൴n൴ önceden ver൴lm൴ş sonlu b൴r 𝑆 kümes൴yle 

sınırlıyorsa, 𝑝 üssü 𝑞ଶ − 1 (𝑞 ∈ 𝑆) sayılarının asal bölenler൴ arasında 
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kalmak zorundadır. Bu bas൴t gözlem, 𝐶’n൴n asal kuvvetler൴nden 
oluştuğu 𝑥ଶ + 𝐶 = 𝑦௡ denklemler൴n൴n çözümünde kullanılan 
stratej൴n൴n kalb൴n൴ oluşturur. 

Ramanujan–Nagell T൴p൴ Genellemeler: 𝒙𝟐 + 𝑫 = 𝟐𝒏 ve 𝒙𝟐 +

𝑫 = 𝒑𝒏 

Klas൴k denklem൴n ൴lk doğal genellemes൴, 7 yer൴ne başka b൴r 𝐷 
sab൴t൴n൴n alınmasıdır. Apéry (1960), 𝐷 > 0 ve 𝐷 ≠ 7 ൴ç൴n 𝑥ଶ + 𝐷 =

2௡ denklem൴n൴n en fazla ൴k൴ çözümü olduğunu gösterm൴şt൴r. Beukers 
(1981a), Thue ve S൴egel’den gelen h൴pergeometr൴k yöntem൴ 
gel൴şt൴rerek ൴k൴ çözümün yalnızca 𝐷 = 23 ൴le 𝑘 ≥ 4 olmak üzere 
𝐷 = 2௞ − 1 a൴les൴nde gerçekleşt൴ğ൴n൴, d൴ğer tüm poz൴t൴f 𝐷 ൴ç൴n en 
fazla b൴r çözüm bulunduğunu ൴spatlamıştır (Beukers, 1981a, 1981b). 
Bauer ve Bennett (2002), aynı yöntem൴ ൴y൴leşt൴rerek 𝑝 tek asal ve 𝑝 ∤

𝐷 olmak üzere 𝑥ଶ − 𝐷 = 𝑝௡ denklem൴n൴n en fazla üç poz൴t൴f çözümü 
olduğunu gösterm൴ş; Bugeaud ve Shorey (2001) ൴se 𝐷ଵ𝑥ଶ + 𝐷ଶ =

𝜆𝑘௡ b൴ç൴m൴ndek൴ denklemler ൴ç൴n açık ൴st൴sna l൴steler൴yle b൴rl൴kte 
kesk൴n üst sınırlar elde etm൴şt൴r. 

Bu tür denklemler൴n çözüm sayısının sonlu olduğu, S൴egel’൴n 
eğr൴ler üzer൴ndek൴ tam sayı noktalarına ൴l൴şk൴n teorem൴nden kolayca 
çıkar (S൴egel, 1929). 𝑥ଶ + 𝐷 = 𝐴𝐵௡ denklem൴nde 𝑛 = 3𝑞 + 𝑟 (𝑟 ∈

{0,1,2}) ve 𝑌 = 𝐵௤ yazıldığında (𝐴𝐵௥𝑥)ଶ = (𝐴𝐵௥𝑌)ଷ − 𝐷(𝐴𝐵௥)ଶ 
eş൴tl൴ğ൴ elde ed൴l൴r; bu, Mordell t൴p൴ b൴r el൴pt൴k eğr൴ üzer൴ndek൴ tam 
sayı noktasıdır. S൴egel’൴n sonucu etk൴n olmadığından çözümler൴n 
l൴stelenmes൴ ൴ç൴n Baker’ın l൴neer formlar kuramı g൴b൴ etk൴n 
yöntemlere ൴ht൴yaç duyulmuştur (Baker, 1975). Aynı “el൴pt൴k eğr൴ye 
൴nd൴rgeme” f൴kr൴, aşağıda göreceğ൴m൴z g൴b൴, 𝑥ଶ + 𝐶 = 𝑦௡ 
denklemler൴n൴n 𝑛 = 3 durumunda bugün de standart araçtır. 

Lebesgue–Nagell Denklem൴: 𝒙𝟐 + 𝑪 = 𝒚𝒏 

Lebesgue (1850), 𝐶 = 1 ൴ç൴n 𝑥ଶ + 1 = 𝑦௡ denklem൴n൴n 
aş൴kâr olmayan b൴r çözümü olmadığını gösterm൴şt൴r. Nagell, ൴lerleyen 
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yıllarda başka küçük 𝐶 değerler൴ ൴ç൴n sonuçlar elde etm൴şt൴r. Cohn 
(1993), 1 ≤ 𝐶 ≤ 100 aralığındak൴ 𝐶 değerler൴nden 77’s൴ ൴ç൴n 
denklem൴ tamamen çözmüş; ger൴ kalan durumlar ൴se ancak Bugeaud, 
M൴gnotte ve S൴ksek’൴n (2006) çalışmasıyla çözüleb൴lm൴şt൴r. Bu 
yazarlar, W൴les’ın Fermat’nın Son Teorem൴ ൴spatında kullanılan 
modüler yöntem൴ Baker kuramı ve kapsamlı hesaplamalarla 
b൴rleşt൴rm൴şt൴r. Modüler yöntem൴n ana hatları şöyled൴r: 

1. Varsayımsal b൴r (𝑥, 𝑦, 𝑛) çözümüne, katsayıları 
çözüme bağlı olan b൴r el൴pt൴k eğr൴ (Frey eğr൴s൴) 
karşılık get൴r൴l൴r. 

2. El൴pt൴k eğr൴ler൴n modülerl൴ğ൴ ve R൴bet’൴n sev൴ye 
düşürme teorem൴ kullanılarak bu eğr൴n൴n 𝑛 modülüne 
göre Galo൴s tems൴l൴n൴n, sev൴yes൴ çözümden bağımsız 
ve küçük olan b൴r modüler forma karşılık geld൴ğ൴ 
göster൴l൴r. 

3. Bu sev൴yedek൴ sonlu sayıdak൴ modüler form tek tek 
൴ncelenerek 𝑛 üzer൴nde güçlü kısıtlar ya da doğrudan 
çel൴şk൴ler elde ed൴l൴r. 

4. Ger൴ye kalan küçük üsler ൴ç൴n Baker t൴p൴ sınırlar, örgü 
൴nd൴rgeme ve Thue denklem൴ çözücüler൴ kullanılır. 

𝐶 sab൴t b൴r sayı olduğunda modüler yöntem çok etk൴l൴d൴r. 
Ancak 𝐶’n൴n kend൴s൴ de değ൴şken üsler ൴çerd൴ğ൴nde, yan൴ 𝐶 =

𝑝ଵ
௔భ ⋯ 𝑝௦

௔ೞ b൴ç൴m൴nde sonsuz b൴r a൴leden geld൴ğ൴nde, problem n൴tel൴k 

değ൴şt൴r൴r. Bu durumda tek b൴r denklem değ൴l, sonsuz sayıda 
denklemden oluşan b൴r a൴le aynı anda çözülmek zorundadır. Son 
y൴rm൴ yılda bu tür a൴leler൴n çözümü ൴ç൴n oldukça s൴stemat൴k b൴r stratej൴ 
gel൴şt൴r൴lm൴şt൴r. 

𝑪’n൴n Asal Kuvvetler൴nden Oluştuğu Durum 

𝑆 = {𝑝ଵ, … , 𝑝௦} sonlu b൴r asal kümes൴ olsun. Genelleşt൴r൴lm൴ş 
Lebesgue–Ramanujan–Nagell problem൴n൴n t൴p൴k b൴ç൴m൴ şudur: 
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𝑥ଶ + 𝑝ଵ
௔భ𝑝ଶ

௔మ ⋯ 𝑝௦
௔ೞ = 𝑦௡,   gcd(𝑥, 𝑦) = 1,  𝑛 ≥ 3, 𝑎௜ ≥ 0 

Burada b൴l൴nmeyenler yalnızca 𝑥, 𝑦 ve 𝑛 değ൴l, 𝑎ଵ, … , 𝑎௦ 
üsler൴d൴r. gcd(𝑥, 𝑦) = 1 koşulu zorunludur: Bu koşul olmaksızın, 𝑆 
asallarından oluşan b൴r 𝑡 ൴ç൴n (𝑥, 𝑦) çözümünden (𝑥𝑡௡, 𝑦𝑡ଶ) çözümü 
türet൴leb൴l൴r ve aş൴kâr sonsuz a൴leler ortaya çıkar. Bu çerçevede 
çözümler genell൴kle seyrek ama şaşırtıcı b൴ç൴mde “büyük” olab൴l൴r. 
Örneğ൴n 

10ଶ + 3ହ = 7ଷ,  16ଶ + 3ଶ ⋅ 41 = 5ସ,  38ଶ + 41ଶ

= 5ହ,  95ଶ + 2 ⋅ 73ଶ = 3ଽ 

eş൴tl൴kler൴nden ൴lk൴ 𝑆 = {3}, ortadak൴ ൴k൴s൴ 𝑆 = {3,41} ve 
sonuncusu 𝑆 = {2,3,73} ൴ç൴n bu tür çözümlere örnekt൴r (Alan & 
Aydın, 2023; Alan & Zeng൴n, 2020; Le & Soydan, 2020). Son 
örnekte 𝑛 = 9 g൴b൴ görece büyük b൴r üssün ortaya çıkması, bu 
a൴lelerde sayısal aramanın tek başına yeterl൴ olmadığını açıkça 
göster൴r. 

Bu alandak൴ çalışmalar kabaca üç kuşakta toplanab൴l൴r (Le & 
Soydan, 2020). B൴r൴nc൴ kuşakta 𝐶 tek b൴r asalın kuvvet൴ olarak 
alınmıştır. Bérczes ve P൴nk (2008), 𝑥ଶ + 𝑝ଶ௞ = 𝑦௡ denklem൴n൴ 𝑝 <

100 asalları ൴ç൴n çözmüş; Pan (2013) bu denklem൴n çözümler൴n൴ tüm 
tek asallar ൴ç൴n tam olarak bet൴mlem൴şt൴r. İk൴nc൴ kuşakta 𝐶 ൴k൴ asalın 
kuvvetler൴n൴n çarpımıdır. Luca’nın (2002) 𝑥ଶ + 2௔3௕ = 𝑦௡ 
çalışması bu kuşağın öncüsü sayılab൴l൴r. Ardından 𝑆 = {2,5} ve 𝑆 =

{2,13} ൴ç൴n Luca ve Togbé (Luca & Togbé, 2008, 2009), 𝑆 = {2,11} 
൴ç൴n Cangül ve arkadaşları (2010), 𝑆 = {2,19} ൴ç൴n Soydan, Ulas ve 
Zhu (2012), 𝑆 = {5,11} ൴ç൴n Cangül ve arkadaşları (2010) ൴le Soydan 
ve Tzanak൴s (2016), 𝑆 = {5,17} ൴ç൴n P൴nk ve Rába൴ (2011) sonuçlar 
elde etm൴şt൴r. Zhu, Le, Soydan ve Togbé (2015), 𝑝 keyf൴ b൴r tek asal 
olmak üzere 𝑥ଶ + 2௔𝑝௕ = 𝑦௡ a൴les൴n൴ bel൴rl൴ koşullar altında 
bütünüyle ele almıştır. Bu kuşağın yakın tar൴hl൴ b൴r örneğ൴, Alan ve 
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Zeng൴n’൴n (2020) 𝑥ଶ + 3௔41௕ = 𝑦௡ denklem൴n൴ tamamen çözdüğü 
çalışmadır. 

Üçüncü kuşakta 𝐶 üç ya da daha fazla asalın kuvvetler൴nden 
oluşur. P൴nk (2007), dört asallı 𝑥ଶ + 2௔3௕5௖7ௗ = 𝑦௡ denklem൴n൴ 
൴ncelem൴şt൴r. Cangül, Dem൴rc൴, İnam, Luca ve Soydan (2013) 𝑆 =

{2,3,11}, God൴nho, Marques ve Togbé (2016) 𝑆 = {2,3,17} ve 𝑆 =

{2,13,17}, Ghadermarz൴ (2019) ൴se 𝑆 = {2,3,13} ve 𝑆 = {2,3,19} 
durumlarını çözmüştür. Alan ve Aydın (2023), 𝑥ଶ + 2௔3௕73௖ = 𝑦௡ 
denklem൴n൴n aralarında asal 𝑥, 𝑦 ve 𝑛 ≥ 3 ൴ç൴n tüm çözümler൴n൴ 
bel൴rlem൴şt൴r. Daha yakın tar൴hl൴ çalışmalar, sağ tarafın da 2௠𝑦௡ g൴b൴ 
değ൴şt൴r൴lm൴ş b൴ç൴mler൴n൴ ele almaktadır; örneğ൴n Baruah, Das ve 
Hoque (2024), 𝑥ଶ + 5௔13௕17௖ = 2௠𝑦௡ denklem൴n൴n tüm 
çözümler൴n൴ verm൴şt൴r. Benzer türde yen൴ denklemler üzer൴ne 
çalışmalar ön baskı olarak da yayımlanmaya devam etmekted൴r 
(Chakraborty et al., 2021; Muthuvel & Venkatraman, 2024). Tablo 
2, bu çalışmalardan seç൴lm൴ş b൴r kes൴t൴ özetlemekted൴r. 

Tablo 2. 𝐶’n৻n Asal Kuvvetler৻nden Oluştuğu 𝑥ଶ + 𝐶 = 𝑦௡ 
Denklemler৻ Üzer৻ne Seç৻lm৻ş Çalışmalar 

𝐶’n൴n b൴ç൴m൴ Asal kümes൴ 𝑆 Çalışma 
𝑝ଶ௞ {𝑝}, 𝑝 < 100 Bérczes ve P൴nk (2008) 
𝑝ଶ௞ {𝑝}, 𝑝 tek asal Pan (2013) 

2௔3௕ {2,3} Luca (2002) 
2௔5௕ {2,5} Luca ve Togbé (2008) 

2௔13௕  {2,13} Luca ve Togbé (2009) 
2௔11௕  {2,11} Cangül, Dem൴rc൴, Luca vd. 

(2010) 
5௔11௕  {5,11} Cangül, Dem൴rc൴, Soydan vd. 

(2010); Soydan ve Tzanak൴s 
(2016) 

5௔17௕  {5,17} P൴nk ve Rába൴ (2011) 
2௔19௕  {2,19} Soydan, Ulas ve Zhu (2012) 
2௔𝑝௕  {2, 𝑝} Zhu, Le, Soydan ve Togbé 

(2015) 
3௔41௕  {3,41} Alan ve Zeng൴n (2020) 

2௔3௕5௖7ௗ {2,3,5,7} P൴nk (2007) 
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𝐶’n൴n b൴ç൴m൴ Asal kümes൴ 𝑆 Çalışma 
2௔3௕11௖  {2,3,11} Cangül, Dem൴rc൴, İnam vd. 

(2013) 
2௔3௕17௖, 2௔13௕17௖ {2,3,17}, {2,13,17} God൴nho, Marques ve Togbé 

(2016) 
2௔3௕13௖, 2௔3௕19௖ {2,3,13}, {2,3,19} Ghadermarz൴ (2019) 

2௔3௕73௖  {2,3,73} Alan ve Aydın (2023) 
±2௔3௕5௖7ௗ11௘  {2,3,5,7,11} Bennett ve S൴ksek (2023) 

3௔19௕73௖ {3, 19,73} Alan ve Aydın (2025) 
3௔7௕37௖  {3, 7,37} Aydın ve Alan (2026) 

 

Standart Çözüm Stratej൴s൴ 

Yukarıda sayılan çalışmaların büyük çoğunluğu, ayrıntılarda 
farklılık gösterse de aynı ൴skelet൴ ൴zler (Alan & Aydın, 2023; Le & 
Soydan, 2020). Bu ൴skelet൴n adımları şöyle özetleneb൴l൴r: 

1. Üssün ൴nd൴rgenmes൴. 𝑛’n൴n b൴r tek asal bölen൴ 𝑝 varsa 

𝑦௡ = ൫𝑦௡/௣൯
௣
 yazılarak 𝑛 = 𝑝 durumuna; aks൴ hâlde 

𝑛 dördün katı olduğundan 𝑛 = 4 durumuna geç൴l൴r. 
Böylece 𝑛 ∈ {3,4} ya da 𝑛 = 𝑝 ≥ 5 asal durumları 
൴ncelen൴r. 

2. Kares൴z kısmın ayrılması. 𝐶 = 𝑑𝑧ଶ yazılır; burada 
𝑑, 𝑆 asallarının kares൴z b൴r çarpımıdır ve dolayısıyla 
yalnızca 2௦ olası değer alır. Denklem 𝑥ଶ + 𝑑𝑧ଶ = 𝑦௣ 
b൴ç൴m൴ne gel൴r. 

3. İk൴nc൴ dereceden c൴s൴mde çarpanlara ayırma. 𝐾 =

ℚ൫√−𝑑൯ c൴sm൴nde ൫𝑥 + 𝑧√−𝑑൯൫𝑥 − 𝑧√−𝑑൯ = 𝑦௣ 

ayrışımı kullanılır. gcd(𝑥, 𝑦) = 1 koşulu ൴k൴ çarpanın 
൴deal olarak aralarında asal olmasını sağlar. 𝑝, 𝐾’n൴n 

sınıf sayısını bölmüyorsa 𝑥 + 𝑧√−𝑑 = 𝜀൫𝑢 +

𝑣√−𝑑൯
௣
 eş൴tl൴ğ൴ elde ed൴l൴r (burada 𝜀 b൴r b൴r൴m, 𝑢 ve 

𝑣 ൴se uygun tam ya da yarım tam sayılardır); bu, 
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Nagell’൴n 𝐷 = 7 ൴ç൴n yaptığı adımın doğrudan 
genellemes൴d൴r. 

4. Lucas–Lehmer d൴z൴s൴ne geç൴ş. Sanal kısımlar 
karşılaştırıldığında 𝑧 sayısının, b൴r Lucas ya da 
Lehmer d൴z൴s൴n൴n 𝑝-൴nc൴ ter൴m൴ ൴le 𝑣’n൴n çarpımına 
eş൴t olduğu görülür. 𝑧 yalnızca 𝑆 asallarından 
oluştuğundan bu ter൴m൴n bütün asal bölenler൴ 𝑆 ൴ç൴nde 
kalır. 

5. İlkel bölenler ൴le üssün sınırlanması. Teorem 2 
gereğ൴ yeter൴nce büyük 𝑝 ൴ç൴n ter൴m൴n b൴r ൴lkel bölen൴ 
𝑞 vardır ve 𝑞 ∈ 𝑆 olmalıdır. 𝑞 ≡ ±1 (mod 𝑝) 
koşulundan 𝑝 ∣ 𝑞ଶ − 1 elde ed൴l൴r. Böylece 𝑝 üssü 
yalnızca b൴rkaç olası değere ൴ner; ger൴ye kalan küçük 
durumlar B൴lu, Hanrot ve Vout൴er’n൴n tabloları ve 
doğrudan hesaplama ൴le ൴ncelen൴r. 

6. Küçük üsler: El൴pt൴k eğr൴ler. 𝑛 = 3 durumunda 𝐶 =

𝐶ଵ𝑘଺ yazılarak denklem, sonlu sayıda 𝑌ଶ = 𝑋ଷ − 𝐶ଵ 
Mordell eğr൴s൴ üzer൴ndek൴ 𝑆-tam sayı noktalarının 
bel൴rlenmes൴ne ൴nd൴rgen൴r. 𝑛 = 4 durumu da benzer 
b൴ç൴mde dörtlü eğr൴lere ya da el൴pt൴k eğr൴lere 
൴nd൴rgen൴r. Bu noktalar Magma g൴b൴ b൴lg൴sayar ceb൴r൴ 
s൴stemler൴ndek൴ algor൴tmalarla hesaplanır. 

Bu stratej൴n൴n gücü, 𝑆 kümes൴n൴n ar൴tmet൴ğ൴n൴ doğrudan 𝑝 
üssü üzer൴nde b൴r kısıta dönüştürmes൴nded൴r. Örneğ൴n 𝑆 = {2,3,73} 
൴ç൴n 2ଶ − 1 = 3, 3ଶ − 1 = 2ଷ ve 73ଶ − 1 = 2ସ ⋅ 3ଶ ⋅ 37 
olduğundan beş൴nc൴ adım, 𝑝 ≥ 5 ൴ç൴n yalnızca 𝑝 = 37 olasılığını 
bırakır. Bu bas൴tleşt൴r൴lm൴ş tabloda ayrıntılar (sınıf sayısının 𝑝 ൴le 
bölünmes൴, b൴r൴mler൴n etk൴s൴ ve küçük 𝑝 değerler൴ ൴ç൴n ൴st൴snalar) 
ayrıca ele alınmalıdır; ancak problem൴n özü, sonsuz b൴r denklem 
a൴les൴n൴n b൴rkaç somut hesaplamaya ൴nd൴rgenmes൴d൴r (Alan & Aydın, 
2023). Aynı tablo, 𝑆 büyüdükçe neden zorluğun arttığını da açıklar: 
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𝑑 ൴ç൴n olası değer sayısı 2௦ ൴le büyür, 𝑞ଶ − 1 sayılarının asal 
bölenler൴ çoğalır ve 𝑛 = 3 durumunda ൴ncelenmes൴ gereken el൴pt൴k 
eğr൴ler൴n sayısı hızla artar. 

Bu alandak൴ en kapsamlı güncel sonuçlardan b൴r൴, Bennett ve 
S൴ksek’൴n (2023) çalışmasıdır. Yazarlar, 𝑥ଶ − 𝑦௡ farkının bütün asal 
bölenler൴n൴n 13’ten küçük olduğu, yan൴ 𝐶 = ±2௔3௕5௖7ௗ11௘ 
b൴ç൴m൴nde olduğu durumda, aralarında asal 𝑥, 𝑦 ve 𝑛 ≥ 3 ൴ç൴n tüm 
çözümler൴ bel൴rlem൴ş ve toplam 1.240 çözüm bulmuştur. Bu sonuç, 
𝑦’n൴n ç൴ft olduğu ve öncek൴ yöntemlerle ele alınamayan durumları da 
kapsar. Çalışmada 𝑝-sel ve karmaşık logar൴tmalardak൴ l൴neer formlar, 
Frey–Hellegouarch eğr൴ler൴ aracılığıyla modülerl൴k, Lucas 
d൴z൴ler൴n൴n ൴lkel bölenler൴, Thue–Mahler denklem൴ çözücüler൴ ve 
hesaplamalı elekler b൴r arada kullanılmıştır. Bu çalışma, tek tek 𝑆 
kümeler൴ ൴ç൴n yazılan makalelerden, büyük asal kümeler൴n൴ aynı anda 
kapsayan tekdüze algor൴tmalara geç൴ş൴n açık b൴r gösterges൴d൴r. 

Komb൴natoryal Bağlantılar 

Klas൴k denklem, ൴lk bakışta ൴lg൴s൴z görünen ൴k൴ komb൴natoryal 
soruyla da yakından ൴l൴şk൴l൴d൴r. B൴r൴nc൴s൴, hem Mersenne sayısı (2௕ −

1) hem de üçgensel sayı (𝑇௞ = 𝑘(𝑘 + 1)/2) olan sayıların 
bel൴rlenmes൴d൴r. 2௕ − 1 = 𝑘(𝑘 + 1)/2 eş൴tl൴ğ൴ 8 ൴le çarpılıp 
düzenlend൴ğ൴nde (2𝑘 + 1)ଶ + 7 = 2௕ାଷ elde ed൴l൴r. Dolayısıyla 
Mersenne-üçgensel sayılar yalnızca 0,1,3,15 ve 4095 = 𝑇ଽ଴’dır. 
İk൴nc൴ bağlantı kodlama kuramındandır: 𝑁 uzunluğunda ൴k൴ hata 
düzelten mükemmel b൴r ൴k൴l൴ kodun var olab൴lmes൴ ൴ç൴n 

1 + 𝑁 + ൬
𝑁

2
൰ = 2௥   ⇔   (2𝑁 + 1)ଶ + 7 = 2௥ାଷ 

koşulu gerek൴r (Shap൴ro & Slotn൴ck, 1959). Buradan 𝑁 ∈

{0,1,2,5,90} bulunur. 𝑁 = 5 uzunluğundak൴ tekrarlama kodu aş൴kâr 
b൴r mükemmel koddur. 𝑁 = 90 sayısal olarak umut ver൴c൴ olsa da bu 
parametrelere sah൴p mükemmel b൴r kodun var olmadığı 
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b൴l൴nmekted൴r (van L൴nt, 1999). Tablo 3, çözümler൴n bu farklı 
yorumlarını b൴r arada sunmaktadır. 

Tablo 3. Ramanujan–Nagell Denklem৻n৻n Çözümler৻ ve Farklı 
Yorumları 

𝑛 𝑥 2௡ 𝑚
= 𝑛 − 2 

2௡ିଷ − 1 
(Mersenne-
üçgensel) 

𝑁 = (𝑥 −
1)/2 (kod 
uzunluğu) 

3 1 8 1 0 0 
4 3 16 2 1 1 
5 5 32 3 3 2 
7 11 128 5 15 5 
15 181 32768 13 4095 90 

Kaynak: Yazar tarafından hesaplanmıştır. 

Hesaplamalı Yöntemler ve B൴ç൴msel Doğrulama 

Genelleşt൴r൴lm൴ş denklemler൴n çözümünde ortak b൴r ൴skelet 
bulunur: Önce kuramsal b൴r araçla çözümler൴n büyüklüğü ൴ç൴n çok 
büyük ama sonlu b൴r üst sınır elde ed൴l൴r; ardından hesaplamalı 
yöntemlerle bu sınır taranab൴l൴r b൴r düzeye ൴nd൴r൴l൴r. B൴r൴nc൴ aşamanın 
temel aracı, Baker’ın ceb൴rsel sayıların logar൴tmalarındak൴ l൴neer 
formlar kuramıdır (Baker, 1975): 

𝛬 = 𝑏ଵlog𝛼ଵ + ⋯ + 𝑏௞log𝛼௞ ≠ 0  ⇒   |𝛬| > exp(−𝜅log𝐵) 

Burada 𝐵 = max|𝑏௜| ve 𝜅 yalnızca 𝛼௜ sayılarına bağlı, açıkça 
hesaplanab൴len b൴r sab൴tt൴r. Bu tür sınırlar genell൴kle 10ଶ଴ ൴le 10଺଴ 
arasında değ൴şen sayılardır. İk൴nc൴ aşamada Lenstra–Lenstra–Lovász 
(LLL) örgü ൴nd൴rgeme algor൴tması ve Baker–Davenport t൴p൴ 
lemmalar devreye g൴rer; örneğ൴n Cangül, Dem൴rc൴, Soydan ve 
Tzanak൴s’൴n (2010) çalışmasında 10ହ଼ mertebes൴ndek൴ sınırlar bu 
yolla taranab൴l൴r aralıklara çek൴lm൴şt൴r. Daha karmaşık durumlarda 
problem Thue–Mahler denklemler൴ne ൴nd൴rgen൴r; Gherga ve S൴ksek 
(2025) bu denklemler ൴ç൴n yalnızca tek b൴r sayı c൴sm൴nde hesap 
gerekt൴ren ve on b൴r൴nc൴ dereceye kadar örnekler൴ çözeb൴len ver൴ml൴ 

--17--



b൴r algor൴tma gel൴şt൴rm൴şt൴r.  Kullanılan yöntemler ve bu yöntemler൴n 
avantajlı ve dezavantajlı yönler൴ aşağıdak൴ tabloda özetlenm൴şt൴r. 

. 

Tablo 4. Ramanujan–Nagell T৻p৻ Denklemler৻n Çözümünde 
Kullanılan Başlıca Yöntemler৻n Karşılaştırılması 

Yöntem Temel araç Güçlü yönü Sınırlılığı 
Ceb൴rsel 
çarpanlara 
ayırma (Nagell) 

İk൴nc൴ dereceden 
c൴s൴mde tek türlü 
ayrışım 

Temel düzeyde 
ve tam ൴spat 

Sınıf sayısı 1 
olan c൴s൴mlerle 
sınırlı 

𝑝-sel yöntem 
(Skolem) 

𝑝-sel anal൴t൴k 
fonks൴yonlar, 
Strassmann 
teorem൴ 

Her kalan 
sınıfında çözüm 
sayısını sınırlar 

Uygun asal ve 
sınıf anal൴z൴ne 
bağımlı 

H൴pergeometr൴k 
yöntem 
(Beukers) 

Padé yaklaşımları, 
etk൴n ൴rrasyonell൴k 
ölçüler൴ 

Çözüm sayısı 
൴ç൴n tekdüze 
sınırlar 

Bel൴rl൴ tabanlar 
൴ç൴n 
uygulanab൴l൴r 

İlkel bölenler 
(BHV) 

Lucas ve Lehmer 
d൴z൴ler൴ 

Üssü 𝑆’n൴n 
ar൴tmet൴ğ൴yle 
sınırlar 

Teorem൴n kend൴s൴ 
çok der൴n 

El൴pt൴k eğr൴ler 𝑆-tam sayı 
noktaları 

𝑛 = 3,4 
durumlarını 
tamamen çözer 

Eğr൴ sayısı 𝑆 ൴le 
hızla artar 

Baker kuramı 
ve LLL 

L൴neer formlar, 
örgü ൴nd൴rgeme 

Genel, etk൴n ve 
hesaplanab൴l൴r 

Başlangıç 
sınırları çok 
büyük 

Modüler 
yöntem 

Frey eğr൴ler൴, 
sev൴ye düşürme 

Büyük üsler൴ 
toptan eler 

Küçük üsler ൴ç൴n 
ek yöntem 
gerek൴r 

 

Açık Problemler ve Gelecek Yönel൴mler 

Klas൴k Ramanujan–Nagell denklem൴ tamamen çözülmüş olsa 
da onun etrafında oluşan problem a൴les൴ hâlâ canlıdır. Güncel 
araştırmaların öne çıkan yönel൴mler൴ şöyle özetleneb൴l൴r (Bennett & 
S൴ksek, 2023; Le & Soydan, 2020): 

 𝑆 asal kümes൴ ver൴ld൴ğ൴nde 𝑥ଶ + 𝐶 = 𝑦௡ denklem൴n൴n 
tüm çözümler൴n൴ bulan, 𝑆’ye özgü makaleler yer൴ne genel 
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ve tekdüze b൴r algor൴tmanın gel൴şt൴r൴lmes൴ ve 
uygulanması. 

 Sınıf sayısının 𝑝 üssüyle bölündüğü durumlar ൴le 𝑦’n൴n 
ç൴ft olduğu durumlar g൴b൴ standart stratej൴n൴n doğrudan 
൴şlemed൴ğ൴ hâller൴n s൴stemat൴k b൴ç൴mde ele alınması. 

 𝑥ଶ + 𝐶 = 2௠𝑦௡, 𝐷ଵ𝑥ଶ + 𝐷ଶ
௠ = 𝑘௡ ve 𝑥ଶ + 𝐶 = 𝑦௡ ൴le 

𝐶 < 0 g൴b൴ değ൴şt൴r൴lm൴ş b൴ç൴mler൴n ൴ncelenmes൴ ve çözüm 
sayıları ൴ç൴n kesk൴n üst sınırların elde ed൴lmes൴. 

 Thue–Mahler ve 𝑆-b൴r൴m denklem൴ çözücüler൴n൴n 
ver൴ml൴l൴ğ൴n൴n artırılması ve bunların açık kaynaklı 
b൴lg൴sayar ceb൴r൴ s൴stemler൴ne aktarılması. 

 Büyük ölçüde hesaplamaya dayanan sonuçların b൴ç൴msel 
olarak doğrulanması ve bu süreçte yapay zekâ destekl൴ 
൴spat araçlarının s൴stemat൴k kullanımı. 

Sonuç 

Ramanujan–Nagell denklem൴, yalın b൴r sorunun nasıl zeng൴n 
b൴r kuramsal yapı gerekt൴recek b൴r araştırma alanına  
dönüşeb൴leceğ൴n൴n güzel b൴r örneğ൴d൴r. Ramanujan’ın 1913’te sayısal 
sezg൴ye dayanarak öne sürdüğü sanı, otuz beş yıl sonra Nagell 
tarafından ൴k൴nc൴ dereceden b൴r c൴sm൴n ar൴tmet൴ğ൴ ve ustaca 
kurgulanmış b൴r 7-sel argümanla ൴spatlanmıştır. Bu ൴spatın 
merkez൴ndek൴ f൴k൴r, yan൴ denklem൴ uygun b൴r ൴k൴nc൴ dereceden 
c൴s൴mde çarpanlarına ayırıp b൴r Lucas d൴z൴s൴ne ൴nd൴rgemek, bugün 
𝑥ଶ + 𝐶 = 𝑦௡ denklemler൴n൴n çözümünde kullanılan standart 
stratej൴n൴n de çek൴rdeğ൴n൴ oluşturmaktadır. 

𝐶’n൴n b൴r ya da b൴rkaç asalın kuvvetler൴nden oluştuğu 
genelleşt൴r൴lm൴ş Lebesgue–Ramanujan–Nagell denklemler൴, son 
y൴rm൴ yılda Türk൴ye’den araştırmacıların da öneml൴ katkılar sunduğu 
ver൴ml൴ b൴r alan hâl൴ne gelm൴şt൴r. Bu alandak൴ çalışmalar, B൴lu–
Hanrot–Vout൴er ൴lkel bölenler teorem൴ ൴le el൴pt൴k eğr൴ler üzer൴ndek൴ 𝑆-
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tam sayı noktalarının hesaplanmasını b൴rleşt൴ren ortak b൴r yöntem 
çevres൴nde şek൴llenm൴şt൴r. Bennett ve S൴ksek’൴n çalışması ൴se alanın, 
tek tek asal kümeler൴ ൴ç൴n yazılan sonuçlardan büyük asal kümeler൴n൴ 
aynı anda kapsayan tekdüze algor൴tmalara doğru ൴lerled൴ğ൴n൴ 
göstermekted൴r. 

Bu konuya ൴lg൴ duyanlar ൴ç൴n bu konu, ceb൴rsel sayılar 
kuramı, Lucas d൴z൴ler൴, el൴pt൴k eğr൴ler ve D൴ofant yaklaşımlarının b൴r 
arada kullanıldığı ൴deal b൴r çalışma alanıdır. Bu bölümde sunulan 
klas൴k ൴spatı yen൴den üretmek, küçük b൴r 𝑆 kümes൴ ൴ç൴n 𝑥ଶ + 𝐶 = 𝑦௡ 
denklem൴n൴n çözümler൴n൴ b൴lg൴sayarla aramak ve standart stratej൴n൴n 
adımlarını bu örnek üzer൴nde ൴zlemek, okuyucunun konuyu 
der൴nleşt൴rmes൴ ൴ç൴n yararlı alıştırmalar olacaktır.
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KISITLANMAMIŞ GIBONACCI 3-PARAMETRELİ 

GENELLEŞTİRİLMİŞ KUATERNİYONLAR 

GÖKSAL BİLGİCİ1 

Giriş 

Fibonacci dizisi, ikinci dereceden yinelemeli dizilerin en 

bilinen örneklerinden biridir ve cebirsel, kombinatorik ve sayı 

kuramsal bakış açılarından kapsamlı biçimde incelenmiştir. Lucas 

dizisi farklı başlangıç değerleriyle aynı yineleme bağıntısını 

sağlarken, Gibonacci dizisi (Benjamin & Quinn, 2004; Koshy, 2018) 

Fibonacci yinelemesini koruyup başlangıç koşullarının keyfî 

seçilmesine izin verir. Özellikle 𝐺1 = 𝑎 ve 𝐺2 = 𝑏 olmak üzere 

Gibonacci dizisi aşağıdaki bağıntı ile tanımlanır: 

 𝐺𝑛 = 𝐺𝑛−1 + 𝐺𝑛−2,  𝑛 ≥ 3 (1) 

Gibonacci dizisi Fibonacci dizisiyle aşağıdaki bağıntı 

aracılığıyla ilişkilidir: 

 𝐺𝑛 = 𝑎𝐹𝑛−2 + 𝑏𝐹𝑛−1 (2) 

 
1 Prof. Dr., Kastamonu Üniversitesi, Eğitim Fakültesi, Matematik ve Fen Bilimleri 

Eğitimi Bölümü, Matematik Eğitimi Anabilim Dalı, ORCID: 0000-0001-9964-

5578 

BÖLÜM 2
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Ayrıca Gibonacci dizisi Binet-benzeri bir gösterime sahiptir. 

Bu bağıntılar, klasik Fibonacci özdeşliklerinin daha genel başlangıç 

koşullarına aktarılmasında etkili bir araçtır (Koshy, 2018; Vajda, 

1989). 

Fibonacci sayılarıyla ilişkili kuaterniyon dizileri Horadam’ın 

(1963) çalışmasına kadar uzanır. Horadam, dört ardışık Fibonacci 

sayısını kuaterniyon katsayıları olarak kullanarak Fibonacci 

kuaterniyonlarını aşağıdaki biçimde tanımlamıştır: 

 𝑄𝑛 = 𝐹𝑛 + 𝑖𝐹𝑛+1 + 𝑗𝐹𝑛+2 + 𝑘𝐹𝑛+3 (3) 

Fibonacci kuaterniyonlarının temel özellikleri Iyer (1969) ve 

Halıcı (2012) tarafından incelenmiş, Swamy (1973) ise 

genelleştirilmiş Fibonacci kuaterniyonlarını tanımlamıştır. Horadam 

(1993), kuaterniyon katsayılı yineleme bağıntılarını genel Horadam 

dizisi (Horadam, Basic properties of a certain generalized sequence 

of numbers, 1965) çerçevesinde ele almıştır. Sonraki çalışmalarda bu 

yapılar kompleks Fibonacci kuaterniyonlarına (Halıcı, On complex 

Fibonacci quaternions, 2013), Fibonacci kuaterniyonlarının çeşitli 

genellemelerine (Halıcı & Karataş, 2017; Polatlı & Kesim, 2015; 

Tan, Yılmaz, & Şahin, 2016) ve split, dual ya da genelleştirilmiş 

kuaterniyon cebirlerindeki karşılıklarına (Akyiğit, Kösal, & Tosun, 

2013; Flaut & Shpakivskyi, 2013; Nurkan & Güven, 2015) 

taşınmıştır. Bu tür yapıların önemli bir bölümünde katsayılar, temel 

dizinin ardışık terimlerinden seçilmektedir. Daşdemir ve Bilgici 

(2021), bu kısıtı kaldırarak katsayılarda keyfî tam sayı 

kaydırmalarına izin veren kısıtlanmamış Fibonacci ve Lucas 

kuaterniyonlarını tanımlamışlardır: 

 𝐹𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟) = 𝐹𝑛 + 𝑖𝐹𝑛+𝑝 + 𝑗𝐹𝑛+𝑞 + 𝑘𝐹𝑛+𝑟 (4) 

Kısıtlanmamış yaklaşım daha sonra doğrudan Gibonacci 

kuaterniyonlarına da uygulanmıştır (Bilgici, 2020). 
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Genelleştirmenin bir diğer yönü ise temel kuaterniyon 

cebiriyle ilgilidir. Şentürk ve Ünal (2022), bilinen çeşitli kuaterniyon 

sistemlerini özel durum olarak kapsayan üç parametreli bir çerçeve 

sunarak 3-parametreli genelleştirilmiş kuaterniyon cebirini 

tanıtmışlardır. Bilgici (2022) daha sonra Fibonacci ve Lucas 3-

parametreli genelleştirilmiş kuaterniyonlarını tanımlamış, bu yapılar 

için Binet formülleri ile klasik özdeşliklerin genelleştirmelerini elde 

etmiştir. 

Daha yakın tarihli çalışmalarda İşbilir ve Gürses (2024), 

ardışık Horadam bileşenlerine sahip Horadam 3-parametreli 

genelleştirilmiş kuaterniyonlarını ele almış; Binet formülü, üreteç 

fonksiyonları ve çeşitli yapısal sonuçlar elde etmişlerdir. Ardışık 

Gibonacci katsayılı 3-parametreli genelleştirilmiş kuaterniyonlar ile 

kısıtlanmamış Fibonacci ve Lucas 3-parametreli genelleştirilmiş 

kuaterniyonlar da benzer biçimde incelenmiştir (Bilgici, 2024; 

Bilgici, 2024). 

Bu çalışmada söz konusu iki genelleştirme doğrultusu bir 

araya getirilmektedir. Başka bir ifadeyle, Gibonacci dizisinin keyfî 

başlangıç koşulları ile terimlerdeki keyfî indeks kaydırmaları aynı 

anda 3-parametreli genelleştirilmiş kuaterniyon cebirine 

taşınmaktadır. Böylece kısıtlanmamış Gibonacci kuaterniyonlarını, 

kısıtlanmamış Fibonacci ve Lucas 3-parametreli genelleştirilmiş 

kuaterniyonlarını ve ardışık Gibonacci 3-parametreli genelleştirilmiş 

kuaterniyonlarını özel durum olarak içeren ortak bir çerçeve elde 

edilmektedir. 

Çalışmanın bu önceki çalışmalara göre katkısı üç noktada 

özetlenebilir. Birincisi, yardımcı kuaterniyonların iki farklı sıradaki 

çarpımı, yalnızca kaydırma ve cebir parametrelerine bağlı olan 

simetrik bir 𝑈 ve antisimetrik bir 𝑉 bileşenine ayrıştırılmaktadır. 

İkincisi, bu ayrışım sayesinde Gibonacci başlangıç değerlerinin tüm 

özdeşliklerdeki etkisi tek bir Δ = 𝑎2 + 𝑎𝑏 − 𝑏2 skaler çarpanına 
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indirgenmektedir. Üçüncüsü, dizinin değişmeli olmama davranışını 

açıkça ölçen bir komütatör özdeşliği verilmekte ve dizinin hangi 

koşulda değişmeli olduğu tam olarak belirlenmektedir. 

Ön Bilgiler 

Aşağıdaki sayılar, Fibonacci yinelemesine ait karakteristik 

denklemin kökleri olsun: 

 𝛼 =
1 + √5

2
,  𝛽 =

1 − √5

2
 (5) 

Bu kökler için aşağıdaki temel bağıntılar geçerlidir: 

 𝛼 + 𝛽 = 1,  𝛼𝛽 = −1,  𝛼 − 𝛽 = √5 (6) 

𝐺1 = 𝑎 ve 𝐺2 = 𝑏 başlangıç değerleriyle tanımlanan Gibonacci 

dizisi için 

 𝑐 = 𝑎 + (𝑎 − 𝑏)𝛽,  𝑑 = 𝑎 + (𝑎 − 𝑏)𝛼 (7) 

yazalım. Bu durumda Binet-benzeri gösterim 

 𝐺𝑛 =
𝑐𝛼𝑛 − 𝑑𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
 (8) 

şeklindedir. Basit bir hesaplama sonucunda 

 𝑐𝑑 = 𝑎2 + 𝑎𝑏 − 𝑏2 (9) 

elde edilir. Kolaylık amacıyla çalışma boyunca 

 𝛥 = 𝑎2 + 𝑎𝑏 − 𝑏2 (10) 

gösterimi kullanılacaktır. Yineleme bağıntısı tüm tam sayı 

indekslerine genişletilebilir; özellikle 𝐺0 = 𝑏 − 𝑎 olur. 
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3-Parametreli Genelleştirilmiş Kuaterniyon Cebiri 

𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 ∈ ℝ olsun. 3-parametreli genelleştirilmiş 

kuaterniyon cebiri, 𝑤0, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3 ∈ ℝ olmak üzere 𝑤 = 𝑤0 +

𝑤1𝑖 + 𝑤2𝑗 + 𝑤3𝑘 biçimindeki elemanlardan oluşur. Burada 𝑖, 𝑗 ve 𝑘 

birimleri aşağıdaki çarpım kurallarını sağlar (Şentürk & Ünal, 2022): 

 𝑖2 = −𝜃1𝜃2,  𝑗2 = −𝜃1𝜃3,  𝑘2 = −𝜃2𝜃3 (11) 

 
𝑖𝑗 = 𝜃1𝑘 = −𝑗𝑖,  𝑗𝑘 = 𝜃3𝑖 = −𝑘𝑗,  𝑘𝑖 = 𝜃2𝑗

= −𝑖𝑘 
(12) 

𝑤 kuaterniyonunun eşleniği ve normu sırasıyla aşağıdaki gibi 

tanımlanır: 

 𝑤 = 𝑤0 − 𝑤1𝑖 − 𝑤2𝑗 − 𝑤3𝑘 (13) 

 𝑁(𝑤) = 𝑤𝑤 = 𝑤0
2 + 𝜃1𝜃2𝑤1

2 + 𝜃1𝜃3𝑤2
2 + 𝜃2𝜃3𝑤3

2 (14) 

Kısıtlanmamış Gibonacci 3-Parametreli Genelleştirilmiş 

Kuaterniyonlar 

Tanım 1. 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ ℤ olsun. 𝑛. kısıtlanmamış Gibonacci 3-

parametreli genelleştirilmiş kuaterniyon (KG3PGK) aşağıdaki 

biçimde tanımlanır: 

 𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟) = 𝐺𝑛 + 𝑖𝐺𝑛+𝑝 + 𝑗𝐺𝑛+𝑞 + 𝑘𝐺𝑛+𝑟 (15) 

Burada “kısıtlanmamış” sözcüğü, üç vektörel katsayının 

Gibonacci dizisinin ardışık terimleri olmak zorunda olmadığını ifade 

etmektedir. (𝑝, 𝑞, 𝑟) = (1,2,3) alındığında Tanım 1, ardışık 

Gibonacci 3-parametreli genelleştirilmiş kuaterniyonlarına (Bilgici, 

2024) indirgenir: 

 𝒢𝑛
(1,2,3) = 𝐺𝑛 + 𝑖𝐺𝑛+1 + 𝑗𝐺𝑛+2 + 𝑘𝐺𝑛+3 (16) 
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Teorem 1. Her 𝑛 tam sayısı için aşağıdaki yineleme bağıntısı 

geçerlidir: 

 𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟) = 𝒢𝑛−1

(𝑝,𝑞,𝑟) + 𝒢𝑛−2
(𝑝,𝑞,𝑟)

 (17) 

İspat. Tanım 1 ve Gibonacci sayılarının yineleme bağıntısı 

kullanılırsa, skaler bileşen ile üç vektörel bileşenin her biri aynı 

ikinci dereceden yinelemeyi sağlar. Bu nedenle bileşenler ayrı ayrı 

toplandığında (17) eşitliği doğrudan elde edilir. □ 

Eşlenik ve Norm 

KG3PGK’nin eşleniği aşağıdaki biçimdedir: 

 𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟) = 𝐺𝑛 − 𝑖𝐺𝑛+𝑝 − 𝑗𝐺𝑛+𝑞 − 𝑘𝐺𝑛+𝑟 (18) 

Buna göre norm 

 𝑁(𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

) = 𝐺𝑛
2 + 𝜃1𝜃2𝐺𝑛+𝑝

2 + 𝜃1𝜃3𝐺𝑛+𝑞
2 + 𝜃2𝜃3𝐺𝑛+𝑟

2  (19) 

olur. Norm sıfırdan farklı olduğunda ters eleman 

 (𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟))

−1

=
𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

𝑁(𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟))

 (20) 

biçiminde elde edilir. 

Binet-Benzeri Formül 

Aşağıdaki yardımcı kuaterniyonları tanımlayalım: 

 𝛼̂ = 1 + 𝑖𝛼𝑝 + 𝑗𝛼𝑞 + 𝑘𝛼𝑟 (21) 

 𝛽̂ = 1 + 𝑖𝛽𝑝 + 𝑗𝛽𝑞 + 𝑘𝛽𝑟 (22) 

Teorem 2. Her 𝑛 ∈ ℤ için aşağıdaki Binet-benzeri formül geçerlidir: 
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 𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟) =

𝑐𝛼̂𝛼𝑛 − 𝑑𝛽̂𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
 (23) 

İspat. Tanım 1’de yer alan dört Gibonacci terimine (8) eşitliği 

uygulanır. Karakteristik köklere ait ortak üs çarpanları gruplanınca 

(21) ve (22) ile tanımlanan yardımcı kuaterniyonlar ortaya çıkar. 

Böylece (23) eşitliği elde edilir. □ 

Bu ifade, kısıtlanmamış Fibonacci/Lucas kuaterniyonları, 

kısıtlanmamış Gibonacci kuaterniyonları ve ardışık Gibonacci 3-

parametreli genelleştirilmiş kuaterniyonları için bilinen Binet 

formüllerini aynı çerçevede genişletmektedir. 

Üreteç Fonksiyonları 

Teorem 3. Tanım 1 ile verilen dizinin adi üreteç fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir: 

 ∑𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 =
𝒢0
(𝑝,𝑞,𝑟) + (𝒢1

(𝑝,𝑞,𝑟) − 𝒢0
(𝑝,𝑞,𝑟)) 𝑡

1 − 𝑡 − 𝑡2
 (24) 

İspat. Dizinin adi üreteç fonksiyonu Φ(𝑡) ile gösterilsin. (17) 

yineleme bağıntısı kullanılarak Φ(𝑡), 𝑡Φ(𝑡) ve 𝑡2Φ(𝑡) ifadeleri 

uygun biçimde birbirinden çıkarılır. Başlangıç terimleri ayrıldığında 

(24)’teki rasyonel ifade elde edilir. □ 

Teorem 4. Dizinin üstel üreteç fonksiyonu aşağıdaki biçimdedir: 

 ∑𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
=
𝑐𝛼̂𝑒𝛼𝑡 − 𝑑𝛽̂𝑒𝛽𝑡

𝛼 − 𝛽
 (25) 

İspat. (23) bağıntısının seriye yerleştirilmesi ve üstel fonksiyonun 

Taylor açılımının kullanılmasıyla doğrudan elde edilir. □ 
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Temel Bir Çarpım Lemması 

3-parametreli genelleştirilmiş kuaterniyonların değişmeli 

olmaması nedeniyle, 𝛼̂𝛽̂ ve 𝛽̂𝛼̂ çarpımları genel olarak birbirinden 

farklıdır. Aşağıdaki iki yardımcı kuaterniyonu tanımlayalım: 

 
𝑈 = 1 − 𝜃1𝜃2(−1)

𝑝 − 𝜃1𝜃3(−1)
𝑞 − 𝜃2𝜃3(−1)

𝑟 + 𝑖𝐿𝑝 + 𝑗𝐿𝑞

+ 𝑘𝐿𝑟  
(26) 

 𝑉 = 𝑖𝜃3(−1)
𝑟𝐹𝑞−𝑟 + 𝑗𝜃2(−1)

𝑝𝐹𝑟−𝑝 + 𝑘𝜃1(−1)
𝑞𝐹𝑝−𝑞  (27) 

Lemma 1. Aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

 𝛼̂𝛽̂ = 𝑈 + √5 𝑉 (28) 

 𝛽̂𝛼̂ = 𝑈 − √5 𝑉 (29) 

İspat. Çarpımlar (12)’deki kurallar kullanılarak açılır. 𝛼̂𝛽̂ 

çarpımının skaler kısmı 

 1 − 𝜃1𝜃2(𝛼𝛽)
𝑝 − 𝜃1𝜃3(𝛼𝛽)

𝑞 − 𝜃2𝜃3(𝛼𝛽)
𝑟  

biçimindedir ve 𝛼𝛽 = −1 olduğundan (26)’daki 𝑈 kuaterniyonunun 

skaler kısmına eşittir. 𝑖 bileşeni, reel birimle yapılan çarpımlardan 

gelen 𝛼𝑝 + 𝛽𝑝 = 𝐿𝑝 terimi ile 𝑗𝑘 ve 𝑘𝑗 çarpımlarından gelen karma 

terimlerin toplamıdır. Karma terimler için 

 𝜃3(𝛼
𝑞𝛽𝑟 − 𝛼𝑟𝛽𝑞) = 𝜃3(𝛼𝛽)

𝑟(𝛼𝑞−𝑟 − 𝛽𝑞−𝑟)  

olur. (𝛼𝛽)𝑟 = (−1)𝑟 ve 𝛼𝑞−𝑟 − 𝛽𝑞−𝑟 = √5𝐹𝑞−𝑟 eşitlikleri 

kullanıldığında bu ifade √5𝜃3(−1)
𝑟𝐹𝑞−𝑟 değerine eşit olur; 

dolayısıyla 𝑖 bileşeni 𝐿𝑝 + √5𝜃3(−1)
𝑟𝐹𝑞−𝑟 biçimindedir. Benzer 

biçimde 𝑘𝑖 = 𝜃2𝑗 ve 𝑖𝑗 = 𝜃1𝑘 kuralları kullanılarak 𝑗 ve 𝑘 

bileşenleri sırasıyla 𝐿𝑞 + √5𝜃2(−1)
𝑝𝐹𝑟−𝑝 ve 𝐿𝑟 + √5𝜃1(−1)

𝑞𝐹𝑝−𝑞 

ifadelerine indirgenir. Bu bileşenler (26) ve (27) ile 
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karşılaştırıldığında (28) eşitliği elde edilir. 𝛽̂𝛼̂ çarpımında 𝛼 ile 

𝛽’nın rolleri yer değiştirir; skaler kısım ile Lucas terimleri 

değişmezken karma terimlerin işareti değişir. Böylece (29) eşitliği 

elde edilir. □ 

Temel Özdeşlikler 

Vajda, Catalan, Cassini ve d’Ocagne özdeşlikleri Fibonacci 

ve Gibonacci sayıları için klasik sonuçlardır (Koshy, 2018; Vajda, 

1989). Bu bölümde söz konusu özdeşliklerin KG3PGK için 

karşılıkları verilmektedir. 

Teorem 5 (Vajda Özdeşliği). 𝑥, 𝑦 ve 𝑧 keyfî tam sayılar olmak üzere 

aşağıdaki özdeşlik geçerlidir: 

 𝒢
𝑥+𝑦

(𝑝,𝑞,𝑟)𝒢
𝑥+𝑧

(𝑝,𝑞,𝑟) − 𝒢
𝑥

(𝑝,𝑞,𝑟)𝒢
𝑥+𝑦+𝑧

(𝑝,𝑞,𝑟) = 𝛥(−1)𝑥𝐹𝑦(𝑈𝐹𝑧 − 𝑉𝐿𝑧) (30) 

İspat. (23) Binet-benzeri formülü sol tarafa uygulanır. Aynı köke ait 

karesel terimler sadeleşir ve 𝑐𝑑 = Δ bağıntısıyla yalnızca karışık 

çarpımlar kalır. Lemma 1 ile Fibonacci ve Lucas sayılarının Binet 

formülleri kullanıldığında (30)’un sağ tarafı elde edilir. □ 

(𝑝, 𝑞, 𝑟) = (1,2,3) seçildiğinde bu teorem, ardışık Gibonacci 

3-parametreli genelleştirilmiş kuaterniyonları için daha önce elde 

edilen Vajda-tipli özdeşliğe indirgenir. 

Sonuç 1 (Catalan Özdeşliği). Teorem 5’te 𝑧 = −𝑦 alınırsa 

 𝒢
𝑥+𝑦

(𝑝,𝑞,𝑟)𝒢
𝑥−𝑦

(𝑝,𝑞,𝑟) − (𝒢
𝑥

(𝑝,𝑞,𝑟))
2
= 𝛥(−1)𝑥+𝑦+1(𝑈𝐹𝑦

2 + 𝑉𝐹2𝑦) (31) 

elde edilir. Bu sonuçta Fibonacci ve Lucas sayılarının negatif indeks 

bağıntıları ile iki kat indeks bağıntısından yararlanılmıştır. 

Sonuç 2 (Cassini Özdeşliği). Sonuç 1’de 𝑦 = 1 alınırsa 

 𝒢𝑥+1
(𝑝,𝑞,𝑟)𝒢𝑥−1

(𝑝,𝑞,𝑟) − (𝒢𝑥
(𝑝,𝑞,𝑟))

2

= 𝛥(−1)𝑥(𝑈 + 𝑉) (32) 
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eşitliği elde edilir. 

d’Ocagne Özdeşliği 

Teorem 6. 𝑚 ve 𝑛 keyfî tam sayılar olmak üzere aşağıdaki eşitlik 

geçerlidir: 

 𝒢
𝑚

(𝑝,𝑞,𝑟)𝒢
𝑛+1

(𝑝,𝑞,𝑟) − 𝒢
𝑚+1

(𝑝,𝑞,𝑟)𝒢
𝑛

(𝑝,𝑞,𝑟) = 𝛥(−1)𝑛(𝑈𝐹𝑚−𝑛 + 𝑉𝐿𝑚−𝑛) (33) 

İspat. Binet-benzeri formül sol tarafa uygulandığında aynı köke ait 

terimler sadeleşir ve geriye iki karışık çarpım kalır. Lemma 1 bu 

çarpımlara uygulandıktan sonra Fibonacci ve Lucas sayılarının Binet 

formülleri kullanılır. Böylece (33) eşitliği elde edilir. □ 

Bu sonuç, kısıtlanmamış Fibonacci ve Lucas kuaterniyonları ile 

ardışık katsayılı Gibonacci 3-parametreli genelleştirilmiş 

kuaterniyonları için bilinen d’Ocagne özdeşliklerini aynı çerçevede 

genelleştirir. 

Bir Komütatör Özdeşliği 

Önerilen çerçevenin önemli bir yönü, değişmeli olmama 

etkisinin açık biçimde gösterilebilmesidir. 

Teorem 7. 𝑚 ve 𝑛 keyfî tam sayılar olmak üzere 

 𝒢
𝑚
(𝑝,𝑞,𝑟)𝒢

𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟) − 𝒢

𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)𝒢

𝑚
(𝑝,𝑞,𝑟) = 2𝛥(−1)𝑚𝑉𝐹𝑛−𝑚 (34) 

eşitliği geçerlidir. 

İspat. Binet-benzeri formül kullanıldığında komütatör, iki yardımcı 

kuaterniyonun çarpım farkı ile karakteristik köklerin çapraz çarpım 

farkının çarpımına indirgenir. Lemma 1 ve Fibonacci sayılarının 

Binet bağıntısı bu iki farkı sırasıyla 𝑉 ve bir Fibonacci terimi 

cinsinden verir. Sadeleştirme sonucunda (34) elde edilir. □ 

Teorem 7’nin önemli bir sonucu, dizinin herhangi iki teriminin 

komütatörünün 𝑚 ve 𝑛’den bağımsız olan aynı 𝑉 saf 
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kuaterniyonunun reel bir katı olmasıdır. 𝑉 yalnızca 𝑝, 𝑞, 𝑟 

kaydırmaları ile 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 cebir parametrelerine bağlıyken, 

Gibonacci başlangıç değerlerinin etkisi tek bir Δ = 𝑎2 + 𝑎𝑏 − 𝑏2 

skaler çarpanında toplanmaktadır. Dolayısıyla değişmeli olmama 

engeli bütünüyle 𝑉 tarafından belirlenir. Aşağıdaki sonuç bu 

gözlemi, dizinin değişmeli olma koşulu biçiminde ifade etmektedir. 

Sonuç 3. 𝜃1𝜃2𝜃3 ≠ 0 ve Δ ≠ 0 olsun. Bu durumda dizinin 

bütün terimlerinin ikişerli olarak değişmeli olması için gerek ve 

yeter koşul 𝑝 = 𝑞 = 𝑟 olmasıdır. 

İspat. 𝑝 = 𝑞 = 𝑟 ise 𝐹0 = 0 olduğundan (27)’den 𝑉 = 0 

bulunur ve (34)’ten bütün komütatörler sıfır olur. Tersine, bütün 

terimler ikişerli olarak değişmeli olsun. (34)’te 𝑛 = 𝑚 + 1 alınırsa 

𝐹1 = 1 ve Δ ≠ 0 olduğundan 𝑉 = 0 elde edilir. 𝜃1𝜃2𝜃3 ≠ 0 

olduğundan (27)’den 𝐹𝑞−𝑟 = 𝐹𝑟−𝑝 = 𝐹𝑝−𝑞 = 0 bulunur. 𝐹𝑘 = 0 

eşitliği yalnızca 𝑘 = 0 için sağlandığından 𝑝 = 𝑞 = 𝑟 olur. □ 

𝑎 ve 𝑏 ikisi birden sıfır olmayan tam sayılar olduğunda Δ ≠

0 koşulu kendiliğinden sağlanır. Gerçekten 𝑏 = 0 ise Δ = 𝑎2 ≠ 0 

olur; 𝑏 ≠ 0 iken Δ = 0 eşitliği 𝑎/𝑏 oranının irrasyonel (−1 ±

√5)/2 değerlerinden birine eşit olmasını gerektirir. 

Diğer Özdeşlikler 

KG3PGK dizisi Fibonacci yinelemesini sağladığından 

standart toplama mekanizması bileşen bazında genişler. Özellikle 

 𝒢𝑚+𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟) = 𝐹𝑛+1𝒢𝑚

(𝑝,𝑞,𝑟) + 𝐹𝑛𝒢𝑚−1
(𝑝,𝑞,𝑟)

 (35) 

ve 

 ∑𝒢ℓ
(𝑝,𝑞,𝑟)

𝑛

ℓ=0

= 𝒢𝑛+2
(𝑝,𝑞,𝑟) − 𝒢1

(𝑝,𝑞,𝑟)
 (36) 
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özdeşlikleri elde edilir. Bu eşitlikler karşılık gelen Gibonacci 

özdeşliklerinden bileşen bazında da kanıtlanabilir. 

Teorem 8. 𝑚 ve 𝑛 keyfî tam sayılar olmak üzere aşağıdaki 

eşitlikler geçerlidir: 

 𝒢𝑚+𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

+ (−1)𝑛𝒢𝑚−𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

= 𝐿𝑛𝒢𝑚
(𝑝,𝑞,𝑟)

 (37) 

 𝒢𝑚+𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

− (−1)𝑛𝒢𝑚−𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

= 𝐹𝑛(𝒢𝑚+1
(𝑝,𝑞,𝑟)

+ 𝒢𝑚−1
(𝑝,𝑞,𝑟)

) (38) 

İspat. 𝛼𝛽 = −1 olduğundan (−1)𝑛𝛼−𝑛 = 𝛽𝑛 ve 

(−1)𝑛𝛽−𝑛 = 𝛼𝑛 olur. (23) Binet-benzeri formülü kullanıldığında, 

ortak 𝛼 − 𝛽 paydası dışında (37)’nin sol tarafındaki 𝛼̂ ve 𝛽̂ 

terimlerinin katsayıları sırasıyla 𝑐𝛼𝑚(𝛼𝑛 + 𝛽𝑛) ve −𝑑𝛽𝑚(𝛼𝑛 +

𝛽𝑛) biçiminde toplanır. 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 = 𝐿𝑛 olduğundan (37) elde edilir. 

Benzer biçimde (38)’in sol tarafı 𝐹𝑛(𝑐𝛼̂𝛼
𝑚 + 𝑑𝛽̂𝛽𝑚) ifadesine 

eşittir. Öte yandan 𝛼 + 𝛼−1 = √5 ve 𝛽 + 𝛽−1 = −√5 olduğundan 

𝒢𝑚+1
(𝑝,𝑞,𝑟)

+ 𝒢𝑚−1
(𝑝,𝑞,𝑟)

= 𝑐𝛼̂𝛼𝑚 + 𝑑𝛽̂𝛽𝑚 bulunur ve (38) elde edilir. □ 

(37) özdeşliği 𝑛 = 1 için (17) yineleme bağıntısına 

indirgenir; 𝑛 = 𝑚 alındığında ise 𝒢2𝑚
(𝑝,𝑞,𝑟)

+ (−1)𝑚𝒢0
(𝑝,𝑞,𝑟)

=

𝐿𝑚𝒢𝑚
(𝑝,𝑞,𝑟)

 elde edilir. 

Teorem 9. Her 𝑛 ≥ 1 tam sayısı için aşağıdaki toplam 

formülleri geçerlidir: 

 ∑𝒢2ℓ−1
(𝑝,𝑞,𝑟)

𝑛

ℓ=1

= 𝒢2𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

− 𝒢0
(𝑝,𝑞,𝑟)

 (39) 

 ∑𝒢2ℓ
(𝑝,𝑞,𝑟)

𝑛

ℓ=1

= 𝒢2𝑛+1
(𝑝,𝑞,𝑟)

− 𝒢1
(𝑝,𝑞,𝑟)

 (40) 
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İspat. (17) bağıntısından 𝒢2ℓ−1
(𝑝,𝑞,𝑟)

= 𝒢2ℓ
(𝑝,𝑞,𝑟)

− 𝒢2ℓ−2
(𝑝,𝑞,𝑟)

 ve 𝒢2ℓ
(𝑝,𝑞,𝑟)

=

𝒢2ℓ+1
(𝑝,𝑞,𝑟)

− 𝒢2ℓ−1
(𝑝,𝑞,𝑟)

 yazılabilir. Bu eşitlikler ℓ = 1,2, … , 𝑛 için 

toplandığında toplamlar teleskopik hâle gelir ve (39) ile (40) elde 

edilir. □ 

Teorem 10. 𝑚 bir tam sayı ve 𝑛 ≥ 0 olmak üzere aşağıdaki binom 

toplamları geçerlidir: 

 ∑(
𝑛

𝑘
)𝒢𝑚+𝑘

(𝑝,𝑞,𝑟)

𝑛

𝑘=0

= 𝒢𝑚+2𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

 (41) 

 ∑(−1)𝑛−𝑘 (
𝑛

𝑘
) 𝒢𝑚+2𝑘

(𝑝,𝑞,𝑟)

𝑛

𝑘=0

= 𝒢𝑚+𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

 (42) 

İspat. 𝛼2 = 𝛼 + 1 olduğundan binom teoremi ile ∑ (𝑛
𝑘
)𝛼𝑘𝑛

𝑘=0 =

(1 + 𝛼)𝑛 = 𝛼2𝑛 bulunur; aynı eşitlik 𝛽 için de geçerlidir. Bu 

bağıntılar (23) formülünde kullanıldığında (41) elde edilir. Benzer 

biçimde 𝛼2 − 1 = 𝛼 ve 𝛽2 − 1 = 𝛽 olduğundan 

∑ (−1)𝑛−𝑘(𝑛
𝑘
)𝛼2𝑘𝑛

𝑘=0 = (𝛼2 − 1)𝑛 = 𝛼𝑛 olur ve (42) elde edilir. □ 

Teorem 11. Tanım 1’de 𝑎 = 𝑏 = 1 alınarak elde edilen 

kısıtlanmamış Fibonacci 3-parametreli genelleştirilmiş kuaterniyon 

 ℱ𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

= 𝐹𝑛 + 𝑖𝐹𝑛+𝑝 + 𝑗𝐹𝑛+𝑞 + 𝑘𝐹𝑛+𝑟  

ile gösterilsin. Bu durumda her 𝑛 tam sayısı için aşağıdaki eşitlik 

geçerlidir: 

 𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

= 𝑎ℱ𝑛−2
(𝑝,𝑞,𝑟)

+ 𝑏ℱ𝑛−1
(𝑝,𝑞,𝑟)

 (43) 

İspat. (2) bağıntısı Tanım 1’deki dört bileşene ayrı ayrı uygulanırsa 

𝑠 ∈ {0, 𝑝, 𝑞, 𝑟} için 𝐺𝑛+𝑠 = 𝑎𝐹𝑛+𝑠−2 + 𝑏𝐹𝑛+𝑠−1 elde edilir. Bu 

bileşenler kuaterniyonik tabanda birleştirildiğinde (43) bulunur. □ 
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Teorem 11, önerilen yapının kısıtlanmamış Fibonacci 3-

parametreli genelleştirilmiş kuaterniyonlarının doğrusal bir birleşimi 

olduğunu gösterir. Dolayısıyla Gibonacci başlangıç değerleri yapıya 

yalnızca doğrusal katsayılar olarak girer. 

Teorem 12. Her 𝑛 tam sayısı için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

 𝒢𝑛+1
(𝑝,𝑞,𝑟)

− 𝛽𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

= 𝑐𝛼̂𝛼𝑛 (44) 

 𝒢𝑛+1
(𝑝,𝑞,𝑟)

− 𝛼𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

= 𝑑𝛽̂𝛽𝑛 (45) 

İspat. (23) formülü kullanıldığında 𝒢𝑛+1
(𝑝,𝑞,𝑟)

− 𝛽𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

 ifadesinde 𝛽̂ 

terimleri sadeleşir ve 𝛼̂ teriminin katsayısı 𝑐𝛼𝑛(𝛼 − 𝛽)/(𝛼 − 𝛽) =

𝑐𝛼𝑛 olur. Bu, (44) eşitliğidir. (45) eşitliği 𝛼 ile 𝛽’nın rolleri 

değiştirilerek aynı biçimde elde edilir. □ 

Teorem 12, dizinin ardışık terimleri arasındaki oranın asimptotik 

davranışını belirlemek için kullanılabilir. Kolaylık amacıyla (14)’e 

uygun olarak 𝑁(𝛼̂) = 1 + 𝜃1𝜃2𝛼
2𝑝 + 𝜃1𝜃3𝛼

2𝑞 + 𝜃2𝜃3𝛼
2𝑟 yazalım. 

Sonuç 4. 𝑎 ve 𝑏 ikisi birden sıfır olmayan tam sayılar ve 𝑁(𝛼̂) ≠ 0 

olsun. Bu durumda 

 lim
𝑛→∞

𝒢
𝑛+1

(𝑝,𝑞,𝑟)
(𝒢

𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟))−1 = lim

𝑛→∞
(𝒢

𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟))−1𝒢

𝑛+1

(𝑝,𝑞,𝑟)
= 𝛼 (46) 

olur. 

İspat. 𝑐 = 0 eşitliği 𝑏 = 𝑎𝛽 olmasını gerektirdiğinden ve 𝛽 

irrasyonel olduğundan, 𝑎 ve 𝑏 ikisi birden sıfır olmayan tam sayılar 

iken 𝑐 ≠ 0 olur. (8) gösteriminden 𝐺𝑘 = 𝑐𝛼𝑘/(𝛼 − 𝛽) + 𝑂(𝛼−𝑘) 

yazılabildiğinden (19) normu için 𝑁(𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

) = 𝑐2𝛼2𝑛𝑁(𝛼̂)/5 +

𝑂(1) bulunur. Buna göre yeterince büyük 𝑛 için 𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

 tersinirdir 

ve (20) formülünden (𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

)−1 tersinin bileşenleri 𝑂(𝛼−𝑛) 

mertebesindedir. (45) eşitliğinden 
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 𝒢𝑛+1
(𝑝,𝑞,𝑟)

(𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

)−1 = 𝛼 + 𝑑𝛽𝑛𝛽̂(𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

)−1  

yazılabilir. 𝛽𝑛 = (−1)𝑛𝛼−𝑛 olduğundan sağ taraftaki ikinci terim 

𝑂(𝛼−2𝑛) mertebesindedir ve 𝑛 → ∞ iken sıfıra gider. Soldan çarpım 

için (𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

)−1𝒢𝑛+1
(𝑝,𝑞,𝑟)

= 𝛼 + 𝑑𝛽𝑛(𝒢𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)

)−1𝛽̂ eşitliği 

kullanılarak aynı sonuç elde edilir. □ 

Sonuç 4, ardışık Fibonacci sayılarının oranının altın orana 

yakınsaması sonucunun KG3PGK için değişmeli olmayan bir 

karşılığıdır. 𝑁(𝛼̂) ≠ 0 koşulu, 𝜃1, 𝜃2 ve 𝜃3 aynı işaretli olduğunda 

(örneğin Hamilton kuaterniyonlarında) kendiliğinden sağlanır. 

Özel Durumlar 

Önerilen yapı, daha önce incelenmiş çok sayıda kuaterniyon 

ailesini özel durum olarak kapsamaktadır. Tablo 1 bu indirgemelerin 

başlıcalarını göstermektedir. 

Tablo 1. Önerilen yapının başlıca özel durumları 

Koşullar Elde edilen dizi 

p=1, q=2, r=3 Gibonacci 3-parametreli 

genelleştirilmiş kuaterniyonları 

θ₁=θ₂=θ₃=1 Kısıtlanmamış Gibonacci Hamilton 

kuaterniyonları 

a=b=1 Kısıtlanmamış Fibonacci 3-

parametreli genelleştirilmiş 

kuaterniyonları 

a=1, b=3 Kısıtlanmamış Lucas 3-parametreli 

genelleştirilmiş kuaterniyonları 

a=b=1, (p,q,r)=(1,2,3) Fibonacci 3-parametreli 

genelleştirilmiş kuaterniyonları 

a=1, b=3, (p,q,r)=(1,2,3) Lucas 3-parametreli genelleştirilmiş 

kuaterniyonları 

θ₁=θ₂=θ₃=1, (p,q,r)=(1,2,3) Klasik ardışık Gibonacci 

kuaterniyonları 

Kaynak: Yazar tarafından oluşturulmuştur. 

Bu özel durumlar, Tanım 1’in yalnızca bir gösterim 

değişikliği olmadığını; dizi parametreleri (𝑎, 𝑏), kaydırma 
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parametreleri (𝑝, 𝑞, 𝑟) ve cebir parametreleri (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) bağımsız 

biçimde değiştirilebilen ortak bir parametre uzayı sunduğunu 

göstermektedir. 

Sonuç 

Bu çalışmada Gibonacci dizisinin keyfî başlangıç koşulları, 

kuaterniyon katsayılarındaki keyfî indeks kaydırmaları ve 3-

parametreli genelleştirilmiş kuaterniyon cebirinin üç cebirsel 

parametresi tek bir yapı içinde birleştirilerek kısıtlanmamış 

Gibonacci 3-parametreli genelleştirilmiş kuaterniyonları 

tanıtılmıştır. Bu yeni aile için Binet-benzeri formül, adi ve üstel 

üreteç fonksiyonları, eşlenik, norm ve ters eleman ifadeleri elde 

edilmiştir. Bunlara ek olarak indeks toplama, tek ve çift indisli 

toplam ve binom toplamı özdeşlikleri ile ardışık terimlerin oranına 

ilişkin bir limit sonucu verilmiştir. 

Yapının temel özelliklerinden biri, Lemma 1’de verilen 

aşağıdaki ayrışımdır: 

 𝛼̂𝛽̂ = 𝑈 + √5 𝑉,  𝛽̂𝛼̂ = 𝑈 − √5 𝑉  

Bu ayrışım cebirin simetrik ve değişmeli olmayan 

bileşenlerini birbirinden ayırmaktadır. Söz konusu ayrışım 

kullanılarak Vajda, Catalan, Cassini ve d’Ocagne özdeşlikleri 

kompakt biçimde elde edilmiştir. Ayrıca elde edilen 

 𝒢
𝑚
(𝑝,𝑞,𝑟)𝒢

𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟) − 𝒢

𝑛
(𝑝,𝑞,𝑟)𝒢

𝑚
(𝑝,𝑞,𝑟) = 2𝛥(−1)𝑚𝑉𝐹𝑛−𝑚  

komütatör özdeşliği, dizinin değişmeli olmama davranışının 𝑉 ile 

kontrol edildiğini, keyfî Gibonacci başlangıç değerlerinin etkisinin 

ise Δ = 𝑎2 + 𝑎𝑏 − 𝑏2 skalerinde toplandığını göstermektedir. Buna 

dayanarak, dejenere olmayan cebirlerde dizinin değişmeli olması 

için gerek ve yeter koşulun 𝑝 = 𝑞 = 𝑟 olduğu gösterilmiştir. 
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Önerilen aile, daha önce incelenen çeşitli kuaterniyon 

dizilerini özel durum olarak kapsamaktadır ve bu nedenle sonraki 

çalışmalar için birleştirici bir çerçeve sunmaktadır. Gelecekte matris 

gösterimleri, determinant ve karakteristik polinom formülleri, 

sonsuz seri özdeşlikleri, genel binom dönüşümleri, üreteç matrisleri, 

daha yüksek mertebeden yinelemeli dizilere dayalı genişletmeler ve 

yapının hibrit sayılar (Özdemir, 2018; Szynal-Liana & Włoch, 2019) 

gibi farklı sayı sistemlerine aktarılması incelenebilir. 
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AN AXIOMATIC REVIEW OF
KLEENE ALGEBRAS

ELİF ALTINAY ÖZASLAN1

Introduction

Kleene algebra provides an algebraic framework for reasoning about
systems in which actions may be combined by choice, sequential
composition, and finite iteration (Kozen, 1994). As Kozen (1994)
observed, instances of these algebraic structures appear across di-
verse domains of theoretical computer science, including relational
calculi (Ng, 1984; Ng & Tarski, 1977), language and automata the-
ory (Kuich, 1987; Kuich & Salomaa, 1986), algorithm design and
shortest-path formulations (Aho et al., 1975; Mehlhorn, 1984), and
formal program semantics (Kozen, 1981). Within regular expres-
sions, the primary operations naturally reflect set union, sequence
concatenation, and the Kleene star operator (Kozen, 1997/2012;
Kuich & Salomaa, 1986). In mobile robotics, paths through a map
can similarly be represented by concatenating finite motion primi-
tives and choosing among alternative feasible motions (Özaslan &
Özaslan, 2026). The ordering and repeated execution of tasks in an
automation system provide another example in which the expressive
power of Kleene algebra can be utilized.
1Öğr. Gör. Dr., Kastamonu University, Faculty of Science, Department of Mathe-
matics, ORCID: 0000-0001-9560-1973

BÖLÜM 3
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The significance of Kleene algebra becomes evident from the
diversity of its application areas: many properties shared by these ap-
parently different structures can be derived from a small collection
of algebraic axioms. Rather than proving the same result separately
for languages, relations, graphs, or other concrete models, one can
reason abstractly with the operations +, ⋅, and ∗. Any identity or in-
equality established from the Kleene algebra axioms then holds in
every model satisfying those axioms. This axiomatic viewpoint, fol-
lowing Kozen (1994), is the main perspective adopted in this chapter.

This chapter offers a self-contained survey of the axiomatic
basis of Kleene algebras and investigates their core algebraic charac-
teristics. We begin with the basic notions required for the discussion,
including binary relations and reflexive transitive closure, binary op-
erations, monoids, semirings, idempotent semirings, and the canoni-
cal order induced by idempotent addition. We also recall alphabets,
strings, and concatenation in preparation for the language model of
Kleene algebra (Kozen, 1997/2012; Kuich & Salomaa, 1986).

Building upon these structures, we examine Kleene algebras
within the axiomatic framework formulated by Kozen (1994). We re-
view basic properties of the star operation, including its monotonicity
and its characterization as the least reflexive and transitive element
containing a given element. We also present several useful algebraic
identities, including the denesting and shifting rules, and conclude
by showing that the star operation yields the least solution of linear
equations of the form 𝑏 + 𝑎𝑋 = 𝑋, a fact closely related to classical
path algorithms on graphs (Aho et al., 1975; Mehlhorn, 1984).

Preliminaries

This section establishes the preliminary terminology, definitions, and
elementary facts required throughout our discussion.
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Binary relations

Given a set 𝑋, a binary relation 𝑅 over 𝑋 is defined as any collection
of ordered pairs formed from 𝑋, i.e., an arbitrary subset 𝑅 ⊆ 𝑋 × 𝑋:

𝑅 ⊆ 𝑋 × 𝑋 = {(𝑥, 𝑦) ∣ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋}.
The relation 𝑅 is reflexive whenever (𝑥, 𝑥) ∈ 𝑅 holds for every el-
ement 𝑥 ∈ 𝑋, and transitive whenever (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 together with
(𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅 guarantees (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑅. Designating the diagonal (identity)
relation by

1 = {(𝑥, 𝑥) ∣ 𝑥 ∈ 𝑋},
reflexivity is simply the condition 1 ⊆ 𝑅. As developed later, this
relational perspective extends directly to arbitrary Kleene algebras.
Composition of two binary relations 𝑅 and 𝑅′ yields a new relation
specified by:

𝑅 ∘ 𝑅′ = {(𝑥, 𝑧)|∃𝑦 ∈ 𝑋 such that (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 and (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅′}
A relation 𝑅 is transitive if 𝑅 ∘ 𝑅 ⊆ 𝑅.

The reflexive transitive closure of 𝑅, denoted 𝑅′, is character-
ized as the minimal relation satisfying 1 ⊆ 𝑅′, 𝑅 ⊆ 𝑅′, and closed
under composition (𝑅′ ∘ 𝑅′ ⊆ 𝑅′). Relation algebras equipped with
a transitive-closure operation were studied by Ng and Tarski (1984;
1977). Their setting is closely related to Kleene algebra, but their
completeness result relies on the presence of a converse operator and
therefore concerns a proper subclass of Kleene algebras in the sense
of Kozen (1994).

We refer to a binary relation≤ on𝑋 as a partial order provided
it fulfills three properties:

• reflexivity: 𝑥 ≤ 𝑥 for each 𝑥 ∈ 𝑋;
• antisymmetry: 𝑥 ≤ 𝑦 and 𝑦 ≤ 𝑥 jointly imply 𝑥 = 𝑦;
• transitivity: 𝑥 ≤ 𝑦 together with 𝑦 ≤ 𝑧 ensures 𝑥 ≤ 𝑧.

--48--



Binary operations and basic properties

Suppose that 𝑋 is a non-empty set. A binary operation ∘ on 𝑋 assigns
to each pair (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋 a unique image 𝑥 ∘ 𝑦 ∈ 𝑋,

∘ ∶ 𝑋 × 𝑋 → 𝑋,
written (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥 ∘ 𝑦.

Such an operation is associative whenever

(𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧 = 𝑥 ∘ (𝑦 ∘ 𝑧)
for all 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋.

It is commutative if

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑦 ∘ 𝑥
for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

A designated element 𝑒 ∈ 𝑋 acts as a two-sided identity ele-
ment for ∘ if

𝑒 ∘ 𝑥 = 𝑥 ∘ 𝑒 = 𝑥
for all 𝑥 ∈ 𝑋.

An element 𝑥 ∈ 𝑋 is called idempotent with respect to ∘ if
𝑥 ∘ 𝑥 = 𝑥.

Monoids and semirings

A structure (𝑆, ∘) forms amonoid if the operation ∘ is associative and
admits an identity element.

Expanding this concept, a semiring consists of an algebraic
structure (𝑆, +, ⋅, 0, 1) where (𝑆, +, 0) constitutes an abelian monoid
and (𝑆, ⋅, 1) forms a monoid, tied together by two structural laws:

• two-sided annihilation by the additive identity element 0:
0 ⋅ 𝑎 = 𝑎 ⋅ 0 = 0
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• two-sided distributivity of multiplication over addition: for
all 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆,

𝑎 ⋅ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ⋅ 𝑏 + 𝑎 ⋅ 𝑐, (𝑎 + 𝑏) ⋅ 𝑐 = 𝑎 ⋅ 𝑐 + 𝑏 ⋅ 𝑐

When the additive operation is idempotent, the structure is
called an idempotent semiring:

𝑎 + 𝑎 = 𝑎
for all 𝑎 ∈ 𝑆.

Multiplication 𝑎 ⋅ 𝑏 is abbreviated by juxtaposition 𝑎𝑏.

Canonical order on idempotent semirings

Every idempotent semiring (𝑆, +, ⋅, 0, 1) naturally carries a partial or-
der ≤ induced by its additive structure, specified by

𝑎 ≤ 𝑏 ⟺ 𝑎 + 𝑏 = 𝑏

Proposition 1. The relation ≤ defines a partial order on 𝑆.

Proof. Reflexivity: For any 𝑎 ∈ 𝑆, idempotence of + gives 𝑎+𝑎 = 𝑎,
hence 𝑎 ≤ 𝑎.

Antisymmetry: Suppose 𝑎 ≤ 𝑏 and 𝑏 ≤ 𝑎. Then 𝑎 + 𝑏 = 𝑏
and 𝑏 + 𝑎 = 𝑎. By commutativity of +,

𝑎 = 𝑏 + 𝑎 = 𝑎 + 𝑏 = 𝑏,
so 𝑎 = 𝑏.

Transitivity: Suppose 𝑎 ≤ 𝑏 and 𝑏 ≤ 𝑐. Then 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 and
𝑏 + 𝑐 = 𝑐. Using associativity of +,

𝑎 + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑏 + 𝑐 = 𝑐,
so 𝑎 ≤ 𝑐.

Proposition 2. Suppose (𝑆, +, ⋅, 0, 1) is an idempotent semiring with
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canonical order ≤. For all 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆,
𝑎 ≤ 𝑏 ⟺ ∃ 𝑥 ∈ 𝑆 such that 𝑎 + 𝑥 = 𝑏.

Proof. If 𝑎 + 𝑥 = 𝑏 for some 𝑥 ∈ 𝑆, then
𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + (𝑎 + 𝑥) = (𝑎 + 𝑎) + 𝑥 = 𝑎 + 𝑥 = 𝑏

using associativity and idempotence of +. Conversely, if 𝑎 + 𝑏 = 𝑏
then taking 𝑥 = 𝑏 yields 𝑎 + 𝑥 = 𝑏.

The canonical order is compatible with + and ⋅ in the follow-
ing sense:

Proposition 3. Suppose (𝑆, +, ⋅, 0, 1) is an idempotent semiring with
canonical order ≤. Then, for all 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆:

(i) If 𝑎 ≤ 𝑏 then 𝑎 + 𝑐 ≤ 𝑏 + 𝑐 and 𝑐 + 𝑎 ≤ 𝑐 + 𝑏.
(ii) If 𝑎 ≤ 𝑏 then 𝑎𝑐 ≤ 𝑏𝑐 and 𝑐𝑎 ≤ 𝑐𝑏.
(iii) If 𝑎 ≤ 𝑏 and 𝑐 ≤ 𝑑 then 𝑎𝑐 ≤ 𝑏𝑑.

Proof. Suppose 𝑎 ≤ 𝑏.
(i)

𝑎 + 𝑏 = 𝑏
(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑏 + 𝑐

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 + 𝑐 = 𝑏 + 𝑐
(𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑐) = 𝑏 + 𝑐

𝑎 + 𝑐 ≤ 𝑏 + 𝑐.

(ii)
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𝑎 + 𝑏 = 𝑏
(𝑎 + 𝑏)𝑐 = 𝑏𝑐
𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 = 𝑏𝑐

𝑎𝑐 ≤ 𝑏𝑐.

(iii) If 𝑎 ≤ 𝑏 and 𝑐 ≤ 𝑑 then 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 and 𝑐 + 𝑑 = 𝑑.
𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 = 𝑎𝑐 + 𝑏(𝑐 + 𝑑)

= 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 + 𝑏𝑑
= (𝑎 + 𝑏)𝑐 + 𝑏𝑑
= 𝑏𝑐 + 𝑏𝑑
= 𝑏(𝑐 + 𝑑) = 𝑏𝑑.

Proposition 4. Suppose (𝑆, +, ⋅, 0, 1) is an idempotent semiring with
canonical order ≤. The element 𝑎 + 𝑏 serves as the supremum (least
upper bound) of 𝑎 and 𝑏 relative to ≤.

Proof. We first verify that 𝑎 + 𝑏 bounds both elements from above.
Indeed,

𝑎 + (𝑎 + 𝑏) = (𝑎 + 𝑎) + 𝑏 = 𝑎 + 𝑏,
which implies 𝑎 ≤ 𝑎 + 𝑏. In like manner,

𝑏 + (𝑎 + 𝑏) = (𝑏 + 𝑎) + 𝑏 = 𝑎 + 𝑏
via commutativity and idempotence of +, so 𝑏 ≤ 𝑎 + 𝑏.

Next, consider any upper bound 𝑐 ∈ 𝑆 satisfying 𝑎 ≤ 𝑐 and
𝑏 ≤ 𝑐, which signifies that 𝑎 + 𝑐 = 𝑐 and 𝑏 + 𝑐 = 𝑐. By associativity,

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 + 𝑐 = 𝑐
demonstrating 𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑐. We conclude that 𝑎 + 𝑏 is the least upper
bound of 𝑎 and 𝑏.
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Lemma 5. Suppose (𝑆, +, ⋅, 0, 1) is an idempotent semiring with
canonical order ≤. For any elements 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆, if 𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑐 then
𝑎 ≤ 𝑐 and 𝑏 ≤ 𝑐.

Proof. Since 𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑐, we know (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑐.
𝑎 + 𝑐 = 𝑎 + (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑎) + (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑐.

Thus, 𝑎 ≤ 𝑐. Similarly, 𝑏 ≤ 𝑐.

Alphabets, strings, and concatenation

We briefly recall standard notions from automata and formal lan-
guage theory; see Kozen (1997/2012) and Kuich and Salomaa (1986)
for detailed treatments.

Let Σ denote an alphabet, that is, a finite collection of primi-
tive symbols (letters), typically written 𝑎, 𝑏, 𝑐, … . For instance, Σ =
{𝑎, 𝑏} forms a binary alphabet.

A word (or string) over Σ is a finite sequence of symbols
drawn from Σ, denoted 𝑥, 𝑦, 𝑧, … .

The sequence containing no symbols is the null string 𝜖, hav-
ing length zero by convention.

The collection of all finite words over Σ, including 𝜖, is de-
noted by the Kleene closure Σ∗. For example, if Σ = {𝑎, 𝑏}, then

Σ∗ = {𝜖, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑎, 𝑎𝑏, 𝑏𝑎, 𝑏𝑏, 𝑎𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑏, … }.
By standard convention, ∅∗ = {𝜖}.

The basic operation on strings is concatenation. Given strings
𝑥 and 𝑦, their concatenation is the string 𝑥𝑦 obtained by appending 𝑦
to the end of 𝑥. Concatenation is associative:

(𝑥𝑦)𝑧 = 𝑥(𝑦𝑧)
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for all strings 𝑥, 𝑦, 𝑧, and the empty string 𝜖 is an identity element:

𝜖𝑥 = 𝑥𝜖 = 𝑥
for all strings 𝑥. Thus, (Σ∗, ⋅, 𝜖) is a monoid, where ⋅ denotes con-
catenation.

Lifting this concatenation to languages (subsets 𝐴, 𝐵 ⊆ Σ∗),
the product language is defined elementwise:

𝐴𝐵 = { 𝑥𝑦 ∣ 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵 }.
This operation extends word concatenation to subsets of Σ∗ and
serves as multiplication in the language-theoretic model of Kleene
algebra.

Kleene Algebras

In the previous section we introduced idempotent semirings and the
canonical order on them. We now add a unary star operation to this
algebraic structure and define Kleene algebras axiomatically. The
literature contains several inequivalent definitions of Kleene alge-
bra (Kozen, 1981; Kuich & Salomaa, 1986); throughout this chapter
we follow the equational and Horn axiomatization of Kozen (1994).

Definition 6. AKleene algebra is an algebraic structure (𝒦, +, ⋅, ∗, 0, 1)
where𝒦 is a set containing 0 and 1, equipped with binary operations
+, ⋅, and a unary operation ∗, satisfying the following axioms:

Associativity of +: 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 (1)

Commutativity of +: 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 (2)
Identity element for +: 𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎 (3)

Associativity of ⋅: 𝑎(𝑏𝑐) = (𝑎𝑏)𝑐 (4)
Identity element for ⋅: 𝑎1 = 1𝑎 = 𝑎 (5)
Annihilator for ⋅: 𝑎0 = 0𝑎 = 0 (6)

Left distributivity of ⋅ over +: 𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 (7)
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Right distributivity of ⋅ over +: (𝑎 + 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 (8)
Idempotence of +: 𝑎 + 𝑎 = 𝑎 (9)

1 + 𝑎𝑎∗ = 𝑎∗ (10)
1 + 𝑎∗𝑎 = 𝑎∗ (11)

𝑏 + 𝑎𝑥 ≤ 𝑥 ⇒ 𝑎∗𝑏 ≤ 𝑥 (12)
𝑏 + 𝑥𝑎 ≤ 𝑥 ⇒ 𝑏𝑎∗ ≤ 𝑥 (13)

Here, the order ≤ is defined by

𝑎 ≤ 𝑏 ⟺ 𝑎 + 𝑏 = 𝑏. (14)

Axioms (1)–(9) characterize (𝒦, +, ⋅, 0, 1) as an idempotent
semiring, while the remaining axioms (10)–(13) govern the behavior
of the iteration operator ∗. Consequently, a Kleene algebra is pre-
cisely an idempotent semiring augmented with a star operator subject
to (10)–(13). We will refer to the axioms (12) and (13) as the Horn
axioms.

The Horn axioms are induction principles: they assert that
𝑎∗𝑏 (respectively 𝑏𝑎∗) is the least prefixpoint of the monotone map
𝑥 ↦ 𝑏+𝑎𝑥 (respectively 𝑥 ↦ 𝑏+𝑥𝑎). In the theory of programs and dy-
namic algebras one also encounters a stronger infinitary ∗-continuity
condition, asserting that star is the supremum of its finite approxi-
mants; the relationship between induction and ∗-continuity was ana-
lyzed by Kozen (1981). The axiomatization used here is finitary and
does not assume ∗-continuity (Kozen, 1994).

Moreover, due to the Proposition (1), ≤ is a partial order.
More explicitly, it satisfies the properties of reflexivity (𝑎 ≤ 𝑎),
antisymmetry (𝑎 ≤ 𝑏 and 𝑏 ≤ 𝑎 ⇒ 𝑎 = 𝑏), and transitivity
(𝑎 ≤ 𝑏 and 𝑏 ≤ 𝑐 ⇒ 𝑎 ≤ 𝑐).

We now consider two standard models of Kleene algebra.
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Example 7 (Kleene algebra of all subsets of Σ∗). Fix a finite al-
phabet Σ and consider the power set 𝒫(Σ∗). This is the standard
language-theoretic model of Kleene algebra, often called the algebra
of regular events when restricted to regular sets (Kozen, 1994, 1997/
2012; Kuich & Salomaa, 1986).

We define the operations as follows. For 𝐴, 𝐵 ⊆ Σ∗,

• addition (join) is set-theoretic union:

𝐴 + 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵,

• multiplication is set concatenation (as defined above):

𝐴𝐵 = { 𝑥𝑦 ∣ 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵 },

• the additive zero is the empty set:

0 = ∅,

• the multiplicative unit is the singleton containing the empty
string:

1 = {𝜖}.

For 𝐴 ⊆ Σ∗, we define

𝐴0 = {𝜖}, 𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛𝐴 for 𝑛 ≥ 0,
and

𝐴∗ = ⋃
𝑛≥0

𝐴𝑛.

Equivalently, 𝐴∗ is the least subset 𝑋 ⊆ Σ∗ such that

{𝜖} ⊆ 𝑋 and 𝑋𝐴 ⊆ 𝑋.
With these operations, (𝒫(Σ∗), +, ⋅, ∗, 0, 1) is a Kleene algebra.

Example 8. (Kleene algebra of binary relations) For arbitrary
set 𝑋, the family of all binary relations on 𝑋 provides another
foundational model of Kleene algebra under union, relation compo-
sition, and reflexive transitive closure (Kozen, 1994); the relational
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setting with transitive closure was studied extensively by Ng and
Tarski (1984; 1977). We define the operations as follows. For any
relation 𝑅, 𝑅′ defined on 𝑋,

• addition (join) is set-theoretic union:

𝑅 + 𝑅′ = 𝑅 ∪ 𝑅′

• multiplication is the relational composition:

𝑅 ∘ 𝑅′ = {(𝑥, 𝑧)|∃𝑦 ∈ 𝑋 such that (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 and (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅′}

• the additive zero is the empty relation:

0 = ∅,

• the multiplicative unit is the identity relation:

1 = {(𝑥, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋}.

For any relation 𝑅 defined on 𝑋, we define
𝑅0 = {(𝑥, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋}, 𝑅𝑛+1 = 𝑅𝑛 ∘ 𝑅 for 𝑛 ≥ 0,

and
𝑅∗ = ⋃

𝑛≥0
𝑅𝑛.

With these operations, the family of all binary relations on 𝑋 is a
Kleene algebra.

By construction, 𝑅∗ is the reflexive transitive closure of 𝑅,
that is, the least reflexive and transitive relation containing 𝑅.

Algebraic Properties of Kleene Algebra

In this section, we present the basic algebraic properties of Kleene
algebras.

Proposition 9. In any Kleene algebra, all operators are monotone
with respect to the order ≤.
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Proof. Due to the Proposition (3) we know the monotonicity of the
operators + and ⋅. It remains to show that the ∗ operator is monotone
with respect to the order ≤. More explicitly, we want to show that if
𝑎 ≤ 𝑏 then 𝑎∗ ≤ 𝑏∗.

Suppose 𝑎 ≤ 𝑏. Then,
𝑎𝑏∗ ≤ 𝑏𝑏∗ monotonicity of ⋅

1 + 𝑎𝑏∗ ≤ 1 + 𝑏𝑏∗ monotonicity of+
1 + 𝑎𝑏∗ ≤ 𝑏∗ axiom(10)

Due to the Axiom (12), last inequality implies that 𝑎∗ ≤ 𝑏∗.

Proposition 10. The Horn axioms (12) and (13) are equivalent to

𝑎𝑥 ≤ 𝑥 ⇒ 𝑎∗𝑥 ≤ 𝑥 (15)
𝑥𝑎 ≤ 𝑥 ⇒ 𝑥𝑎∗ ≤ 𝑥 (16)

Proof. We first prove that the Horn axiom (12) implies the axiom
(15). Suppose that 𝑎𝑥 ≤ 𝑥. Then,

𝑥 + 𝑎𝑥 ≤ 𝑥 + 𝑥 = 𝑥.
The Horn axiom (12) implies that 𝑎∗𝑥 ≤ 𝑥.

Conversely, we wish to prove that the axiom (15) implies the
Horn axiom (12). Suppose 𝑏 + 𝑎𝑥 ≤ 𝑥. We need to show 𝑎∗𝑏 ≤ 𝑥.
Since 𝑏 + 𝑎𝑥 ≤ 𝑥, by Lemma (5), we get 𝑏 ≤ 𝑥, and 𝑎𝑥 ≤ 𝑥 . Due to
the axiom (15), 𝑎∗𝑥 ≤ 𝑥.

Thus, by monotonicity of ⋅, 𝑎∗𝑏 ≤ 𝑎∗𝑥 ≤ 𝑥.

Proposition 11. Suppose 𝒦 is a Kleene algebra. For any 𝑎 ∈ 𝒦,
the following inequalities hold:

(i) 𝑎∗ = 𝑎∗ + 1
(ii) 1 ≤ 𝑎∗
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(iii) 𝑎𝑎∗ ≤ 𝑎∗, and 𝑎∗𝑎 ≤ 𝑎∗,

(iv) 𝑎 ≤ 𝑎∗

(v) 𝑎∗𝑎∗ ≤ 𝑎∗

Proof. For part (i), due to axiom (10),

𝑎∗ = 𝑎𝑎∗ + 1 = 𝑎𝑎∗ + (1 + 1) = (𝑎𝑎∗ + 1) + 1 = 𝑎∗ + 1.

Part (ii) follows immediately from (i).

For part (iii),

𝑎𝑎∗ + 𝑎∗ = 𝑎𝑎∗ + 1 + 𝑎𝑎∗

= 1 + 𝑎𝑎∗ (by idempotence of +)
= 𝑎∗ (by axiom (10)

Thus, 𝑎𝑎∗ ≤ 𝑎∗.

For part (iv), we multiply the inequality 1 ≤ 𝑎∗ on the left by
𝑎 to get

𝑎 ≤ 𝑎𝑎∗. (17)
By using (iii), we get

𝑎 ≤ 𝑎𝑎∗ ≤ 𝑎∗. (18)
By transitivity of the relation ≤, we get 𝑎 ≤ 𝑎∗.

For part (v), recall 𝑎𝑎∗ ≤ 𝑎∗ from (iii). Due to the implication
(15), we get

𝑎∗𝑎∗ ≤ 𝑎∗ (19)

Definition 12. Suppose 𝒦 is a Kleene algebra. An element 𝑥 ∈ 𝒦
is said to be reflexive if 1 ≤ 𝑥; and transitive if 𝑥𝑥 ≤ 𝑥.

We say that 𝑥 contains 𝑎 if 𝑎 ≤ 𝑥.
Proposition 13. Suppose 𝒦 is a Kleene algebra. For any 𝑎 ∈ 𝒦,
𝑎∗ is the least reflexive, transitive element containing 𝑎.
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Proof. Due to Proposition (11), 𝑎∗ is a reflexive and transitive ele-
ment containing 𝑎. Now, suppose that 𝑥 is any element of 𝒦 such
that 1 ≤ 𝑥, 𝑥𝑥 ≤ 𝑥, and 𝑎 ≤ 𝑥. We wish to show that 𝑎∗ ≤ 𝑥.

𝑎 ≤ 𝑥
𝑎𝑥 ≤ 𝑥𝑥 (by monotonicity of ⋅)

1 + 𝑎𝑥 ≤ 1 + 𝑥𝑥 (by monotonicity of +)
1 + 𝑎𝑥 ≤ 𝑥 + 𝑥 (since 𝑥 is reflexive and transitive)
1 + 𝑎𝑥 ≤ 𝑥 (by idempotence of +)

Due to Horn axiom (12), 𝑎∗ ≤ 𝑥. Thus 𝑎∗ is the least reflexive, tran-
sitive element containing 𝑎.

Remark 14. The reflexive transitive closure of a relation, as defined
in the preliminaries, coincides with this definition. In the special case
of relation algebras, Ng and Tarski obtained completeness results for
transitive closure in the presence of converse (1984; 1977); Kozen’s
axiomatization applies uniformly without requiring converse (Kozen,
1994).

Proposition 15. In any Kleene algebra, the following equalities
hold:

(i) 𝑎∗𝑎∗ = 𝑎∗

(ii) 𝑎∗𝑎 = 𝑎𝑎∗

(iii) 𝑎∗∗ = 𝑎∗

(iv) 𝑎∗ = (𝑎𝑎)∗ + 𝑎(𝑎𝑎)∗

Proof. We prove these equalities by showing the inequality in both
directions.

For part (i), we recall the inequality 𝑎∗𝑎∗ ≤ 𝑎∗ from Proposi-
tion (11)-(v). For the reverse inequality,

𝑎∗𝑎∗ = 𝑎∗(1 + 𝑎𝑎∗) = 𝑎∗ + 𝑎∗(𝑎𝑎∗) ≥ 𝑎∗ (20)
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(20) implies 𝑎∗𝑎∗ = 𝑎∗.

For part (ii), we use axiom (10):

1 + 𝑎𝑎∗ ≤ 𝑎∗

𝑎(1 + 𝑎𝑎∗) ≤ 𝑎𝑎∗

𝑎 + 𝑎(𝑎𝑎∗) ≤ 𝑎𝑎∗

Due to the (12), 𝑎∗𝑎 ≤ 𝑎𝑎∗.

Conversely, we use axiom (11):

1 + 𝑎∗𝑎 ≤ 𝑎∗

(1 + 𝑎∗𝑎)𝑎 ≤ 𝑎∗𝑎
𝑎 + (𝑎∗𝑎)𝑎 ≤ 𝑎∗𝑎

Due to the (13), 𝑎𝑎∗ ≤ 𝑎∗𝑎. Both inequalities imply 𝑎∗𝑎 = 𝑎𝑎∗.

For (iii), we first use the monotonicity of operator ∗:
𝑎 ≤ 𝑎∗

𝑎∗ ≤ (𝑎∗)∗ = 𝑎∗∗.
For the reverse inequality, we use (i) and Proposition (11)-(i):

1 + 𝑎∗𝑎∗ = 1 + 𝑎∗ = 𝑎∗. (21)

Thus, 1 + 𝑎∗𝑎∗ ≤ 𝑎∗. Axiom (12) implies, (𝑎∗)∗ ≤ 𝑎∗.

For property (iv), we start by proving that

(𝑎𝑎)∗ + 𝑎(𝑎𝑎)∗ ≤ 𝑎∗. (22)

We can obtain it from the following

𝑎 ≤ 𝑎∗ (23)
𝑎𝑎 ≤ 𝑎𝑎∗ ≤ 𝑎∗ (24)

(𝑎𝑎)∗ ≤ 𝑎∗∗ = 𝑎∗ (25)
𝑎(𝑎𝑎)∗ ≤ 𝑎𝑎∗ (26)
𝑎(𝑎𝑎)∗ ≤ 𝑎∗ (since 𝑎𝑎∗ ≤ 𝑎∗) (27)

(25), (27) and idempotency of +, imply the desired inequality.
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Conversely, to prove

𝑎∗ ≤ (𝑎𝑎)∗ + 𝑎(𝑎𝑎)∗, (28)

by applying the axiom (12), it suffices to show

1 + 𝑎((𝑎𝑎)∗ + 𝑎(𝑎𝑎)∗) ≤ (𝑎𝑎)∗ + 𝑎(𝑎𝑎)∗. (29)

We obtain it by

1 + 𝑎((𝑎𝑎)∗ + 𝑎(𝑎𝑎)∗) = 1 + 𝑎(𝑎𝑎)∗ + 𝑎𝑎(𝑎𝑎)∗ (30)
≤ 1 + 𝑎(𝑎𝑎)∗ + (𝑎𝑎)∗ (31)
≤ 𝑎(𝑎𝑎)∗ + (𝑎𝑎)∗ (32)

since 1 ≤ (𝑎𝑎)∗

Proposition 16. Suppose 𝒦 is a Kleene algebra. For any 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈
𝒦, if 𝑎𝑏 = 𝑏𝑐 then 𝑎∗𝑏 = 𝑏𝑐∗.

Proof. We show each inequality and then use antisymmetry of ≤ to
conclude equality.

We start by proving that 𝑎∗𝑏 ≤ 𝑏𝑐∗. By Horn axiom (12), it is
sufficient to show

𝑏 + 𝑎(𝑏𝑐∗) ≤ 𝑏𝑐∗. (33)
𝑎𝑏 = 𝑏𝑐 implies 𝑎𝑏 ≤ 𝑏𝑐. Moreover, we have

𝑐 ≤ 𝑐∗

𝑏𝑐 ≤ 𝑏𝑐∗

by monotonicity of ≤. Thus, we get 𝑎𝑏 ≤ 𝑏𝑐 ≤ 𝑏𝑐∗. Then, by asso-
ciativity of ⋅, monotonicity of ≤, and

𝑎𝑏 ≤ 𝑏𝑐∗ (34)
(𝑎𝑏)𝑐∗ ≤ (𝑏𝑐∗)𝑐∗ (35)
𝑎(𝑏𝑐∗) ≤ 𝑏(𝑐∗𝑐∗) (36)
𝑎(𝑏𝑐∗) ≤ 𝑏𝑐∗ (since 𝑐∗𝑐∗ = 𝑐∗) (37)

1 ≤ 𝑐∗ implies 𝑏 ≤ 𝑏𝑐∗. Hence, by using monotonicity of ≤,
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and idempotence of +, we obtain
𝑏 + 𝑎(𝑏𝑐∗) ≤ 𝑏𝑐∗ + 𝑏𝑐∗ = 𝑏𝑐∗.

For the reverse inequality, (13), it suffices to show

𝑏 + (𝑎∗𝑏)𝑐 ≤ 𝑎∗𝑏. (38)

𝑎𝑏 = 𝑏𝑐 implies 𝑏𝑐 ≤ 𝑎𝑏. We then use similar arguments:

𝑎∗(𝑏𝑐) ≤ 𝑎∗(𝑎𝑏) (39)
(𝑎∗𝑏)𝑐 ≤ (𝑎∗𝑎)𝑏 ≤ 𝑎∗𝑏 (since 𝑎∗𝑎 ≤ 𝑎∗) (40)

1 ≤ 𝑎∗ implies 𝑏 ≤ 𝑎∗𝑏. Hence, we get the desired inequality
𝑏 + (𝑎∗𝑏)𝑐 ≤ 𝑎∗𝑏 + 𝑎∗𝑏 = 𝑎∗𝑏.

Proposition 17. (Denesting Rule) Suppose 𝒦 is a Kleene algebra.
For any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒦,

(𝑎 + 𝑏)∗ = (𝑎∗𝑏)∗𝑎∗ (41)

Proof. We show each inequality and then use antisymmetry of ≤ to
conclude equality.

First, we want to prove the inequality

(𝑎∗𝑏)∗𝑎∗ ≤ (𝑎 + 𝑏)∗. (42)

Since 𝑎 ≤ 𝑎 + 𝑏, by monotonicity of ∗,
𝑎∗ ≤ (𝑎 + 𝑏)∗. (43)

It is easy to see that

𝑏 ≤ 𝑎 + 𝑏 ≤ (𝑎 + 𝑏)∗. (44)

Using (43), and (44) and the monotonicity of the ∗ operation,
we get

𝑎∗𝑏 ≤ (𝑎 + 𝑏)∗(𝑎 + 𝑏)∗ = (𝑎 + 𝑏)∗. (45)
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By applying the operator ∗ to the inequality above, we derive

(𝑎∗𝑏)∗ ≤ (𝑎 + 𝑏)∗∗ = (𝑎 + 𝑏)∗. (46)

Thus, by using (43) and (46), andmonotonicity of ⋅, we obtain
the desired inequality (42).

For the reverse inequality, due to the Horn axiom (13), it suf-
fices to show

1 + (𝑎∗𝑏)∗𝑎∗(𝑎 + 𝑏) ≤ (𝑎∗𝑏)∗𝑎∗ (47)

Due to Proposition (11)-(ii) and (iii), we can write the follow-
ing inequalities:

1 ≤ (𝑎∗𝑏)∗𝑎∗, (48)
and

(𝑎∗𝑏)∗𝑎∗𝑎 ≤ (𝑎∗𝑏)∗𝑎∗. (49)

We see that

(𝑎∗𝑏)∗𝑎∗𝑏 ≤ (𝑎∗𝑏)∗ (because 𝑐∗𝑐 ≤ 𝑐∗ for any 𝑐 ∈ 𝒦) (50)

Since 1 ≤ 𝑎∗, by the monotonicity of ⋅, (50) implies

(𝑎∗𝑏)∗𝑎∗𝑏 ≤ (𝑎∗𝑏)∗𝑎∗ (51)

We conclude the inequality (47) from (48), (49) and (51).

Proposition 18. (Shifting Rule) Suppose𝒦 is a Kleene algebra. For
any 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒦,

𝑎(𝑏𝑎)∗ = (𝑎𝑏)∗𝑎 (52)

Proof. We show each inequality and then use antisymmetry of ≤ to
conclude equality.

We start by proving that

𝑎(𝑏𝑎)∗ ≤ (𝑎𝑏)∗𝑎. (53)

By the Horn axiom (13), it is sufficient to show

𝑎 + (𝑎𝑏)∗𝑎(𝑏𝑎) ≤ (𝑎𝑏)∗𝑎. (54)
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We can do it as follows:

1 ≤ (𝑎𝑏)∗ (55)
𝑎 ≤ (𝑎𝑏)∗𝑎 (by monotonicity of ⋅) (56)

We also have

(𝑎𝑏)∗𝑎(𝑏𝑎) = (𝑎𝑏)∗(𝑎𝑏)𝑎 ≤ (𝑎𝑏)∗𝑎, (57)

by the Proposition (11)-(iii).

By monotonicity and the idempotency of +, (56) and (57) to-
gether imply the desired inequality (54).

For the reverse, we similarly use the Horn axiom (12). It suf-
fices to prove

𝑎 + (𝑎𝑏)𝑎(𝑏𝑎)∗ ≤ 𝑎(𝑏𝑎)∗. (58)

From the arguments above, we get

𝑎 ≤ 𝑎(𝑏𝑎)∗, (59)

and
(𝑎𝑏)𝑎(𝑏𝑎)∗ = 𝑎(𝑏𝑎)(𝑏𝑎)∗ ≤ 𝑎(𝑏𝑎)∗. (60)

(59) and (60) imply the inequality (58).

Proposition 19. For the linear equation

𝑏 + 𝑎𝑋 = 𝑋 (61)

defined on any Kleene algebra, where 𝑋 is a variable, 𝑎∗𝑏 is the
unique least solution with respect to the canonical (natural) order.

Proof. We first check that 𝑎∗𝑏 is a solution, then show it is the least
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one with respect to ≤.
1 + 𝑎𝑎∗ = 𝑎∗

(1 + 𝑎𝑎∗)𝑏 = 𝑎∗𝑏
𝑏 + (𝑎𝑎∗)𝑏 = 𝑎∗𝑏 distributivity of ⋅ over +
𝑏 + 𝑎(𝑎∗𝑏) = 𝑎∗𝑏 associativity of ⋅
𝑎(𝑎∗𝑏) + 𝑏 = 𝑎∗𝑏.

Assume that 𝑧 ∈ 𝒦 is another solution to (61). Thus, 𝑎𝑧+𝑏 =
𝑧. We wish to show that 𝑎∗𝑏 ≤ 𝑧. Since 𝑧 = (𝑎𝑧 + 𝑏) + 𝑧, 𝑎𝑧 + 𝑏 ≤ 𝑧.
Due to (12), 𝑎∗𝑏 ≤ 𝑧.

Conclusion

In this chapter, we have given an axiomatic overview of Kleene alge-
bras and derived several algebraic properties directly from the finitary
axiomatization of Kozen (1994). These properties underwrite appli-
cations ranging from regular languages and automata (Kozen, 1997/
2012; Kuich, 1987; Kuich& Salomaa, 1986), through relational mod-
els (Ng, 1984; Ng & Tarski, 1977), to path problems in algorithm
design (Aho et al., 1975; Iwano & Steiglitz, 1990; Mehlhorn, 1984)
and the semantics of programs (Kozen, 1981).
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