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ONSOZ

Matematik, soyut yapilar1 anlamaya ve bu yapilar arasindaki
iligkileri ortaya koymaya c¢alisan temel bilim dallarindan biridir.
Ozellikle cebir ve sayilar teorisi, hem matematigin kuramsal
gelisiminde hem de diger bilim alanlariyla kurdugu etkilesimlerde
Oonemli bir yere sahiptir. Cebir ve Sayilar Teorisinde Giincel
Arastirmalar adli bu kitap, s6z konusu alanlarda gergeklestirilen
giincel caligmalar1 bir araya sunmaktadir. Kitapta, Ramanujan—
Nagell denkleminin tarihsel gelisimi ve modern Diofant analizindeki
yeri ele alinmakta; genellestirilmis Gibonacci kuaterniyonlar
iizerinden Ozel say: dizileri ile cebirsel yapilar arasindaki iligkiler
incelenmekte ve Kleene cebirlerinin aksiyomatik temelleri
degerlendirilmektedir. Kitabin hazirlanmasina katki saglayan tiim
boliim yazarlarina ve yayin slirecinde emegi gecen herkese tesekkiir
eder, bu c¢alismalarin, matematik alaninda c¢alisan arastirmacilar,
lisansiistii 6grenciler ve konuya ilgi duyan okuyucular i¢in yararl bir
kaynak olmasini dilerim.

Prof. Dr. Siikran KONCA
Editor
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BOLUM 1

RAMANUJAN-NAGELL DENKLEMI: BiR
SORUDAN MODERN DiOFANT ANALIZINE

MURAT ALAN!
MUSTAFA AYDIN?

Giris

Sayilar kuraminin en ¢ekici yanlarindan biri, ifadesi bir
ortaokul 0grencisinin anlayabilecegi kadar yalin olan bir sorunun,
¢ozlimil i¢in on yillar boyunca gelistirilmis derin kuramlara ihtiyag

duyabilmesidir. Bu boliimiin ¢ikis noktast olan Ramanujan—Nagell
denklemi,

x2+7=2"

bi¢imindeki iistel Diofant denklemidir. Burada x bir tam say1,
n ise pozitif bir tam sayidir. Soru sudur: Ikinin hangi kuvvetlerinden
7 cikarildiginda bir tam kare elde edilir? Kiigiik degerler
denendiginde n = 3,4,5,7 ve 15 igin sirastyla x = 1,3,5,11 ve 181

! Prof, Dr., Yildiz Teknik Universitesi, Matematik Boliimii, Orcid: 0000-0003-
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¢dziimleri bulunur. Bunlardan sonuncusu 1812 + 7 = 32768 = 215
esitligine karsilik gelir ve tesadif eseri bulunamayacak kadar
bliytiktiir. Asil mesele, bagka ¢6ziim bulunmadiginin ispatlanmasidir.

Yukaridaki denklemin bir genellestirmesi olarak

x2+C=y" n=3

seklindeki denklemlere Ramanujan-Nagell denklemi denir.
Literatiirde bu denklem Lebesgue—Nagell denklemi veya
genellestirilmis Lebesgue—Ramanujan—Nagell denklemi olarak da
adlandirilmaktadir. Bu boliimde her ii¢ kullanim da bu anlamlariyla
kullanilmaktadir.

Bolimiin amaci, Ramanujan’in 1913’te sordugu sorudan
baslayarak, son yirmi yilin en canli aragtirma alanlarindan biri olan
ve C’nin asal kuvvetlerinden olustugu x? + C = y™ denklemlerine
uzanan gelisimi biitiinliiklii bicimde sunmaktir. Once problemin
tarihsel arka planimi1 kisaca Ozetleyecegiz ve ardindan Nagell’in
fikrine dayanan klasik ispati ayrintili olarak agiklayacagiz. Lucas
dizileri ve ilkel bolenler kurami, bu ispatt modern yoOntemlere
baglayan kopri olarak ele alinmaktadir. Boliimiin agirlik merkezini
olusturan son kisimlarda Lebesgue—Nagell denklemi, C’nin asal
kuvvetlerinden olustugu durumlar i¢in gelistirilen standart ¢6ziim
stratejisi ve bu alandaki giincel ¢alismalar incelenecektir.

Tarihsel Arka Plan

Srinivasa Ramanujan (1887-1920), Cambridge’e gitmeden
onceki yillarda diislincelerini paylasabildigi baslica platformlardan
biri olan Journal of the Indian Mathematical Society dergisinin soru
kosesine gesitli problemler gondermistir (Hardy, 1940). Bunlardan



biri, 1913 tarihli 5. ciltte 464 numarasiyla yayimmlanmistir.
Ramanujan bu soruda 2™ — 7 sayisinin tam kare oldugu durumlari
sormus ve bilinen bes ¢6ziim disinda bagka ¢6ziim bulunmadigin
One siirmiistiir (Ramanujan, 1913). Saninin kapsamli el hesaplarina
dayali bir sezgiden dogdugu diistiniilmektedir. Kabaca bir sezgisel
hesap da bu saniy1 destekler: N civarindaki bir saymin kare olma
“olasihg” yaklastk 1/(2VN) oldugundan ¥,2 /271 serisi
yakinsaktir ve beklenen ¢6ziim sayisi sonludur. Ancak bu tiir sezgiler
yamltict da olabilir: Ornegin x? + 23 = 2" denklemi hem 32 +
23 = 25 hem de 452 + 23 = 21! ¢oziimlerine sahiptir.

Problem otuz yil sonra, 1943’te Norveg¢li matematikg¢i
Wilhelm Ljunggren tarafindan bagimsiz bicimde yeniden ortaya
attlmistir  (Ljunggren, 1943). Ik tam ¢dziim, Trygve Nagell
tarafindan 1948°’de Norsk Matematisk Tidsskrift dergisinde
Norvegce olarak yayimlanmistir (Nagell, 1948). Bu sonug uzun siire
genis matematik camiasinca bilinmemistir. 1950’lerin  sonunda
denklem kodlama kurami baglaminda yeniden glindeme gelmis
(Shapiro & Slotnick, 1959), ayn1 yil Skolem, Chowla ve Lewis
(1959) p-sel yontemle yeni bir ispat vermistir. Bunun {izerine Nagell
ispatin1 1961°de Ingilizce olarak yeniden yayimlamis ve denklem o
tarihten itibaren “Ramanujan—Nagell denklemi” adiyla anilmaya
baslanmistir (Nagell, 1961).

Denklemin sonraki tarihi iki dogrultuda ilerlemistir. Birinci
dogrultuda sag taraftaki 2™ korunup 7 yerine bagka sabitler alinmis
ve x2 + D = 2" ile x? + D = p" bigimindeki denklemlerin ¢dziim
sayilar1 lizerine keskin sonuglar elde edilmistir (Apéry, 1960; Bauer
& Bennett, 2002; Beukers, 1981a; Bugeaud & Shorey, 2001). ikinci
dogrultuda ise sag taraf degisken bir y™ kuvvetine doniistiiriilmiis ve
Lebesgue’nin 1850°deki c¢alismasina uzanan Lebesgue—Nagell
denklemiyle birlesilmistir (Lebesgue, 1850). Bugiin arastirmalarin
biliylik boliimii bu ikinci dogrultuda, ozellikle de C’nin asal



kuvvetlerinden olustugu durumlarda yogunlagmaktadir (Le &
Soydan, 2020).

Cebirsel On Bilgiler: Q(v—7) Cisminin Aritmetigi

Nagell’in ispatinin temel fikri, denklemin sol tarafim
rasyonel tam sayilarda carpanlarina ayrilamayan bir ifade olmaktan
cikarip uygun bir halkada carpanlarmma ayirmaktir. x? + 7 =
(x + \/—_7)(x —/=7 ) Ozdesligi, Q(\/—_7 ) ikinci dereceden sanal
cisminde anlamlidir. —7 = 1 (mod 4) oldugundan bu cismin tam
sayilar halkasi

1+v-7

=—F
bicimindedir. a sayis1 t? —t+ 2 =0 denkleminin bir
kokiidiir. Eslenigi f = a = (1 —\=7 ) /2 olarak gosterilirse a +
B=1,af =2 ve a—f =7 esitlikleri saglanir. Bir y = a +
ba € R elemanmin normu N(y) = yy = a® + ab + 2b? olarak

R =7Z[a], a

tanimlanir ve norm carpimsaldir. Ispat igin gerekli ii¢ temel olgu
sunlardir (Stewart & Tall, 2016):

1. R halkas1 bu norma gore bir Oklid Bélgesidir. Dolayisiyla
Esas Ideal Bolgesidir ve her eleman birimsellerle carpim
ve carpanlarin siras1 farkiyla tek tlirlii olarak asal
carpanlarma  ayrilabilir. Bu ozellik, (@(\/—_d)
bicimindeki sanal cisimler arasinda yalnizca d =
1,2,3,7,11 igin gegerlidir.

2. R halkasinin birimselleri yalnizca +1°dir. Gergekten de
N(a + ba) = (a+ b/2)* + 7b?/4 = 1 esitligi yalnizca
b =0,a = %1 i¢in saglanir.

3. 2 =af ayngimmda a ve § normu 2 olan, dolayisiyla
asal olan ve birbirinin birimselle ¢arpimi olmayan yani



ilgili olmayan, elemanlardir. Bagka bir deyisle 2 sayis1 bu
cisimde iki farkli asala ayrisir.

Ucgiincii olgu, ispatin can alic1 noktasidir. 2 sayisinin R iginde
carpanlara ayrilisi, 2" kuvvetinin a™f" bi¢iminde iki “yariya”
boliinmesine imkan tanir. a ve [ ilgili olmadig1 i¢in bu yarilar
birbirine karismaz. Aym fikir, ilerleyen kisimlarda ele alinacak x? +
C = y™ denklemlerinde de Q(\/—_d) cisimleri lizerinden yeniden
karsimiza ¢ikacaktir.

Klasik Ispat: Nagell’in Yontemi

Bu kisimda Nagell’in fikrine dayanan ve ders kitaplarinda
yerlesik hale gelmis olan ispat1 ayrintili bicimde sunuyoruz (Nagell,
1961; Stewart & Tall, 2016).

Teorem 1 (Ramanujan—Nagell). x? + 7 = 2" denkleminin,
X tam say1 ve n pozitif tam say1 olmak iizere ¢oziimleri yalnizca n €
{3,4,5,7,15} ve buna karsilik gelen x € {#+1,+3,+5,+11,+181}
degerleridir.

Birinci adim: Cift iis durumu. n <2 i¢in 2" -7 <0
oldugundan ¢6ziim yoktur; dolayisiylan > 3 ve x tektir. n = 2k cift
ise denklem (2% — x)(2¥ + x) = 7 bi¢iminde rasyonel tam sayilar
icinde carpanlarina ayrilir. x > 0 varsayilabilir. Bu durumda 2% +
x = 7 ve 2¥ — x = 1 olmalidir. Buradan 2% = 4 ve x = 3 bulunur;
yani tek ¢oOziim n = 4’tiir. Bundan sonra n’nin tek oldugunu
varsayacagiz ve m = n — 2 yazacagiz; m de tek bir sayidir.

Ikinci adim: Cisimde carpanlara ayirma. Denklemi dorde
bolersek

x4+ V=7 x—\/—7_
2 2

elde edilir. x tek oldugundan sol taraftaki ¢arpanlar R
halkasinin elemanlaridir. Bu iki ¢arpanin ortak bir boleni § olsaydi,

Zm — amﬁm



8 farklar1 olan V=7 sayisini ve carpimlari olan 2™ sayisini bolerdi.
Bu durumda N(&8) hem 7’yi hem de 22™’yi bélerdi; dolayisiyla &
bir birim olurdu. O halde iki ¢arpan aralarinda asaldir. Tek tiirlii
carpanlara ayrilma ozelligi ve birimlerin +1 olmas1 birlikte
kullanildiginda, ¢ ve [ asallarindan her birinin tim kuvveti
carpanlardan yalnizca birine gider. Gerekirse x yerine —x alarak

x +V=7 x—v=7

2 TE 2 2

yazilabilir. Bu iki esitlik taraf tarafa ¢ikarildiginda, ispatin
tamamini tasiyan temel bagint1 ortaya ¢ikar:

am — ™ = t(a— )

Uciincii adim: isaretin belirlenmesi. m = 1 icin baginti
“+” igaretiyle asikar olarak saglanir ve x = +1, n = 3 ¢oziimiinii
verir. m = 3 olsun. @ = 1 — B ve 2 = af oldugundan 2 modiiliine
gore a"=(1-B)"=1-mp, fm=0ve a—L=1-28=
1 — af? = 1 denklikleri elde edilir. Isaret “+” olsayd1 1 — mp =
1 (mod B?%), yani 8 | m olurdu. Normlar alindiginda bu, 2 | m?,
dolayisiyla m’nin ¢ift olmasi anlamina gelir. Bu ise m’nin tek

_9

olusuyla ¢elisir. Demek ki m > 3 i¢in isaret olmalidir.

Dordiincii adim: Binom a¢illimi. o™ — ™ = —/-7
esitligini 2™ ile garpip binom teoremini uygularsak, (1 + V—7) —
(1 — \/—7)m = —2™+/—7 elde ederiz. Sol tarafta yalnizca v—7"nin

tek kuvvetleri kalir. Her iki taraf 2v—7 ile bdliindiigiinde tamamen
rasyonel bir kosul ortaya ¢ikar:

— m k — m-1
S(m) _; (s 1) 7 =2

Bu denklem dogrudan kontrol edilebilir: S(3) =3 -7 =
—4=-2%2,5(5)=5-70+49 = —16 = —2* ve biraz daha uzun
bir hesapla S(13) = —4096 = —212 bulunur. Bu ii¢ deger sirasiyla



n = 5,7,15 ¢oziimlerine karsilik gelir. Geriye bunlarin tek ¢oziimler
oldugunu gostermek kalmaktadir.

Besinci adim: 7 modiiliine gore eleme. k > 1 olan terimler
7’ye boliindiigiinden S(m) =m (mod 7) olur. Boylece m =
—2™~1 (mod 7) kosulu elde edilir. 23 = 1 (mod 7) oldugundan
2™~1 degeri m’nin 3’e gore kalanina baghdir. U¢ durum ayri ayri
incelendiginde Cin kalan teoremi yardimiyla m = 3,5 veya
13 (mod 21) sonucuna ulagilir. Bu ii¢ kalan sinifinin her biri,
bilinen ¢6ziimlerden tam olarak birini igerir.

Altinc1 adim: 7-sel ayirma lemmasi. Son adim, her kalan
smifinda en fazla bir ¢6ziim bulundugunu gostermektir. m ve my
ayn1 kalan smifinda iki farkli ¢oziim olsun ve 7%, m —m; farkin
tam olarak bdlen en biiyiik 7 kuvveti olsun (¢ = 1). Bir yandan 3 |
m — m, oldugundan

2mmma = glm=ma)/3 = (1 4 7)(m=m1)/3 = 1 (mod 7+1)
bulunur. Dolayisiyla S(m) — S(m;) = —2™~1(2m™ —

1) = 0 (mod 7**1) olur. Ote yandan j = 2k + 1 igin (T]n) - (Tr]ll)

farkinin j! kati, m —m, ile boliinen bir tam sayidir. kK > 1 igin
v,((2k + 1)) < (2k+1)/6 <k esitsizligi  saglandigindan,
S(m) — S(m,) farkinda k > 1 olan her terim 7¢** ile béliiniir. Bu
nedenle S(m) — S(m;) = m —m, (mod 7**1) olur. Ancak m —
m, farki 7¢*1 ile boliinmez. Bu geliski, m = m, olmas1 gerektigini
gosterir. Boylece tek n igin ¢oztimler yalnizca m € {1,3,5,13}, yani

n € {3,5,7,15} olur ve Teorem 1 ispatlanmis olur. =

Altinc1 adim, aslinda m — S(m) fonksiyonunun her kalan
sinift lizerinde 7-sel analitik bir fonksiyon gibi davrandigi ve
sifirlarinin sayisinin sinirl oldugu gézlemine dayanir. Bu, Skolem,
Chowla ve Lewis’in (1959) kullandig1 p-sel yontemin Oziidiir:
Uygun bir kalan siifinda u,, + 1 ifadesi Z,, iizerinde yakinsak bir



kuvvet serisi olarak yazilir ve Strassmann teoremi bu serinin sifir
sayisini sinirlar (Hasse, 1966; Mordell, 1969).

Lucas Dizileri ve ilkel Bolenler

Ikinci adimda elde edilen baginti, Lucas dizileri dilinde ¢ok
daha seffaf bir bicim alir. a ve f yukaridaki gibi olmak {izere

am_ﬁm

Uy = «—p

dizileri tanimlansim. ¢ + f = 1 ve aff = 2 oldugundan her

Vp=a™+ M

iki dizi de wp41 = wy, — 2w,,_1 yineleme bagintisin1 saglar;
baslangi¢ degerleri uy =0, u; = 1 ve vy = 2, v; = 1’dir. ikinci
adimdaki ¢arpanlara ayirma her n > 3 i¢in (x +V=7 ) /2 =+a™?
sonucunu verdiginden Ramanujan—Nagell denklemi su denk bigime
doniistir:
u, = 1, X = 1v,, m=n-—2

Bagka bir deyisle Ramanujan—Nagell denklemini ¢ézmek,
belirli bir Lucas dizisinin hangi terimlerinin +1’e esit oldugunu
belirlemekle aymi seydir. Tablo 1’de goriuldigi gibi |u,,| =1
kosulunu saglayan indisler m = 1,2,3,5,13’tlir ve bunlara karsilik

gelen |v,,| degerleri tam olarak 1,3,5,11,181 dir.

Tablo 1. u,, ve v, Lucas Dizilerinin Ilk Terimleri

m Uy, U
0 0 2

1 1 1

2 1 -3
3 -1 =5
4 -3 1

5 -1 11
6 5 9

7 7 —13
8 -3 =31
9 —-17 =5
10 —11 57




Uy, U
11 23 67

12 45 —47

13 -1 —181

14 -91 —87

Kaynak: Yineleme bagintisi kullamilarak yazar tarafindan hesaplanmistir.

Bu bakis acisin1 modern yontemlere baglayan sonug, Bilu,
Hanrot ve Voutier’nin (2001) ilkel boélenler teoremidir. (a, 8) bir
Lucas cifti olsun; yani a + f ve aff aralarinda asal sifirdan farkli
tam sayilar ve o/ bir birim kdkii olmasin. Bir q asal1 u,,’yi boliiyor
ancak (a — B)%uju, -+ Uy,—q carpimimi bdlmiiyorsa u,, teriminin
ilkel béleni olarak adlandirilir. Benzer tanim, Lehmer dizileri i¢in de
yapilir.

Teorem 2 (Bilu—Hanrot—Voutier). Her Lucas ¢ifti icin m >
30 ise u,,, teriminin en az bir ilkel bdleni vardir. Ayrica m < 30 igin
ilkel boleni olmayan tiim terimler agik olarak listelenmistir. Lehmer
dizileri i¢in de benzer bir sonug gecerlidir (Bilu et al., 2001).

Bu teorem Ramanujan—Nagell denklemine birkag satirlik bir
ispat saglar. u,, = *1 ise u,,’nin hicbir asal bdleni, dolayisiyla
higbir ilkel boleni yoktur. Teorem 2 geregi m < 30 olmalidir ve
geriye kalan sonlu sayidaki durum Tablo 1°deki yineleme ile
denetlenerek m € {1,2,3,5,13} bulunur. Dikkat ¢ekici bir ayrinti
olarak, (1, —7) parametreli bu Lucas ¢ifti icin m = 13 degeri Bilu,
Hanrot ve Voutier’nin istisnalar listesinde yer alir. Ramanujan’in
“ge¢” ¢oziimii olan 1812 + 7 = 2% ilkel bolenler kuraminin
istisnai durumlarindan birinin ta kendisidir.

Ilkel bolenlerin bir baska temel dzelligi, ilerleyen kisimlarda
belirleyici rol oynayacaktir: p tek asal olmak tizere u,, teriminin bir
ilkel boleni olan g asali, diskriminant1 bolmiiyorsa ¢ = £1 (mod p)
kosulunu saglar (Bilu et al., 2001). Dolayisiyla bir denklemin yapisi
u,’nin asal bdlenlerini dnceden verilmis sonlu bir S kiimesiyle
sinirliyorsa, p iissii g2 — 1 (q € S) sayilarinin asal bolenleri arasinda



kalmak zorundadir. Bu basit gozlem, C’nin asal kuvvetlerinden
olustufu x? + C = y™ denklemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan
stratejinin kalbini olusturur.

Ramanujan—Nagell Tipi Genellemeler: x* + D = 2™ ve x% +
D =p"

Klasik denklemin ilk dogal genellemesi, 7 yerine baska bir D
sabitinin alinmasidir. Apéry (1960), D > 0 ve D # 7 i¢cin x?> + D =
2™ denkleminin en fazla iki ¢oziimii oldugunu gostermistir. Beukers
(1981a), Thue ve Siegel’den gelen hipergeometrik yontemi
gelistirerek iki ¢éziimiin yalnizca D = 23 ile k > 4 olmak {izere
D = 2% — 1 ailesinde gerceklestigini, diger tiim pozitif D i¢in en
fazla bir ¢oziim bulundugunu ispatlamistir (Beukers, 1981a, 1981b).
Bauer ve Bennett (2002), ayn1 yontemi iyilestirerek p tek asal ve p 4
D olmak iizere x> — D = p™ denkleminin en fazla {i¢ pozitif ¢dziimii
oldugunu géstermis; Bugeaud ve Shorey (2001) ise D;x? + D, =
Ak™ bigimindeki denklemler igin agik istisna listeleriyle birlikte
keskin iist sinirlar elde etmistir.

Bu tiir denklemlerin ¢6ziim sayisinin sonlu oldugu, Siegel’in
egriler lizerindeki tam say1 noktalarina iligkin teoreminden kolayca
cikar (Siegel, 1929). x> + D = AB™ denkleminde n = 3q +r (r €
{0,1,2}) ve Y = B9 yazildiginda (AB"x)? = (AB"Y)3 — D(AB")?
esitligi elde edilir; bu, Mordell tipi bir eliptik egri lizerindeki tam
say1 noktasidir. Siegel’in sonucu etkin olmadigindan ¢oziimlerin
listelenmesi i¢in Baker’in lineer formlar kurami gibi etkin
yontemlere ihtiya¢ duyulmustur (Baker, 1975). Aynmi “eliptik egriye
indirgeme”  fikri, asagida gorecegimiz gibi, x%+ C = y"
denklemlerinin n = 3 durumunda bugiin de standart aragtir.

Lebesgue-Nagell Denklemi: x? + C = y™

Lebesgue (1850), € =1 i¢in x? + 1 = y™ denkleminin
asikar olmayan bir ¢6ziimii olmadigini1 gostermistir. Nagell, ilerleyen

--10--



yillarda baska kii¢iik C degerleri i¢in sonuglar elde etmistir. Cohn
(1993), 1 <C <100 araligindaki C degerlerinden 77’si igin
denklemi tamamen ¢6zmiis; geri kalan durumlar ise ancak Bugeaud,
Mignotte ve Siksek’in (2006) calismasiyla ¢oziilebilmistir. Bu
yazarlar, Wiles’in Fermat’nin Son Teoremi ispatinda kullanilan
modiiler yontemi Baker kurami ve kapsamli hesaplamalarla
birlestirmistir. Modiiler yontemin ana hatlar1 soyledir:

1. Varsayimsal bir (x,y,n) c¢oziimiine, katsayilari
¢Ooziime bagl olan bir eliptik egri (Frey egrisi)
karsilik getirilir.

2. Eliptik egrilerin modiilerligi ve Ribet’in seviye
diistirme teoremi kullanilarak bu egrinin n modiiliine
gore Galois temsilinin, seviyesi ¢oziimden bagimsiz
ve kiiclik olan bir modiiler forma karsilik geldigi
gosterilir.

3. Bu seviyedeki sonlu sayidaki modiiler form tek tek
incelenerek n tizerinde giiclii kisitlar ya da dogrudan
celiskiler elde edilir.

4. Geriye kalan kiiciik tisler i¢in Baker tipi sinirlar, orgii
indirgeme ve Thue denklemi ¢oziiciileri kullanilir.

C sabit bir say1 oldugunda modiiler yontem ¢ok etkilidir.
Ancak C’nin kendisi de degigsken disler icerdiginde, yani C =
Pyt pe* biciminde sonsuz bir aileden geldiginde, problem nitelik
degistirir. Bu durumda tek bir denklem degil, sonsuz sayida
denklemden olusan bir aile ayn1 anda ¢oziilmek zorundadir. Son
yirmi yilda bu tiir ailelerin ¢6ziimii i¢in oldukea sistematik bir strateji
gelistirilmistir.

C’nin Asal Kuvvetlerinden Olustugu Durum

S = {p4, ..., ps} sonlu bir asal kiimesi olsun. Genellestirilmis
Lebesgue—Ramanujan—Nagell probleminin tipik bi¢cimi sudur:
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x2+piipg?pds =y",  ged(x,y) =1, n=3, a; =0

Burada bilinmeyenler yalnizca x, y ve n degil, a4, ..., as
tisleridir. gcd(x, y) = 1 kosulu zorunludur: Bu kosul olmaksizin, S
asallarindan olusan bir t i¢in (x,y) ¢dziimiinden (xt™, yt?) ¢dziimii
tiiretilebilir ve asikdr sonsuz aileler ortaya ¢ikar. Bu g¢ergevede
coziimler genellikle seyrek ama sasirtict bicimde “biiyiik” olabilir.
Ornegin

102 + 3% = 73, 162 + 3241 = 5%, 382 + 412
=55, 952 +2-732 =37

esitliklerinden ilki S = {3}, ortadaki ikisi S = {3,41} ve
sonuncusu S = {2,3,73} i¢in bu tiir ¢dziimlere Ornektir (Alan &
Aydin, 2023; Alan & Zengin, 2020; Le & Soydan, 2020). Son
ornekte n =9 gibi goérece biiyiik bir {issiin ortaya ¢ikmasi, bu
ailelerde sayisal aramanin tek basma yeterli olmadigini acikca
gosterir.

Bu alandaki ¢aligmalar kabaca ii¢ kusakta toplanabilir (Le &
Soydan, 2020). Birinci kusakta C tek bir asalin kuvveti olarak
alinmistir. Bérczes ve Pink (2008), x? + p?* = y™ denklemini p <
100 asallar1 i¢in ¢6zmiis; Pan (2013) bu denklemin ¢éziimlerini tiim
tek asallar icin tam olarak betimlemistir. ikinci kusakta C iki asalin
kuvvetlerinin ¢arprmidir.  Luca’nin  (2002) x2 4 293P =y
calismasi bu kusagin Onciisii sayilabilir. Ardindan § = {2,5} ve S =
{2,13} i¢in Luca ve Togbé (Luca & Togbé, 2008, 2009), S = {2,11}
icin Cangiil ve arkadaslar1 (2010), S = {2,19} i¢in Soydan, Ulas ve
Zhu (2012), S = {5,11} i¢in Cangiil ve arkadaslar1 (2010) ile Soydan
ve Tzanakis (2016), S = {5,17} i¢in Pink ve Rabai (2011) sonuglar
elde etmistir. Zhu, Le, Soydan ve Togb¢ (2015), p keyfi bir tek asal
olmak iizere x2 + 2%p? = y™ ailesini belirli kosullar altinda
biitiintiyle ele almistir. Bu kusagin yakin tarihli bir 6rnegi, Alan ve
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Zengin’in (2020) x? + 3%41% = y™ denklemini tamamen ¢ozdiigii
caligmadir.

Ucgiincii kusakta C {i¢ ya da daha fazla asalin kuvvetlerinden
olusur. Pink (2007), dért asalli x? + 243P5¢74 = y™ denklemini
incelemistir. Cangiil, Demirci, inam, Luca ve Soydan (2013) S =
{2,3,11}, Godinho, Marques ve Togbé¢ (2016) S = {2,3,17} ve S =
{2,13,17}, Ghadermarzi (2019) ise S = {2,3,13} ve S = {2,3,19}
durumlarmi ¢ézmiistiir. Alan ve Aydin (2023), x? + 243073¢ = yn
denkleminin aralarinda asal x,y ve n = 3 i¢in tiim ¢oziimlerini
belirlemistir. Daha yakin tarihli ¢alismalar, sag tarafin da 2™y™ gibi
degistirilmis bi¢imlerini ele almaktadir; 6rnegin Baruah, Das ve
Hoque (2024), x2 +5%13P17¢ =2My™  denkleminin  tiim
¢cOziimlerini vermistir. Benzer tiirde yeni denklemler iizerine
caligmalar 6n baski olarak da yayimlanmaya devam etmektedir
(Chakraborty et al., 2021; Muthuvel & Venkatraman, 2024). Tablo
2, bu calismalardan sec¢ilmis bir kesiti 6zetlemektedir.

Tablo 2. C 'nin Asal Kuvvetlerinden Olustugu x* + C = y"
Denklemleri Uzerine Secilmis Calismalar

C’nin bi¢imi Asal kiimesi S Calisma
p%* {p}, p < 100 Bérczes ve Pink (2008)
p%* {p}, p tek asal Pan (2013)
293P {2,3} Luca (2002)
245P {2,5} Luca ve Togbé (2008)
2413% {2,13} Luca ve Togbé (2009)
2911% {2,11} Cangiil, Demirci, Luca vd.
(2010)
5411b {5,11} Cangiil, Demirci, Soydan vd.
(2010); Soydan ve Tzanakis
(2016)
5a17b (517} Pink ve Rabai (2011)
2419% {2,19} Soydan, Ulas ve Zhu (2012)
29p? {2,p} Zhu, Le, Soydan ve Togbé
(2015)
3941% {3,41} Alan ve Zengin (2020)
2a3b5c7d (23,57} Pink (2007)
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C’nin bicimi

Asal kiimesi S

Cahsma

223P11¢

{2,311}

Cangiil, Demirci, Inam vd.
(2013)

203b17¢, 2013P17¢

(2,317}, {2,13,17}

Godinho, Marques ve Togbé
(2016)

293b13¢,243P19¢ {2,3,13}, {2,3,19} Ghadermarzi (2019)
293b73¢ {2,3,73} Alan ve Aydm (2023)
+24305¢7411° {2,3,5,7,11} Bennett ve Siksek (2023)
3a19b73¢ (3,19,73} Alan ve Aydm (2025)
347P37¢ {3,7,37} Aydin ve Alan (2026)

Standart Coziim Stratejisi

Yukarida sayilan ¢aligmalarin biliyiik ¢cogunlugu, ayrintilarda
farklilik gosterse de ayni iskeleti izler (Alan & Aydin, 2023; Le &

Soydan, 2020). Bu iskeletin adimlar1 sdyle 6zetlenebilir:

Ussiin indirgenmesi. n’nin bir tek asal boleni p varsa
yt = (y"/ p)p yazilarak n = p durumuna; aksi halde
n dordiin kati oldugundan n = 4 durumuna gegilir.
Boylece n € {3,4} ya da n =p =5 asal durumlari
incelenir.

Karesiz kismin ayrilmasi. C = dz? yazilir; burada
d, S asallarinin karesiz bir ¢arpimidir ve dolayisiyla
yalmizca 25 olasi1 deger alir. Denklem x? + dz? = y?
bicimine gelir.

Ikinci dereceden cisimde carpanlara ayirma. K =
Q(vV=d) cisminde (x +zvV—d)(x —zV—d) = y?
ayrigim1 kullanilir. gcd(x, y) = 1 kosulu iki ¢arpanin
ideal olarak aralarinda asal olmasini saglar. p, K nin

smif sayisini  bolmilyorsa x + zvV—d = s(u +

aY —d)p esitligi elde edilir (burada ¢ bir birim, u ve
v ise uygun tam ya da yarim tam sayilardir); bu,
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Nagell’in D =7 i¢in yaptigi adimin dogrudan
genellemesidir.

4. Lucas-Lehmer dizisine gecis. Sanal kisimlar
karsilagtirildiginda z sayisinin, bir Lucas ya da
Lehmer dizisinin p-inci terimi ile v’nin ¢arpimina
esit oldugu goriliir. z yalnizca S asallarindan
olustugundan bu terimin biitlin asal bélenleri S i¢inde
kalir.

5. Ilkel bélenler ile iissiin simrlanmasi. Teorem 2
geregi yeterince biiylik p i¢in terimin bir ilkel boleni
q vardir ve q €S olmahdir. g = +1 (mod p)
kosulundan p | g2 — 1 elde edilir. Boylece p iissii
yalnizca birkag olas1 degere iner; geriye kalan kii¢lik
durumlar Bilu, Hanrot ve Voutier’nin tablolar1 ve
dogrudan hesaplama ile incelenir.

6. Kiiciik iisler: Eliptik egriler. n = 3 durumunda C =
C,k® yazilarak denklem, sonlu sayida Y2 = X3 — C;
Mordell egrisi iizerindeki S-tam sayi noktalarinin
belirlenmesine indirgenir. n = 4 durumu da benzer
bicimde dortli egrilere ya da eliptik egrilere
indirgenir. Bu noktalar Magma gibi bilgisayar cebiri
sistemlerindeki algoritmalarla hesaplanur.

Bu stratejinin giicli, S kiimesinin aritmetigini dogrudan p
{issii {izerinde bir kisita ddniistiirmesindedir. Ornegin § = {2,3,73}
igih 22-1=3, 32—-1=2% ve 732—-1=2%.32.37
oldugundan besinci adim, p = 5 i¢in yalnizca p = 37 olasiligin
birakir. Bu basitlestirilmis tabloda ayrintilar (sinif sayisinin p ile
boliinmesi, birimlerin etkisi ve kii¢iik p degerleri igin istisnalar)
ayrica ele alinmalidir; ancak problemin 6zii, sonsuz bir denklem
ailesinin birka¢ somut hesaplamaya indirgenmesidir (Alan & Aydin,
2023). Ayni tablo, S biiyiidiik¢e neden zorlugun arttigini da aciklar:
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d igin olas1 deger sayis1 25 ile biiyiir, g2 — 1 sayilarinin asal
bolenleri ¢ogalir ve n = 3 durumunda incelenmesi gereken eliptik
egrilerin sayis1 hizla artar.

Bu alandaki en kapsamli gilincel sonuglardan biri, Bennett ve
Siksek’in (2023) calismasidir. Yazarlar, x? — y™ farkinin biitiin asal
bolenlerinin 13’ten kiiciik oldugu, yani C = +2%3P5¢7411¢
bi¢iminde oldugu durumda, aralarinda asal x,y ve n = 3 i¢in tiim
¢oziimleri belirlemis ve toplam 1.240 ¢6ziim bulmustur. Bu sonug,
y’nin ¢ift oldugu ve 6nceki yontemlerle ele alinamayan durumlar1 da
kapsar. Calismada p-sel ve karmasik logaritmalardaki lineer formlar,
Frey—Hellegouarch  egrileri  araciligiyla modiilerlik, Lucas
dizilerinin ilkel bdlenleri, Thue—Mahler denklemi c¢oziiciileri ve
hesaplamal1 elekler bir arada kullanilmistir. Bu ¢alisma, tek tek S
kiimeleri i¢in yazilan makalelerden, biiyiik asal kiimelerini ayn1 anda
kapsayan tekdiize algoritmalara gecisin agik bir gostergesidir.

Kombinatoryal Baglantilar

Klasik denklem, ilk bakista ilgisiz goriinen iki kombinatoryal
soruyla da yakindan iliskilidir. Birincisi, hem Mersenne say1s1 (22 —
1) hem de dtggensel say1 (Ty = k(k+1)/2) olan sayilarn
belirlenmesidir. 2? —1=k(k+1)/2 esitligi 8 ile carpilip
diizenlendiginde (2k + 1)% + 7 = 2°*3 elde edilir. Dolayisiyla
Mersenne-iiggensel sayilar yalnizca 0,1,3,15 ve 4095 = Ty, dur.
Ikinci baglanti kodlama kuramindandir: N uzunlugunda iki hata
diizelten miikemmel bir ikili kodun var olabilmesi i¢in

N
1+N+<2>=2T & @N+1D)*+7=2"13

kosulu gerekir (Shapiro & Slotnick, 1959). Buradan N €
{0,1,2,5,90} bulunur. N = 5 uzunlugundaki tekrarlama kodu asikar
bir miikemmel koddur. N = 90 sayisal olarak umut verici olsa da bu
parametrelere sahip miikkemmel bir kodun var olmadigi
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bilinmektedir (van Lint, 1999). Tablo 3, ¢dzlimlerin bu farkl
yorumlarini bir arada sunmaktadir.

Tablo 3. Ramanujan—Nagell Denkleminin Céziimleri ve Farkli

Yorumlart
n x 2" m 23 -1 N=(x-
=n—2 | (Mersenne- 1)/2 (kod
iicgensel) uzunlugu)

3 1 8 1 0 0

4 3 16 2 1 1

5 5 32 3 3 2

7 11 128 5 15 5

15 181 32768 13 4095 90

Kaynak: Yazar tarafindan hesaplanmustir.
Hesaplamah Yontemler ve Bicimsel Dogrulama

Genellestirilmis denklemlerin ¢oziimiinde ortak bir iskelet
bulunur: Once kuramsal bir aragla ¢dziimlerin biiyiikliigii i¢in ¢ok
biiyilk ama sonlu bir {ist sinir elde edilir; ardindan hesaplamali
yontemlerle bu sinir taranabilir bir diizeye indirilir. Birinci asamanin
temel araci, Baker’in cebirsel sayilarin logaritmalarindaki lineer
formlar kuramidir (Baker, 1975):

A = bloga; + -+ bloga, #0 = |A| > exp(—klogB)

Burada B = max|b;| ve k yalnizca a; sayilarina bagli, agik¢a
hesaplanabilen bir sabittir. Bu tiir smirlar genellikle 102° ile 10°°
arasinda degisen sayilardir. Ikinci asamada Lenstra—Lenstra—Lovasz
(LLL) orgii indirgeme algoritmast ve Baker—Davenport tipi
lemmalar devreye girer; 6rnegin Cangiil, Demirci, Soydan ve
Tzanakis’in (2010) calismasinda 10°8 mertebesindeki simirlar bu
yolla taranabilir araliklara ¢ekilmistir. Daha karmasik durumlarda
problem Thue—Mabhler denklemlerine indirgenir; Gherga ve Siksek
(2025) bu denklemler icin yalnizca tek bir say1 cisminde hesap
gerektiren ve on birinci dereceye kadar drnekleri ¢ozebilen verimli
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bir algoritma gelistirmistir. Kullanilan yontemler ve bu yontemlerin
avantajli ve dezavantajli yonleri asagidaki tabloda 6zetlenmistir.

Tablo 4. Ramanujan—Nagell Tipi Denklemlerin Coziimiinde
Kullanilan Baslica Yontemlerin Karsilastirtimasi

Yontem Temel ara¢ Giiclii yonii Siirhihig:

Cebirsel Ikinci dereceden Temel diizeyde Sinif sayisi 1

carpanlara cisimde tek tiirli ve tam ispat olan cisimlerle

ayirma (Nagell) | ayrisim sinirl

p-sel yontem p-sel analitik Her kalan Uygun asal ve

(Skolem) fonksiyonlar, smifinda ¢oziim smif analizine
Strassmann sayisini sinirlar bagimli
teoremi

Hipergeometrik | Padé yaklasimlari, | Coziim sayisi Belirli tabanlar

yontem etkin irrasyonellik | i¢in tekdiize icin

(Beukers) olciileri sinirlar uygulanabilir

flkel bélenler Lucas ve Lehmer | Ussii S’nin Teoremin kendisi

(BHV) dizileri aritmetigiyle ¢ok derin

siirlar

Eliptik egriler S-tam say1 n =34 Egri sayis1 S ile

noktalar1 durumlarini hizla artar
tamamen ¢ozer
Baker kurami Lineer formlar, Genel, etkin ve Baglangic
ve LLL orgii indirgeme hesaplanabilir smirlar1 ¢ok
biiytik
Modiiler Frey egrileri, Biiyiik tisleri Kiigiik tisler i¢in
yontem seviye diislirme toptan eler ek yontem
gerekir

Acik Problemler ve Gelecek Yonelimler

Klasik Ramanujan—Nagell denklemi tamamen ¢6zlilmiis olsa
da onun etrafinda olusan problem ailesi hala canlidir. Giincel
arastirmalarin 6ne ¢ikan yonelimleri soyle 6zetlenebilir (Bennett &
Siksek, 2023; Le & Soydan, 2020):

e S asal kiimesi verildiginde x? + C = y™ denkleminin
tiim ¢oziimlerini bulan, S’ye 6zgli makaleler yerine genel
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ve tekdlize bir algoritmanin  gelistirilmesi  ve
uygulanmasi.

e Sinif sayisinin p {issiiyle boliindiigii durumlar ile y’nin
cift oldugu durumlar gibi standart stratejinin dogrudan
islemedigi hallerin sistematik bicimde ele alinmasi.

o x2+4+C=2"My" D;x*+DI'=k" ve x?+C =y" ile
C < 0 gibi degistirilmis bi¢cimlerin incelenmesi ve ¢oziim
sayilar1 i¢in keskin {ist sinirlarin elde edilmesi.

e Thue—Mahler ve S-birim denklemi ¢d6ziiciilerinin
verimliliginin artirilmas1 ve bunlarin agik kaynakhi
bilgisayar cebiri sistemlerine aktarilmasi.

e Biiyiik 6l¢iide hesaplamaya dayanan sonuglarin bigimsel
olarak dogrulanmasi ve bu siirecte yapay zeka destekli
ispat araclarinin sistematik kullanima.

Sonu¢

Ramanujan—Nagell denklemi, yalin bir sorunun nasil zengin
bir kuramsal yapt gerektirecek bir aragtirma alanina
doniisebileceginin giizel bir 6rnegidir. Ramanujan’in 1913’te sayisal
sezgiye dayanarak One siirdii§ii sani, otuz bes yil sonra Nagell
tarafindan ikinci dereceden bir cismin aritmetigi ve ustaca
kurgulanmigs bir 7-sel argiimanla ispatlanmistir. Bu ispatin
merkezindeki fikir, yani denklemi uygun bir ikinci dereceden
cisimde g¢arpanlarina ayirip bir Lucas dizisine indirgemek, bugiin
x?+ C =y"™ denklemlerinin ¢dziimiinde kullanilan standart
stratejinin de ¢ekirdegini olusturmaktadir.

C’nin bir ya da birka¢ asalin kuvvetlerinden olustugu
genellestirilmis Lebesgue—Ramanujan—Nagell denklemleri, son
yirmi yilda Tiirkiye’den aragtirmacilarin da énemli katkilar sundugu
verimli bir alan haline gelmistir. Bu alandaki ¢alismalar, Bilu—
Hanrot—Voutier ilkel bélenler teoremi ile eliptik egriler tizerindeki S-
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tam say1 noktalarinin hesaplanmasini birlestiren ortak bir yontem
cevresinde sekillenmistir. Bennett ve Siksek’in ¢aligmasi ise alanin,
tek tek asal kiimeleri i¢in yazilan sonuglardan biiyiik asal kiimelerini
ayni anda kapsayan tekdiize algoritmalara dogru ilerledigini
gostermektedir.

Bu konuya ilgi duyanlar i¢in bu konu, cebirsel sayilar
kurami, Lucas dizileri, eliptik egriler ve Diofant yaklagimlarinin bir
arada kullanildig1 ideal bir ¢alisma alanidir. Bu boliimde sunulan
klasik ispat1 yeniden iiretmek, kiiciik bir S kiimesi i¢in x2 + C = y™
denkleminin ¢oziimlerini bilgisayarla aramak ve standart stratejinin
adimlarim1 bu Ornek iizerinde izlemek, okuyucunun konuyu
derinlestirmesi icin yararli alistirmalar olacaktir.
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BOLUM 2

KISITLANMAMIS GIBONACCI 3-PARAMETRELI
GENELLESTIRILMIiS KUATERNIYONLAR

GOKSAL BILGICI*

Giris
Fibonacci dizisi, ikinci dereceden yinelemeli dizilerin en
bilinen o6rneklerinden biridir ve cebirsel, kombinatorik ve say1
kuramsal bakis acilarindan kapsamli bicimde incelenmistir. Lucas
dizisi farkli baslangic degerleriyle ayni yineleme bagintisim
saglarken, Gibonacci dizisi (Benjamin & Quinn, 2004; Koshy, 2018)
Fibonacci yinelemesini koruyup baslangic kosullarimin  keyfi

secilmesine izin verir. Ozellikle G; = a ve G, = b olmak iizere
Gibonacci dizisi asagidaki bagint1 ile tanimlanir:

Gp = Gpq + Gp_y, n=3 (1)

Gibonacci dizisi Fibonacci dizisiyle asagidaki baginti
araciligiyla iligkilidir:

Gn = akFy 5+ bF,_4 (2)

! Prof. Dr., Kastamonu Universitesi, Egitim Fakiiltesi, Matematik ve Fen Bilimleri
Egitimi Boliimii, Matematik Egitimi Anabilim Dali, ORCID: 0000-0001-9964-

5578
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Ayrica Gibonacci dizisi Binet-benzeri bir gosterime sahiptir.
Bu bagtilar, klasik Fibonacci 6zdesliklerinin daha genel baslangi¢
kosullarina aktarilmasinda etkili bir aractir (Koshy, 2018; Vajda,
1989).

Fibonacci sayilariyla iligkili kuaterniyon dizileri Horadam’in
(1963) ¢alismasina kadar uzanir. Horadam, dort ardisik Fibonacci
sayisin1  kuaterniyon katsayilar1 olarak kullanarak Fibonacci
kuaterniyonlarin1 agsagidaki bicimde tanimlamaistir:

Qn:Fn+iFn+1+an+2+an+3 (3)

Fibonacci kuaterniyonlarinin temel 6zellikleri Iyer (1969) ve
Halict  (2012) tarafindan incelenmis, Swamy (1973) ise
genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlarini tanimlamistir. Horadam
(1993), kuaterniyon katsayil1 yineleme bagintilarini genel Horadam
dizisi (Horadam, Basic properties of a certain generalized sequence
of numbers, 1965) gercevesinde ele almistir. Sonraki ¢alismalarda bu
yapilar kompleks Fibonacci kuaterniyonlara (Halici, On complex
Fibonacci quaternions, 2013), Fibonacci kuaterniyonlarinin g¢esitli
genellemelerine (Halict & Karatas, 2017; Polath & Kesim, 2015;
Tan, Yilmaz, & Sahin, 2016) ve split, dual ya da genellestirilmis
kuaterniyon cebirlerindeki karsiliklarina (Akyigit, Kosal, & Tosun,
2013; Flaut & Shpakivskyi, 2013; Nurkan & Giiven, 2015)
tasinmustir. Bu tiir yapilarin 6nemli bir boliimiinde katsayilar, temel
dizinin ardisik terimlerinden se¢ilmektedir. Dasdemir ve Bilgici
(2021), bu kisit1 kaldirarak katsayilarda keyfi tam sayi
kaydirmalarina izin veren kisitlanmamis Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlarini tanimlamiglardir:

EP) = F, + tFpip +jFniq + kFpyr (4)

Kisitlanmamis yaklasim daha sonra dogrudan Gibonacci
kuaterniyonlarina da uygulanmistir (Bilgici, 2020).
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Genellestirmenin bir diger yonii ise temel kuaterniyon
cebiriyle ilgilidir. Sentiirk ve Unal (2022), bilinen ¢esitli kuaterniyon
sistemlerini 6zel durum olarak kapsayan ii¢ parametreli bir ¢erceve
sunarak  3-parametreli  genellestirilmis  kuaterniyon cebirini
tanitmiglardir. Bilgici (2022) daha sonra Fibonacci ve Lucas 3-
parametreli genellestirilmis kuaterniyonlarini1 tanimlamais, bu yapilar
icin Binet formiilleri ile klasik 6zdesliklerin genellestirmelerini elde
etmistir.

Daha yakin tarihli ¢alismalarda Isbilir ve Giirses (2024),
ardistk Horadam bilesenlerine sahip Horadam 3-parametreli
genellestirilmis kuaterniyonlarini ele almig; Binet formiild, tireteg
fonksiyonlar1 ve ¢esitli yapisal sonuglar elde etmislerdir. Ardisik
Gibonacci katsayili 3-parametreli genellestirilmis kuaterniyonlar ile
kisitlanmamis Fibonacci ve Lucas 3-parametreli genellestirilmis
kuaterniyonlar da benzer bi¢cimde incelenmistir (Bilgici, 2024;
Bilgici, 2024).

Bu ¢alismada s6z konusu iki genellestirme dogrultusu bir
araya getirilmektedir. Baska bir ifadeyle, Gibonacci dizisinin keyfi
baslangi¢ kosullar ile terimlerdeki keyfi indeks kaydirmalari ayni
anda  3-parametreli  genellestirilmis  kuaterniyon  cebirine
tasinmaktadir. Boylece kisitlanmamis Gibonacci kuaterniyonlarini,
kisitlanmamis Fibonacci ve Lucas 3-parametreli genellestirilmis
kuaterniyonlarin1 ve ardisik Gibonacci 3-parametreli genellestirilmis
kuaterniyonlarin1 6zel durum olarak iceren ortak bir ¢ergeve elde
edilmektedir.

Calismanin bu onceki ¢aligmalara gore katkist {i¢ noktada
Ozetlenebilir. Birincisi, yardimer kuaterniyonlarin iki farkli siradaki
carpimi, yalnizca kaydirma ve cebir parametrelerine bagli olan
simetrik bir U ve antisimetrik bir V' bilesenine ayristirilmaktadir.
Ikincisi, bu ayrisim sayesinde Gibonacci baslangi¢ degerlerinin tiim
ozdesliklerdeki etkisi tek bir A = a? + ab — b? skaler ¢arpanina
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indirgenmektedir. Ugiinciisii, dizinin degismeli olmama davranisini
acik¢a Olcen bir komiitator 6zdesligi verilmekte ve dizinin hangi
kosulda degismeli oldugu tam olarak belirlenmektedir.

On Bilgiler

Asagidaki sayilar, Fibonacci yinelemesine ait karakteristik
denklemin kokleri olsun:

145 1-+5
a=—, g = > Q)

Bu kokler i¢in asagidaki temel bagintilar gegerlidir:
a+pf=1, af = —1, a—B =5 (6)

G, = a ve G, = b baslangic degerleriyle tanimlanan Gibonacci
dizisi i¢in

c=a+ (a—b)p, d=a+ (a—b)a (7)

yazalim. Bu durumda Binet-benzeri gosterim

G, = M (8)
a=p
seklindedir. Basit bir hesaplama sonucunda
cd = a® + ab — b? )
elde edilir. Kolaylik amaciyla ¢aligma boyunca
A = a?+ ab — b? (10)

gosterimi  kullanilacaktir. Yineleme bagintis1 tim tam say1
indekslerine genisletilebilir; 6zellikle G, = b — a olur.
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3-Parametreli Genellestirilmis Kuaterniyon Cebiri

0:,0,,0; € R olsun.  3-parametreli  genellestirilmis
kuaterniyon cebiri, wy, wq,w,, w3 € R olmak lizere w = wy +
w;i + w,j + wik bigimindeki elemanlardan olusur. Burada i, j ve k
birimleri asagidaki carpim kurallarini saglar (Sentiirk & Unal, 2022):

i2 = _6192, jz = _9193, k2 = _0203 (11)

§=0k=—ji, jk=0si=—kj, ki=6y

I (12)

w kuaterniyonunun eslenigi ve normu sirasiyla asagidaki gibi
tanimlanir:

W=W0_W1i_W2j_W3k (13)
N(w) = ww = w@ + 0,0,w? + 0,0;w? + 0,0;w?  (14)

Kisitlanmamis Gibonacci 3-Parametreli Genellestirilmis
Kuaterniyonlar

Tanmm 1. p,q,vr €Z olsun. n. kisitlanmamis Gibonacci 3-
parametreli genellestirilmis kuaterniyon (KG3PGK) asagidaki
bigimde tanimlanir:

Burada “kisitlanmamis” sozctigii, iic vektorel katsaymin
Gibonacci dizisinin ardisik terimleri olmak zorunda olmadigini ifade
etmektedir. (p,q,7) = (1,2,3) alindiginda Tanim 1, ardisik
Gibonacci 3-parametreli genellestirilmis kuaterniyonlarina (Bilgici,
2024) indirgenir:

7(11’2’3) = Gn + iGn+1 +jGn+2 + an+3 (16)
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Teorem 1. Her n tam sayist i¢in asagidaki yineleme bagintis
gecerlidir:

(w.ar) (v.ar) (v.ar)
n n-1 + n—-2 (l 7)

Ispat. Tanim 1 ve Gibonacci sayilarinin yineleme bagintist
kullanilirsa, skaler bilesen ile iic vektorel bilesenin her biri aymi
ikinci dereceden yinelemeyi saglar. Bu nedenle bilesenler ayr1 ayri
toplandiginda (17) esitligi dogrudan elde edilir. o

Eslenik ve Norm

KG3PGK’nin eslenigi asagidaki bigimdedir:

P = Gy — 1Gpap — jGrig — KGar (1%)
Buna gore norm

N (Qflp'q'r)) = Gf +010,Gh1p +0105GF g + 06,0565, (19)

olur. Norm sifirdan farkli oldugunda ters eleman

(60m)” = i (20)
n N( ﬁp,q.r))

bi¢iminde elde edilir.
Binet-Benzeri Formiil
Asagidaki yardimci kuaterniyonlart tanimlayalim:
a=1+ia? +ja% +ka" (21)

P

f=1+ifP +jpe+kp" (22)

Teorem 2. Her n € Z icin asagidaki Binet-benzeri formiil gegerlidir:
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~

(mar) _ Cé?an - dﬁﬁn

P s —— (23)

Ispat. Tamm 1°de yer alan dort Gibonacci terimine (8) esitligi
uygulanir. Karakteristik koklere ait ortak iis ¢arpanlar1 gruplaninca
(21) ve (22) ile tanimlanan yardimci kuaterniyonlar ortaya ¢ikar.
Boylece (23) esitligi elde edilir. O

Bu ifade, kisitlanmamis Fibonacci/Lucas kuaterniyonlari,
kisitlanmamis Gibonacci kuaterniyonlart ve ardisik Gibonacci 3-
parametreli genellestirilmis kuaterniyonlar1 igin bilinen Binet
formiillerini ayni1 ¢ercevede genisletmektedir.

Urete¢ Fonksiyonlari

Teorem 3. Tanim 1 ile verilen dizinin adi {irete¢ fonksiyonu
asagidaki gibidir:

00 (v.qr) w.ar) _ ~aqr)
gipam ( ( ) t
®.ar) y;n _ 24
th =
Z) Gn 1—t—t2 @4)
n=

Ispat. Dizinin adi iiretec fonksiyonu ®(t) ile gosterilsin. (17)
yineleme bagintis1 kullamlarak ®(t), t®(t) ve t*>®(t) ifadeleri
uygun bigimde birbirinden ¢ikarilir. Baglangic terimleri ayrildiginda
(24)’teki rasyonel ifade elde edilir. O

Teorem 4. Dizinin iistel iirete¢ fonksiyonu asagidaki bigimdedir:

t" c@e™ —dfeft
Zg(pqr) .: a_ﬁ (25)

Ispat. (23) bagmtisinin seriye yerlestirilmesi ve iistel fonksiyonun
Taylor agiliminin kullanilmasiyla dogrudan elde edilir. o
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Temel Bir Carpim Lemmasi

3-parametreli genellestirilmis kuaterniyonlarin degismeli
olmamasi nedeniyle, @f ve f& carpimlar1 genel olarak birbirinden
farklidir. Asagidaki iki yardimer kuaterniyonu tanimlayalim:

U=1-0,0,(~1)? — 6,0;(=1) — 6,05(=1)" + iLy, + jL,

+ kL, (26)
V = i03(=1)"F,_ + jO,(~1)PF,_, + k6, (~1)7F,_, (27)
Lemma 1. Asagidaki esitlikler gecerlidir:
@B =U+V5V (28)
pa=U—-5V (29)

ispat. Carpimlar (12)’deki kurallar kullanilarak acilir. &g
carpiminin skaler kismi

1—6,0,(aB)? — 0,0;(af)? — 0,05(aB)"

bi¢gimindedir ve @8 = —1 oldugundan (26)’daki U kuaterniyonunun
skaler kismina esittir. i bileseni, reel birimle yapilan ¢arpimlardan
gelen a? + BP = L, terimi ile jk ve kj ¢arpimlarindan gelen karma

terimlerin toplamidir. Karma terimler i¢in
03(alp” —a”p?) = O3(ap)" (a?" = BT

olur. (aBf) =(-1)" ve a?T—pIT =+5F_, esitlikleri

kullamldiginda bu ifade 564 (—1)"F;—, degerine esit olur;

dolayisiyla i bileseni L, + V56, (—1)"F;_, bi¢imindedir. Benzer

bicimde ki =6,j ve ij =0,k kurallar1 kullanilarak j ve k

bilesenleri sirasiyla L, + V56, (—DPE._, ve L, + V56, (—1DIE,_4

ifadelerine  indirgenir. Bu bilesenler (26) ve (27) ile
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karsilastirildiginda (28) esitligi elde edilir. A& carpiminda a ile
p’nin rolleri yer degistirir; skaler kisim ile Lucas terimleri
degismezken karma terimlerin isareti degisir. Boylece (29) esitligi
elde edilir. o

Temel Ozdeslikler

Vajda, Catalan, Cassini ve d’Ocagne 6zdeslikleri Fibonacci
ve Gibonacci sayilart i¢in klasik sonuglardir (Koshy, 2018; Vajda,
1989). Bu bolimde s6z konusu oOzdesliklerin KG3PGK igin
karsiliklar1 verilmektedir.

Teorem 5 (Vajda Ozdesligi). x, v ve z keyfi tam sayilar olmak {izere

asagidaki 6zdeslik gecerlidir:

g(P.q.T)g(P.q‘T) _ g)(cpian)g(an) - A(—l)xFy(UFZ _ VLz) (30)

x+y x+z x+y+z

Ispat. (23) Binet-benzeri formiilii sol tarafa uygulanir. Ayn1 kéke ait
karesel terimler sadelesir ve cd = A bagntisiyla yalmizca karigik
carpimlar kalir. Lemma 1 ile Fibonacci ve Lucas sayilarinin Binet
formiilleri kullanildiginda (30)’un sag tarafi elde edilir. O

(p,q,7) = (1,2,3) secildiginde bu teorem, ardisik Gibonacci
3-parametreli genellestirilmis kuaterniyonlar: i¢in daha once elde
edilen Vajda-tipli 6zdeslige indirgenir.

Sonuc 1 (Catalan Ozdesligi). Teorem 5’te z = —y alimirsa

2
00060 — (600~ sy (B HvE,)  GI)

x+y

elde edilir. Bu sonucta Fibonacci ve Lucas sayilarinin negatif indeks
bagintilar ile iki kat indeks bagintisindan yararlanilmistir.

Sonug 2 (Cassini Ozdesligi). Sonug 1’de y = 1 alinirsa

2
GG - (627) =AWy (Y



esitligi elde edilir.
d’Ocagne Ozdesligi

Teorem 6. m ve n keyfi tam sayilar olmak lizere asagidaki esitlik
gecerlidir:

goanglan) _ goangoan) = A(—1)"(UF,, + Vi) (33)

n+1

Ispat. Binet-benzeri formiil sol tarafa uygulandiginda ayn1 koke ait
terimler sadelesir ve geriye iki karisik carpim kalir. Lemma 1 bu
carpimlara uygulandiktan sonra Fibonacci ve Lucas sayilarinin Binet
formiilleri kullanilir. Boylece (33) esitligi elde edilir. o

Bu sonug, kisitlanmamis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari ile
ardisitk  katsayili  Gibonacci  3-parametreli  genellestirilmis
kuaterniyonlar i¢in bilinen d’Ocagne 6zdesliklerini ayn1 ¢ercevede
genellestirir.

Bir Komiitatér Ozdesligi

Onerilen cercevenin &nemli bir yonii, degismeli olmama
etkisinin acik bicimde gosterilebilmesidir.

Teorem 7. m ve n keyfi tam sayilar olmak tizere

GRangPan — oangean = 2A(=1)"VF, . (34)
esitligi gecerlidir.

Ispat. Binet-benzeri formiil kullanildiginda komiitatdr, iki yardimei
kuaterniyonun ¢arpim farki ile karakteristik koklerin capraz carpim
farkinin ¢arpimina indirgenir. Lemma 1 ve Fibonacci sayilarinin
Binet bagmtist bu iki farki sirasiyla V' ve bir Fibonacci terimi
cinsinden verir. Sadelestirme sonucunda (34) elde edilir. o

Teorem 7’nin 6nemli bir sonucu, dizinin herhangi iki teriminin
komiitatoriinin m ve n’den bagimsiz olan aym V saf
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kuaterniyonunun reel bir kati olmasidir. V' yalmizca p, q, r
kaydirmalar1 ile 64, 6,, 65 cebir parametrelerine bagliyken,
Gibonacci baslangic degerlerinin etkisi tek bir A = a? + ab — b?
skaler carpaninda toplanmaktadir. Dolayisiyla degismeli olmama
engeli bitilinliyle V tarafindan belirlenir. Asagidaki sonug¢ bu
gbzlemi, dizinin degismeli olma kosulu biciminde ifade etmektedir.

Sonug 3. 6,0,0; # 0 ve A # 0 olsun. Bu durumda dizinin
biitiin terimlerinin ikiserli olarak degismeli olmas1 i¢in gerek ve
yeter kosul p = q = r olmasidir.

Ispat. p = q =1 ise F, = 0 oldugundan (27)’den V = 0
bulunur ve (34)’ten biitiin komdiitatorler sifir olur. Tersine, biitiin
terimler ikiserli olarak degismeli olsun. (34)’te n = m + 1 alinirsa
F; =1 ve A#0 oldugundan V =0 elde edilir. 6,0,60; #0
oldugundan (27)’den F,_, =F._, =FE,_, =0 bulunur. F =0
esitligi yalnizca k = 0 i¢in saglandigindan p = ¢ = r olur. O

a ve b ikisi birden sifir olmayan tam sayilar oldugunda A #
0 kosulu kendiliginden saglanir. Gergekten b = 0 ise A = a? # 0
olur; b # 0 iken A =0 esitligi a/b oraninin irrasyonel (—1 *
V/5)/2 degerlerinden birine esit olmasini gerektirir.

Diger Ozdeslikler

KG3PGK dizisi Fibonacci yinelemesini sagladigindan
standart toplama mekanizmas1 bilesen bazinda genisler. Ozellikle

B = By GO + By GPa4T) (35)
ve
n
Z ggp,q,r) _ T(lzirzl.r) _ 1(p,q,r) (36)
=0
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Ozdeslikleri elde edilir. Bu esitlikler karsilik gelen Gibonacci
0zdesliklerinden bilesen bazinda da kanitlanabilir.

Teorem 8. m ve n keyfi tam sayilar olmak iizere asagidaki
esitlikler gecerlidir:

g(p,q.r) + (- 1)ng(pqr) =1L, (pqr) (37)

m+n

(».q.7) (Dng(pqr) Fn(g(pqr)_l_g(pqr)) (38)

m+n m+1

Ispat. af =—1 oldugundan (—1D)"a™ ™ =p" ve
(=D™*B™™ = a™ olur. (23) Binet-benzeri formiilii kullanildiginda,
ortak a — B paydasi disinda (37)’nin sol tarafindaki @ ve S
terimlerinin katsayilart sirasiyla ca™(a™ + ™) ve —df™(a™ +
B™) bigiminde toplanir. @™ + ™ = L,, oldugundan (37) elde edilir.
Benzer bigimde (38)’in sol tarafi F,(c&a™ + dfB™) ifadesine
esittir. Ote yandan a + =% = /5 ve f + =1 = —V/5 oldugundan
GPa 4 P — cagm 4 dBB™ bulunur ve (38) elde edilir. 0

(37) oOzdesligt n=1 i¢cin (17) yineleme bagmtisina
indirgenir; n =m alindiginda ise G, par) | (—1)™G, ®ar) —

LGP elde edilir.

Teorem 9. Her n > 1 tam sayist i¢in asagidaki toplam
formiilleri gecerlidir:

Z 92(1; an - gran _ cean (39)

Z g(p ar) _ z(ﬁ,g,lr) _ 1(p,q,r) (40)
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ispat. (17) bagmtisindan g% = g7 _ gBaD o gbaT)

20-1 — J2¢ 20-2
war) _ ~War)
24+1 24—-1

toplandiginda toplamlar teleskopik hale gelir ve (39) ile (40) elde
edilir. o

yazilabilir. Bu esitlikler ¢ =1,2,...,n igin

Teorem 10. m bir tam say1 ve n = 0 olmak iizere asagidaki binom
toplamlari gegerlidir:

n
m ~@ar) _ ~mar)

Z(k)gm+k - Im+2n (41)

k=0
n

n

Yok () gha = goan “2)
k=0

Ispat. a? = a + 1 oldugundan binom teoremi ile Yj_o(})a* =
(1+ a)" = a®® bulunur; ayni esitlik B i¢in de gecerlidir. Bu
bagintilar (23) formiiliinde kullanildiginda (41) elde edilir. Benzer
bigimde a’—1=a ve p>—1=p oldugundan

reo(—D*(Da? = (a® — 1)™ = a™ olur ve (42) elde edilir. 0

Teorem 11. Tanim 1°de a=b =1 alarak elde edilen
kisitlanmamis Fibonacci 3-parametreli genellestirilmis kuaterniyon

:Fn(p’q‘r) = Fy + iFnyp +jFuiq + kFpir

ile gosterilsin. Bu durumda her n tam sayisi i¢in asagidaki esitlik
gecerlidir:

P97 = EPID 1 pEPI @)

Ispat. (2) bagintis1 Tanim 1°deki dort bilesene ayr1 ayr1 uygulanirsa
s€ {0,p,q,r} i¢in Gpys = aF,y 5o+ bF,, s, elde edilir. Bu
bilesenler kuaterniyonik tabanda birlestirildiginde (43) bulunur. o
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Teorem 11, Onerilen yapinin kisitlanmamis Fibonacci 3-
parametreli genellestirilmis kuaterniyonlarinin dogrusal bir birlesimi
oldugunu gosterir. Dolayistyla Gibonacci baslangi¢ degerleri yapiya
yalnizca dogrusal katsayilar olarak girer.

Teorem 12. Her n tam sayisi i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir:

gr(ﬁg,r) 'Bg(pqr) = cham™ (44)
G2 — g = dpp" 45)

Ispat. (23) formiilii kullanildiginda g,?i"}'” BG, ®.47) ifadesinde I
terimleri sadelesir ve @ teriminin katsayisi ca™(a — ) /(a — ) =
ca™ olur. Bu, (44) esitligidir. (45) esitligi a ile B’nin rolleri

degistirilerek ayni bicimde elde edilir. o
Teorem 12, dizinin ardigik terimleri arasindaki oranin asimptotik

davranisini belirlemek i¢in kullanilabilir. Kolaylik amaciyla (14)’e
uygun olarak N(&) = 1 + 6,0,a?? + 6,0;a?7 + 0,0;a*" yazalhm.

Sonug 4. a ve b ikisi birden sifir olmayan tam sayilar ve N(&) # 0
olsun. Bu durumda

hm g(p ,q,T) (g(p .4, r))— — 11m (Q(P 4, r)) g(p ar) _ a (46)

n+1

olur.

Ispat. ¢ =0 esitligi b = af olmasm gerektirdiginden ve f
irrasyonel oldugundan, a ve b ikisi birden sifir olmayan tam sayilar
iken ¢ # 0 olur. (8) gosteriminden G, = ca®/(a — B) + 0(a™%)
yazilabildiginden (19) normu i¢in N(GP?™) = c2a?"N(@)/5 +
0(1) bulunur. Buna gore yeterince bilylik n i¢in g(” 47 tersinirdir

ve (20) formiiliinden (g(pq )) ~1 tersinin bilesenleri O(a™™)

mertebesindedir. (45) esitliginden

--30--



GtV G = a+ dprBGP )T

yazilabilir. ™ = (=1)"a™™ oldugundan sag taraftaki ikinci terim
O (a~?™) mertebesindedir ve n — oo iken sifira gider. Soldan ¢arpim
igin (GPUNTGRTY = a+dprGPT T esitigi
kullanilarak ayni sonug elde edilir. O

Sonu¢ 4, ardistk Fibonacci sayilarimin oraninin altin  orana
yakinsamasi sonucunun KG3PGK i¢in degismeli olmayan bir
karsihigidir. N(&) # 0 kosulu, 6;, 8, ve 65 ayni isaretli oldugunda
(6rnegin Hamilton kuaterniyonlarinda) kendiliginden saglanir.

Ozel Durumlar

Onerilen yap1, daha dnce incelenmis ¢ok sayida kuaterniyon
ailesini 6zel durum olarak kapsamaktadir. Tablo 1 bu indirgemelerin
baslicalarin1 gostermektedir.

Tablo 1. Onerilen yapinin baslca ozel durumlar

Kosullar Elde edilen dizi
p=1,q=2,r=3 Gibonacci 3-parametreli
genellestirilmis kuaterniyonlari
0:=0.=0:=1 Kisitlanmamig Gibonacci Hamilton
kuaterniyonlari
a=b=1 Kisitlanmamig Fibonacci 3-
parametreli genellestirilmis
kuaterniyonlari
a=1,b=3 Kisitlanmamig Lucas 3-parametreli
genellestirilmis kuaterniyonlari
a=b=1, (p,q,r)=(1,2,3) Fibonacci 3-parametreli
genellestirilmis kuaterniyonlari
a=1, b=3, (p,q,1)=(1,2,3) Lucas 3-parametreli genellestirilmis
kuaterniyonlari
0:=0.=0:=1, (p,q,r)=(1,2,3) Klasik ardigik Gibonacci
kuaterniyonlari

Kaynak: Yazar tarafindan olusturulmustur.
Bu 06zel durumlar, Tanim 1’in yalnizca bir gosterim
degisikligi olmadigini; dizi parametreleri (a,b), kaydirma
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parametreleri (p, q,7) ve cebir parametreleri (64, 0,, 63) bagimsiz
bicimde degistirilebilen ortak bir parametre uzayi sundugunu
gostermektedir.

Sonug¢

Bu calismada Gibonacci dizisinin keyfi baslangi¢ kosullari,
kuaterniyon katsayilarindaki keyfi indeks kaydirmalari ve 3-
parametreli genellestirilmis kuaterniyon cebirinin ii¢ cebirsel
parametresi tek bir yap1 iginde birlestirilerek kisitlanmamig
Gibonacci 3-parametreli genellestirilmis  kuaterniyonlari
tanitilmistir. Bu yeni aile i¢in Binet-benzeri formiil, adi ve iistel
iirete¢ fonksiyonlari, eslenik, norm ve ters eleman ifadeleri elde
edilmistir. Bunlara ek olarak indeks toplama, tek ve cift indisli
toplam ve binom toplami 6zdeslikleri ile ardisik terimlerin oranina
iligkin bir limit sonucu verilmistir.

Yapmin temel oOzelliklerinden biri, Lemma 1’de verilen
asagidaki ayrisimdir:

@B =U+Vs5V, Ba=U-+5V

Bu ayrisim cebirin  simetrik  ve degismeli olmayan
bilesenlerini  birbirinden ayirmaktadir. S6z konusu ayrigim
kullanilarak Vajda, Catalan, Cassini ve d’Ocagne 0&zdeslikleri
kompakt bigimde elde edilmistir. Ayrica elde edilen

g-f::'q’r)gflp’q’r) — gflp'qrr)ggfrqrr) — ZA(_l)mVFn_m

komiitator 6zdesligi, dizinin degismeli olmama davranisinin V ile
kontrol edildigini, keyfi Gibonacci baslangi¢c degerlerinin etkisinin
ise A = a? + ab — b? skalerinde toplandigini gdstermektedir. Buna
dayanarak, dejenere olmayan cebirlerde dizinin degismeli olmasi
icin gerek ve yeter kosulun p = q = r oldugu gosterilmistir.
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Onerilen aile, daha 6nce incelenen g¢esitli kuaterniyon
dizilerini 6zel durum olarak kapsamaktadir ve bu nedenle sonraki
caligmalar i¢in birlestirici bir ¢cergeve sunmaktadir. Gelecekte matris
gosterimleri, determinant ve karakteristik polinom formiilleri,
sonsuz seri 0zdeslikleri, genel binom doniistimleri, {irete¢ matrisleri,
daha yiiksek mertebeden yinelemeli dizilere dayali genisletmeler ve
yapinin hibrit sayilar (Ozdemir, 2018; Szynal-Liana & Wtoch, 2019)
gibi farkli say1 sistemlerine aktarilmasi incelenebilir.
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BOLUM 3

AN AXIOMATIC REVIEW OF
KLEENE ALGEBRAS

ELIiF ALTINAY OZASLAN!

Introduction

Kleene algebra provides an algebraic framework for reasoning about
systems in which actions may be combined by choice, sequential
composition, and finite iteration (Kozen, 1994). As Kozen (1994)
observed, instances of these algebraic structures appear across di-
verse domains of theoretical computer science, including relational
calculi (Ng, 1984; Ng & Tarski, 1977), language and automata the-
ory (Kuich, 1987; Kuich & Salomaa, 1986), algorithm design and
shortest-path formulations (Aho et al., 1975; Mehlhorn, 1984), and
formal program semantics (Kozen, 1981). Within regular expres-
sions, the primary operations naturally reflect set union, sequence
concatenation, and the Kleene star operator (Kozen, 1997/2012;
Kuich & Salomaa, 1986). In mobile robotics, paths through a map
can similarly be represented by concatenating finite motion primi-
tives and choosing among alternative feasible motions (Ozaslan &
Ozaslan, 2026). The ordering and repeated execution of tasks in an
automation system provide another example in which the expressive
power of Kleene algebra can be utilized.

10gr. Gor. Dr., Kastamonu University, Faculty of Science, Department of Mathe-
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The significance of Kleene algebra becomes evident from the
diversity of its application areas: many properties shared by these ap-
parently different structures can be derived from a small collection
of algebraic axioms. Rather than proving the same result separately
for languages, relations, graphs, or other concrete models, one can
reason abstractly with the operations +, -, and *. Any identity or in-
equality established from the Kleene algebra axioms then holds in
every model satisfying those axioms. This axiomatic viewpoint, fol-
lowing Kozen (1994), is the main perspective adopted in this chapter.

This chapter offers a self-contained survey of the axiomatic
basis of Kleene algebras and investigates their core algebraic charac-
teristics. We begin with the basic notions required for the discussion,
including binary relations and reflexive transitive closure, binary op-
erations, monoids, semirings, idempotent semirings, and the canoni-
cal order induced by idempotent addition. We also recall alphabets,
strings, and concatenation in preparation for the language model of
Kleene algebra (Kozen, 1997/2012; Kuich & Salomaa, 1986).

Building upon these structures, we examine Kleene algebras
within the axiomatic framework formulated by Kozen (1994). We re-
view basic properties of the star operation, including its monotonicity
and its characterization as the least reflexive and transitive element
containing a given element. We also present several useful algebraic
identities, including the denesting and shifting rules, and conclude
by showing that the star operation yields the least solution of linear
equations of the form b + aX = X, a fact closely related to classical
path algorithms on graphs (Aho et al., 1975; Mehlhorn, 1984).

Preliminaries

This section establishes the preliminary terminology, definitions, and
elementary facts required throughout our discussion.
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Binary relations

Given a set X, a binary relation R over X is defined as any collection
of ordered pairs formed from X, i.e., an arbitrary subset R C X x X:

RSXxX={(x,y |xyeX)

The relation R is reflexive whenever (x,x) € R holds for every el-
ement x € X, and transitive whenever (x,y) € R together with
(v,2) € R guarantees (x,z) € R. Designating the diagonal (identity)
relation by
I ={(xx)]|xeX},
reflexivity is simply the condition 1 C R. As developed later, this
relational perspective extends directly to arbitrary Kleene algebras.
Composition of two binary relations R and R’ yields a new relation
specified by:
RoR’ = {(x,2)|3y € X such that (x,y) € Rand (y,z) € R"}

A relation R is transitive if R o R C R.

The reflexive transitive closure of R, denoted R’, is character-
ized as the minimal relation satisfying 1 € R’, R € R’, and closed
under composition (R" « R” C R"). Relation algebras equipped with
a transitive-closure operation were studied by Ng and Tarski (1984;
1977). Their setting is closely related to Kleene algebra, but their
completeness result relies on the presence of a converse operator and
therefore concerns a proper subclass of Kleene algebras in the sense
of Kozen (1994).

We refer to a binary relation < on X as a partial order provided
it fulfills three properties:
* reflexivity: x < x for each x € X;
+ antisymmetry: x <y and y < x jointly imply x = y;

* transitivity: x < y together with y < z ensures x < z.
--48--



Binary operations and basic properties

Suppose that X is a non-empty set. A binary operation o on X assigns
to each pair (x,y) € X x X aunique image x oy € X,

o: X xX - X,

written (x,y) = x o y.

Such an operation is associative whenever

(xoy)oz=xo(yoz)

for all x,y,z € X.

It is commutative if

Xoy=yox

forallx,y € X.

A designated element e € X acts as a two-sided identity ele-
ment for o if
eox=xoe=x
forall x € X.
An element x € X is called idempotent with respect to o if

XoXxX = X.

Monoids and semirings

A structure (S, o) forms a monoid if the operation o is associative and
admits an identity element.

Expanding this concept, a semiring consists of an algebraic
structure (S, +, -, 0, 1) where (S, +,0) constitutes an abelian monoid
and (S, -, 1) forms a monoid, tied together by two structural laws:

* two-sided annihilation by the additive identity element O:
0O-a=a-0=0
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* two-sided distributivity of multiplication over addition: for
alla,b,c € S,

a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c
When the additive operation is idempotent, the structure is
called an idempotent semiring:
a+a=a
foralla € S.

Multiplication a - b is abbreviated by juxtaposition ab.

Canonical order on idempotent semirings

Every idempotent semiring (S, +, -, 0, 1) naturally carries a partial or-
der < induced by its additive structure, specified by

a<bhb < a+b=>

Proposition 1. The relation < defines a partial order on S.

Proof. Reflexivity: For any a € S, idempotence of + givesa+a = a,
hence a < a.

Antisymmetry: Suppose a < band b < a. Thena+b = b
and b + a = a. By commutativity of +,

a=b+a=a+b=0>b,
soa =b.
Transitivity: Suppose a < band b < c. Thena + b = b and
b + ¢ = c. Using associativity of +,
atc=a+b+c)=(a+b)+c=b+c=c,

soa <c. ]
Proposition 2. Suppose (S, +,-,0, 1) is an idempotent semiring with
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canonical order <. Forall a,b € S,

a<b & 3dxeSsuchthata+x=>b.

Proof. Ifa + x = b for some x € S, then
a+b=a+(a+x)=(a+a)+x=a+x=0>

using associativity and idempotence of +. Conversely, ifa + b = b
then taking x = b yields a + x = b. [

The canonical order is compatible with + and - in the follow-
ing sense:

Proposition 3. Suppose (S, +,-,0, 1) is an idempotent semiring with
canonical order <. Then, for all a,b,c,d € S:

(i) Ifa<bthena+c<b+candc+a<c+b.
(ii) If a < b then ac < bc and ca < cb.
(iii) Ifa < band c < d then ac < bd.

Proof. Suppose a < b.

(1)
a+b=>b
(a+b)+c=b+c
(a+b)+c+c=b+c
(a+c)+(b+c)=b+c
a+c<b+c.
(i1)



a+b=>
(a+b)c = bc
ac + bc = be

ac < be.

(i) Ifa<bandc <dthena+b=bandc+d =d.
ac+bd =ac+ b(c+d)
=ac + bc + bd
=(a+b)c+bd
= bc + bd
=b(c+d) =bd.
O

Proposition 4. Suppose (S, +, -, 0, 1) is an idempotent semiring with
canonical order <. The element a + b serves as the supremum (least
upper bound) of a and b relative to <.

Proof. We first verify that a + b bounds both elements from above.

Indeed,
a+(a+b)=(a+a)+b=a+b,

which implies a < a + b. In like manner,
b+(a+b)=0b+a)+b=a+b

via commutativity and idempotence of +, so b < a + b.

Next, consider any upper bound ¢ € § satisfying a < ¢ and
b < ¢, which signifies that a + ¢ = ¢ and b + ¢ = ¢. By associativity,
(a+b)+c=a+b+c)=a+c=c
demonstrating a + b < c. We conclude that a + b is the least upper

bound of a and b. ]
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Lemma 5. Suppose (S,+,-,0,1) is an idempotent semiring with
canonical order <. For any elements a,b,c € S, if a+ b < c then
a<candb < c.

Proof. Sincea + b < ¢, weknow (a+b) +c =c.
a+c=a+@a+b+c)=(@a+a)+b+c)=a+b+c=c.

Thus, a < c. Similarly, b < c. O

Alphabets, strings, and concatenation

We briefly recall standard notions from automata and formal lan-
guage theory; see Kozen (1997/2012) and Kuich and Salomaa (1986)
for detailed treatments.

Let 2 denote an alphabet, that is, a finite collection of primi-
tive symbols (letters), typically written a, b, c, ... . For instance, £ =
{a, b} forms a binary alphabet.

A word (or string) over X is a finite sequence of symbols
drawn from X, denoted x, y, z, ... .

The sequence containing no symbols is the null string €, hav-
ing length zero by convention.

The collection of all finite words over X, including e, is de-
noted by the Kleene closure £*. For example, if £ = {a, b}, then

X* ={e€,a,b,aa,ab, ba,bb,aaa,aab,abb, ...}.
By standard convention, @* = {¢}.

The basic operation on strings is concatenation. Given strings
x and y, their concatenation is the string xy obtained by appending y
to the end of x. Concatenation is associative:

(xy)z = x(yz)
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for all strings x, y, z, and the empty string € is an identity element:
€X =XE =X

for all strings x. Thus, (X%, -, ¢) is a monoid, where - denotes con-
catenation.

Lifting this concatenation to languages (subsets A,B C X*),
the product language is defined elementwise:

AB={xy|xe€A, yeB}.
This operation extends word concatenation to subsets of £* and

serves as multiplication in the language-theoretic model of Kleene
algebra.

Kleene Algebras

In the previous section we introduced idempotent semirings and the
canonical order on them. We now add a unary star operation to this
algebraic structure and define Kleene algebras axiomatically. The
literature contains several inequivalent definitions of Kleene alge-
bra (Kozen, 1981; Kuich & Salomaa, 1986); throughout this chapter
we follow the equational and Horn axiomatization of Kozen (1994).

*

Definition 6. 4 Kleene algebra is an algebraic structure (%, +,-,%,0, 1)

where J is a set containing 0 and 1, equipped with binary operations

+, -, and a unary operation *, satisfying the following axioms:

Associativity of +: a+ (b+c) = (a+b) +c¢ (1)
Commutativity of +: a+b =>b +a (2)
Identity element for +: a+0=0+a=a 3)
Associativity of -: a(bc) = (ab)c 4)
Identity element for -: al = la =a (5)
Annihilator for -: a0 = 0a = 0 (6)

Left distributivity of - over +: a(b + c¢) = ab + ac (7)
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Right distributivity of - over +: (a + b)c = ac + bc (8)

Idempotence of +: a+a =a 9)
1 +aa* =a* (10)
l+a*a=a" (11)

b+ax<x = a'b<x (12)
b+xa<x = ba* <x (13)

Here, the order < is defined by
a<b < a+b=hb. (14)

Axioms (1)—~9) characterize (%, +, -,0, 1) as an idempotent
semiring, while the remaining axioms (10)—(13) govern the behavior
of the iteration operator *. Consequently, a Kleene algebra is pre-
cisely an idempotent semiring augmented with a star operator subject
to (10)—(13). We will refer to the axioms (12) and (13) as the Horn

axioms.

The Horn axioms are induction principles: they assert that
a*b (respectively ba*) is the least prefixpoint of the monotone map
x = b+ax (respectively x = b+xa). Inthe theory of programs and dy-
namic algebras one also encounters a stronger infinitary s-continuity
condition, asserting that star is the supremum of its finite approxi-
mants; the relationship between induction and *-continuity was ana-
lyzed by Kozen (1981). The axiomatization used here is finitary and
does not assume x-continuity (Kozen, 1994).

Moreover, due to the Proposition (1), < is a partial order.
More explicitly, it satisfies the properties of reflexivity (@ < a),

antisymmetry (a < bandb < a = a = b), and transitivity
(a<bandb<c=a<c).

We now consider two standard models of Kleene algebra.
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Example 7 (Kleene algebra of all subsets of ~*). Fix a finite al-
phabet X and consider the power set ?(X*). This is the standard
language-theoretic model of Kleene algebra, often called the algebra
of regular events when restricted to regular sets (Kozen, 1994, 1997/
2012; Kuich & Salomaa, 1986).

We define the operations as follows. For A,B C X*,

* addition (join) is set-theoretic union:

A+B=AUB,

» multiplication is set concatenation (as defined above):

AB={xy|xe€A, ye B},

+ the additive zero is the empty set:

0=0,

+ the multiplicative unit is the singleton containing the empty
string:
1= {e}.

For A C X*, we define
A° = (¢}, A"l = A"A forn >0,

and
A* = U A",

n>0
Equivalently, A* is the least subset X € £* such that
{e}€X and XA CX.
With these operations, (P (X*), +,+,*,0, 1) is a Kleene algebra.

Example 8. (Kleene algebra of binary relations) For arbitrary
set X, the family of all binary relations on X provides another
foundational model of Kleene algebra under union, relation compo-
sition, and reflexive transitive c_l_%%l_l_re (Kozen, 1994); the relational



setting with transitive closure was studied extensively by Ng and
Tarski (1984; 1977). We define the operations as follows. For any
relation R, R’ defined on X,

addition (join) is set-theoretic union:

R+R =RUR’

» multiplication is the relational composition:

RoR = {(x,z)|3y € X such that (x,y) € Rand (y,z) € R"}

the additive zero is the empty relation:

0=20,

the multiplicative unit is the identity relation:

1 ={(x,x)x € X}.

For any relation R defined on X, we define
RO = {(x,x)lx € X}, Rl =R"oR forn >0,

and
R*= [ JR"

n>0
With these operations, the family of all binary relations on X is a

Kleene algebra.

By construction, R* is the reflexive transitive closure of R,
that is, the least reflexive and transitive relation containing R.

Algebraic Properties of Kleene Algebra

In this section, we present the basic algebraic properties of Kleene
algebras.

Proposition 9. /n any Kleene algebra, all operators are monotone
with respect to the order <.
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Proof. Due to the Proposition (3) we know the monotonicity of the
operators + and -. It remains to show that the % operator is monotone
with respect to the order <. More explicitly, we want to show that if
a < b then a* < b*.

Suppose a < b. Then,

ab* < bb* monotonicity of -
1 +ab* <1+ bb* monotonicity of +
1 +ab* < b* axiom(10)
Due to the Axiom (12), last inequality implies that a* < b*. O

Proposition 10. The Horn axioms (12) and (13) are equivalent to
ax <x=>a'x<x (15)

xa<x=xa*<x (16)

Proof. We first prove that the Horn axiom (12) implies the axiom
(15). Suppose that ax < x. Then,

X+ax <x+x=x.

The Horn axiom (12) implies that a*x < x.

Conversely, we wish to prove that the axiom (15) implies the
Horn axiom (12). Suppose b + ax < x. We need to show a*b < x.
Since b + ax < x, by Lemma (5), we get b < x, and ax < x . Due to
the axiom (15), a*x < x.

Thus, by monotonicity of -, a*b < a*x < x. ]

Proposition 11. Suppose K is a Kleene algebra. For any a € F,
the following inequalities hold:

(i) a* =a" +1

i) 1 <a*
(ii) -



(iii) aa* < a*, and a*a < a*,
(iv) a < a*
(v) a*a* < a*
Proof. For part (i), due to axiom (10),
at*=aa*+1=aa*+(1+1)=(aa*"+1)+1=a" +1.

Part (ii) follows immediately from (i).

For part (iii),
aa* +a* = aa* + 1+ aa*
=1+ aa* (by idempotence of +)
=a* (by axiom (10)

Thus, aa™ < a*.

For part (iv), we multiply the inequality 1 < a* on the left by
a to get
a < aa*. (17)
By using (iii), we get
a <aa* <a*. (18)

By transitivity of the relation <, we geta < a*.

For part (v), recall aa* < a* from (iii). Due to the implication
(15), we get
a‘a* < a* (19)

O

Definition 12. Suppose F is a Kleene algebra. An element x €
is said to be reflexive if 1 < x; and transitive if xx < x.

We say that x contains a if a < x.

Proposition 13. Suppose K is a Kleene algebra. For any a € %,
a* is the least reflexive, transitiveSSIement containing a.



Proof. Due to Proposition (11), a* is a reflexive and transitive ele-
ment containing a. Now, suppose that x is any element of % such
that 1 < x, xx < x, and a < x. We wish to show that a* < x.

a<x
ax < xx (by monotonicity of -)
I +ax <1+xx (by monotonicity of +)
l+ax<x+x (since x is reflexive and transitive)
l+ax <x (by idempotence of +)

Due to Horn axiom (12), a* < x. Thus a* is the least reflexive, tran-
sitive element containing a. ]

Remark 14. The reflexive transitive closure of a relation, as defined
in the preliminaries, coincides with this definition. In the special case
of relation algebras, Ng and Tarski obtained completeness results for
transitive closure in the presence of converse (1984; 1977); Kozen’s
axiomatization applies uniformly without requiring converse (Kozen,
1994).

Proposition 15. /n any Kleene algebra, the following equalities
hold:
(i) a*a* = a*
(ii) a*a = aa*
(iii) a** = a*

(iv) a* = (aa)* + a(aa)*

Proof. We prove these equalities by showing the inequality in both
directions.

For part (i), we recall the inequality a*a* < a* from Proposi-
tion (11)-(v). For the reverse inequality,

a*a* =a*(1 + aa*)68 a* +a*(aa*) > a* (20)



(20) implies a*a* = a*.
For part (ii), we use axiom (10):
1 +aa* <a*
a(l + aa*) < aa*
a+ a(aa*) < aa*
Due to the (12), a*a < aa*.

Conversely, we use axiom (11):
l+a*a<a*
(1 +a*a)a < a*a
a+ (a*a)a < a*a
Due to the (13), aa® < a*a. Both inequalities imply a*a = aa*.
For (ii1), we first use the monotonicity of operator *:
a<a*
a* < (a*)* = a**.
For the reverse inequality, we use (i) and Proposition (11)-(i):
1+a*a*=1+a* =a".
Thus, 1 + a*a* < a*. Axiom (12) implies, (a*)* < a*.
For property (iv), we start by proving that
(aa)* + a(aa)* < a*.
We can obtain it from the following
a<a*
aa < aa* < a*
(aa)* < a** = a*
a(aa)* < aa*
alaa)* < a* (since aa* < a*)

(25), (27) and idempotency of +, imply the desired inequality.
--61--

21

(22)

(23)
24)
(25)
(26)
27)



Conversely, to prove
a* < (aa)* + a(aa)*, (28)

by applying the axiom (12), it suffices to show

1 +a((aa)* + a(aa)*) < (aa)* + a(aa)*. (29)
We obtain it by
1 +a((aa)* + a(aa)*) = 1 + a(aa)* + aa(aa)* (30)
<1+a(aa)* + (aa)* (31)
< a(aa)* + (aa)* (32)
since 1 < (aa)* ]

Proposition 16. Suppose K is a Kleene algebra. For any a,b,c €
F, if ab = bc then a*b = bc*.

Proof. We show each inequality and then use antisymmetry of < to
conclude equality.

We start by proving that a*b < bc*. By Horn axiom (12), it is
sufficient to show
b+ a(bc*) < bc*. (33)
ab = bc implies ab < bc. Moreover, we have
c<c*
bc < bc*
by monotonicity of <. Thus, we get ab < bc < bc*. Then, by asso-
ciativity of -, monotonicity of <, and

ab < bc* (34)
(ab)c* < (bc*)c* (35)
a(bc*) < b(c*c*) (36)
a(bc*) < bc* (since c*c* = ¢¥) (37)

1 < ¢* implies b < bc*. I%Ignce, by using monotonicity of <,



and idempotence of +, we obtain

b+ a(bc*) < bc* + bc* = bc*.

For the reverse inequality, (13), it suffices to show

b+ (a*b)c < a*b. (38)

ab = bc implies bc < ab. We then use similar arguments:
a*(bc) < a*(ab) (39)
(a*b)c < (a*a)b < a*b (since a*a < a*) (40)

1 < a* implies b < a*b. Hence, we get the desired inequality
b+ (a*b)c < a*b + a*b = a*b.
O
Proposition 17. (Denesting Rule) Suppose F is a Kleene algebra.

Foranya,b e I,
(a+b)* = (a*b)*a* (41)

Proof. We show each inequality and then use antisymmetry of < to
conclude equality.
First, we want to prove the inequality
(a*b)*a* < (a + b)*. (42)
Since a < a + b, by monotonicity of *,
a* < (a+b)*. (43)
It is easy to see that

b<a+b< (a+b)*. (44)

Using (43), and (44) and the monotonicity of the % operation,
we get
atb<(a+b)*(a+b)* = (a+b)*. (45)
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By applying the operator * to the inequality above, we derive
(@*b)* < (a+b)** = (a+b)*. (46)

Thus, by using (43) and (46), and monotonicity of -, we obtain
the desired inequality (42).

For the reverse inequality, due to the Horn axiom (13), it suf-
fices to show
1+ (a*b)*a*(a + b) < (a*b)*a* 47)
Due to Proposition (11)-(ii) and (iii), we can write the follow-
ing inequalities:
1 < (a*b)*a*, (48)
and
(a*b)*a*a < (a*b)*a*. (49)
We see that
(a*b)*a*b < (a*b)* (because c*c < c* foranyc e H) (50)
Since 1 < a*, by the monotonicity of -, (50) implies

(a*b)*a*bs (a*b)*a* (51)
We conclude the inequality (47) from (48), (49) and (51). [

Proposition 18. (Shifting Rule) Suppose F is a Kleene algebra. For
anya,b € I,
a(ba)* = (ab)*a (52)

Proof. We show each inequality and then use antisymmetry of < to
conclude equality.
We start by proving that
a(ba)* < (ab)*a. (53)
By the Horn axiom (13), it is sufficient to show

a+ (ab)*a_(_lggrz_)_ < (ab)*a. (54)



We can do it as follows:
1 < (ab)* (55)
a < (ab)*a (by monotonicity of -) (56)
We also have
(ab)*a(ba) = (ab)*(ab)a < (ab)*a, (57)
by the Proposition (11)-(iii).

By monotonicity and the idempotency of +, (56) and (57) to-
gether imply the desired inequality (54).

For the reverse, we similarly use the Horn axiom (12). It suf-
fices to prove
a+ (ab)a(ba)* < a(ba)*. (58)

From the arguments above, we get

a < a(ba)*, (59)

and
(ab)a(ba)* = a(ba)(ba)* < a(ba)*. (60)
(59) and (60) imply the inequality (58). ]

Proposition 19. For the linear equation
b+aX =X (61)

defined on any Kleene algebra, where X is a variable, a*b is the
unique least solution with respect to the canonical (natural) order.

Proof. We first check that a*b is a solution, then show it is the least
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one with respect to <.
1 +aa* =a*
(1 +aa*)b=a*b
b+ (aa*)b = a*b distributivity of - over +
b+ a(a*b) = a*b associativity of -

a(a*b) + b = a*b.

Assume that z € F is another solution to (61). Thus, az+b =
z. We wish to show that a*b < z. Since z = (az + b) + z,az + b < z.
Due to (12), a*b < z. O]

Conclusion

In this chapter, we have given an axiomatic overview of Kleene alge-
bras and derived several algebraic properties directly from the finitary
axiomatization of Kozen (1994). These properties underwrite appli-
cations ranging from regular languages and automata (Kozen, 1997/
2012; Kuich, 1987; Kuich & Salomaa, 1986), through relational mod-
els (Ng, 1984; Ng & Tarski, 1977), to path problems in algorithm
design (Aho et al., 1975; Iwano & Steiglitz, 1990; Mehlhorn, 1984)
and the semantics of programs (Kozen, 1981).
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