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YUKSEK KONTRASTLI BILESIK KiRiSLERDE
RIJIT CiSiM MODLARININ ASIMPTOTIK
MODELLEMESI

Onur SAHIN!
Giris
Malzeme 6zellikleri uzaysal olarak degisen kirislerin titresim
analizi, yap1 mekaniginde uzun bir ge¢mise sahiptir. Homojen
olmayan c¢ubuklar ve Kkirigler tlizerine yapilan erken donem
caligmalar, rijitlik ya da yogunluktaki gdrece orta diizeydeki
degisimlerin bile, homojen yapilara kiyasla dogal frekanslar ve mod
sekilleri lizerinde 6nemli farkliliklara yol agabildigini gdstermistir
(6rnegin bkz. Horgan ve Chan, 1999; Elishakoff, 2004; Elishakoft,
2005). Bu calismalar, malzeme heterojenliginin spektral 6zellikler
iizerindeki etkilerinin anlasilmas1 acgisindan temel bir zemin
olusturmus olmakla birlikte, giiclii malzeme kontrasti ile iligkili tekil
etkileri heniiz ele almamustir.

Tabakali ve sandvi¢ yapilar baglaminda, sert bilesenlerin
neredeyse rijit cisim gibi hareket etme egiliminde oldugu, buna
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karsilik yumusak bilesenlerin deformasyonun biiyiik kismin
iistlendigi uzun zamandir bilinmektedir. Bu fikir, klasik sandvig kirig
ve plaka teorilerinin merkezinde yer almaktadir (6rnegin bkz.
Zenkert, 1995; Sorokin, 2004; Chapman, 2013); bu teorilerde
yumusak bir cekirdek, sert yiizeyler arasinda zayif bir elastik
baglanma saglar. S6z konusu ¢alismalar agirlikli olarak egilme veya
dalga yayilimina odaklansa da, bilesik yapilardaki diisiik frekansli
dinamigin, rijit cisim hareketine yakin davranislarla yakindan iliskili
oldugunu ortaya koymaktadir.

Gi¢lii bigimde homojen olmayan elastik sistemlerde diisiik
frekansh titresimler i¢in sistematik bir asimptotik ¢ergeve, yiiksek
kontrastlt ¢ubuklar literatiirinde  gelistirilmistir.  Kaplunov,
Prikazchikov ve ¢alisma arkadaslari, belirgin bir rijitlik kontrastinin
varlig1 durumunda, en diisiik 6z modlarin yumusak bolgelerde kuazi-
statik deformasyon ve sert bolgelerde ise neredeyse rijit cisim
hareketi ile karakterize edildigini gostermistir (Kaplunov ve dig.,
1998; Kaplunov ve dig., 2016). Bu rejimde, karsilik gelen homojen
yapimin rijit cisim modlari, kontrasta bagli kiiclik frekanslara
pertlirbe edilmekte ve boylece kiiresel bir diisiik frekans spektrumu
ortaya cikmaktadir. Benzer fikirler, yiiksek kontrastli periyodik
ortamlarin homojenlestirme teorisinde de gorilmektedir; bu
baglamda sinirli deformasyonlar, sert bilesenlerin rijit cisim
hareketleri etrafinda yogunlasmaktadir (Cherednichenko ve dig.,
2006; Smyshlyaev, 2009; Cherdantsev, 2014).

Bu gelismeler 15181nda, yakin donem c¢alismalarda ¢ubuklar
icin gelistirilen asimptotik teknikler, yumusak ve sert bilesenlerin
ardisik olarak yer aldigi Euler—Bernoulli kirislere genisletilmistir
(Sahin, 2019; Sahin, 2020; Sahin, 2021). Bu ¢alismalarda, giiclii
bigcimde homojen olmayan kirislerin en diisilk 6z frekanslarinin,
boyutu sert bilesenlerin sayis1 tarafindan belirlenen sonlu boyutlu
cebirsel sistemler ile tanimlanabildigi ve sinir kosullariin diisiik
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frekansli modlarin varligi ve ¢oklugu iizerinde belirleyici bir rol
oynadigi gosterilmistir. Ancak mevcut sonuglarin biiyiik bir kismu,
simetrik konfigilirasyonlarla ya da serbest—serbest veya ankastre—
ankastre gibi klasik sinir kosullariyla sinirlidir.

Karma sinir kosullar1 ve yumusak—sert bilesenlerin asimetrik
diizenlenigleri ise, pratik Onemlerine ragmen gorece daha az
incelenmistir. Homojen kirislerde bu tiir konfigiirasyonlar genellikle
birden fazla rijit cisim moduna izin verirken, bilesik kirislerde bu
modlar, malzeme kontrasti ile sinir kisitlar1 arasindaki etkilesime
bagli olarak kismen korunabilir ya da ortadan kalkabilir. Bu
etkilesimin anlagilmasi, tam spektral analiz ile asimptotik
yontemlerin birlikte kullanilmasin1 gerektirmektedir.

Bu boliimde, s6z konusu sorunlar iki temsili model problem
iizerinden ele alinmaktadur. Ilk olarak, yumusak ve sert olmak iizere
iki bilesenden olusan bir kiris incelenmekte; bu yapida yumusak ug
basit mesnetli, sert ug ise serbesttir. Homojen kiris iki adet rijit cisim
moduna sahipken, bu ¢alismada yumusak bilesenin varliginin bu
yapiy1 pertiirbe ettigi, bir sifir frekansin korundugu ve digerinin ise
kiiciik fakat sifirdan farkli bir degere yiikseltildigi gosterilmektedir.
Ikinci olarak, sinir kosullar sirasiyla ankastre ve basit mesnet olan
ii¢ bilesenli yumusak—sert—yumusak bir kiris analiz edilmektedir. Bu
durumda, homojen konfigiirasyona ait iki sifir frekans, iki farkli
kiigiik frekansa doniismektedir. Her iki problem igin de tam
cozlimler elde edilmis ve bunlar asimptotik yaklasimlarla
karsilastirilmig; hem 6z frekanslar hem de yer degistirme profilleri
acisindan miikkemmel bir uyum gézlemlenmistir.

Bu sonuclar, yiliksek kontrastli elastik yapilar literatiirii
baglamina yerlestirildiginde, yumusak bilesenlerin rijit cisim
hareketlerini nasil diizenledigi ve kiigiik frekansli dinamiklerin nasil
ortaya ciktigmma dair ek iggoriiler sunmaktadir. Sunulan analiz,
mevcut asimptotik teorileri, daha oOnce ayrintili bi¢imde ele
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alinmamis olan karma sinir kosullari ve asimetrik konfigiirasyonlara
genisletmektedir.

Problemin ifadesi

Bu béliimde, farkli u¢ kosullarina sahip, uzunluklar1 keyfi
olan yumusak ve sert parcalardan olusan elastik bir kirigin zaman-
harmonik titresim  problemi i¢in  korunum  denklemleri
sunulmaktadir. Ayrica, kirigin her bir bileseninin kendine ait yerel
koordinatlara sahip oldugu ve ara yiizlerde siireklilik kosullarinin
saglandig1 varsayilmaktadir. Bu dogrultuda, n bilesenli bir kiris i¢in
hareket denklemi asagidaki sekilde yazilabilir:

dty o (1)

Burada;

a; =4/ Di/mi , (2)

y; yer degistirmeleri, x; yerel koordinatlari, w agisal frekansi
gostermektedir. Ayrica Ej, I, A ve p sirasiyla Young modiilii, atalet
momenti, kesit alan1 ve malzeme yogunlugu olmak iizere D; = E;l

......

Basit mesnet ve serbest uclu iki bilesenli Kkiris

Simdi, Sekil 1°de gosterildigi lizere, biri yumusak digeri sert
olmak iizere iki bilesenden olusan, bir ucu basit mesnet diger ucu
serbest olan elastik bir kiris ele alinmaktadir. Burada yumusak ve
sert kisimlar sirasiyla beyaz ve siyah renklerle belirtilmistir.



Sekil 1. Yumusak ve sert parcalardan olusan iki bilesenli kirig
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Siireklilik ve ug kosullari;
yi(ly) = y2.(=13)
y1'(l) = y2'(=1y), 3)
d1y1"(l1) = Doy, "(—1y),
diy,"'(lh) = Dy, (—1y)

ve
y1(=l) =0, y'2(l2) =0, “
y'1(=l1) =0, y"2(lz) =0
seklinde yazilir. Simdi, yerel boyutsuz koordinatlar1 ve
olgeklendirilmis frekanslar1 asagidaki gibi tanimlayalim:

x @,
& =T and 2; = [; Z'l: L2 ®)
i 14

Dolayisiyla, hareket denklemi (1), stireklilik kosullar1 (3) ve ug
kosullar1 (4), yeni degiskenler cinsinden sirasiyla
d*y;
dgt

(6)
- ‘Q:LYl =0,



y1(1) = y,(—1),

ly
') = E)’z'(—l),
L (7)
diy,"(1) = (E)ZDZyZH(_l)'

n l n
diy,"(1) = (i)BDZYZ (-1)

ve
y1(=1) =0, y'2(1) =0,
y1(=1) =0, y"2(1) =0 ®)
seklinde yazilir. Son olarak
D, ©)
€ = D_2 K1

ile kiiciik bir parametre tanimlayalim ki bu sert kisimlarin
Young modiiliiniin, yumusak kismin Young modiiliine kiyasla ¢ok
daha biiyiik oldugunu ifade etmektedir.

Tam ¢oziim

Her bir kiris bilesen i¢in hareket denklemlerinin analitik
¢ozlimlerini belirleyelim. Bunun i¢in ilk olarak

b m a (10)
=5 -

my’ a,
boyutsuz  biiylikliikklerini  tanimlayalim.  Denklem  (6)’nin
¢Ozumunin;
yi(§:) = a; cos(2:$;) + b; sin(2;$;) (11)
+c; cosh(£2;¢;) + d;sinh(02;¢)), i=1.2
seklinde trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar cinsinden ifade
edildigi bilinmektedir. Siireklilik kosullar1 (7) ve siir kosullari (8)

D

uygulandiginda, a;, b;, ¢;, d;, katsayilari i¢in bir dogrusal denklem
sistemi elde edilir. Bu sistem in sifirdan farkli ¢6ziimiiniin olabilmesi



icin katsayilar matrisinin determinantinin sifir olmasi gerekmektedir.
Dolayisiyla bu determinanttan

A1, 023,0): = detK (210, £250) =0 (12)
frekans denklemi elde edilir. Burada K (424 ¢, £25);
C1:= cosfly o, S1:=sinf2, o,
Chy:= coshf)y ,, Shy:= sinhf)y ,,
Cy: = cosfly, Sy =sinfl, ,
Chy:= coshfl, , Sh,: = sinhf2, o
olmak iizere
C; Si Chy Shy, —-C, S, —Ch, Sh,
>1 G St o e, sh Ch
Vo Va  Na  Na o T T
M C; MS; MChy MSh
— — ¢, -S, —Ch, Sh,
a a a a
M S, B MC; MSh, MCh S c Sh _ch
ava ava ava ava ? ? 2 2
C; -5 Chy —Shy 0 0 0 0
-C; Si Chy —Shy 0 0 0 0
0 0 0 0 —-C, =S, Ch, Sh,
0 0 0 0 S, —=C, Sh, Ch,

seklinde 8x8 tipindeki matristir.

Yumusak robotik yapilar gibi dikkat ¢ekici 6rneklerin ortaya
cikmasiyla birlikte, malzeme tasarimindaki gelismeler ¢ok agiklikli
kirig problemlerine olan ilgiyi yeniden canlandirmigtir. Bu tiir
sistemlerin temel bir oOzelligi, rijit cisim davranisina yakin
hareketlerle iligkili diisiik frekansli rezonanslarin varligidir; soz
konusu rezonanslar, kararlilik ve dinamik tepki tizerinde belirgin bir
etkiye sahip olabilmektedir (Kaplunov ve dig., 2016, 2019; Rus ve
Tolley, 2015; Majidi, 2014). Bu nedenle, bu boliimdeki analiz, (9)’da
tanimlanan kii¢iik parametre kullanilarak gergeklestirilmektedir.
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Asimptotik Analiz

llgili frekans ve yer degistirme alanlari igin tam analitik
coziimler genellikle elde edilmesi giic oldugundan, bu bdliimde
hareket denklemleri, ¢6ziimleri elemanter fonksiyonlar cinsinden
ifade edilebilen daha basit sinir deger problemlerinden olusan bir
yaptya indirgemek amaciyla bir pertiirbasyon yaklasimi
sunulmaktadir. (9)’da tanimlanan kii¢clik parametrenin dikkate
alinmasiyla, frekanslar ve yer degistirme alanlar1

-Qlfl'=S(Q§0+€le+£2!)2’2+...)’ (13)
Vi =Yioteyi1 +€yi,+ -, i =12
seklinde asimptotik seriler halinde yazilabilir ki bu , kiiresel diisiik

frekans davramgini, yani 02f ~ 25 ~ € seklinde ifade edilen iliskiyi

yansitmaktadir. Burada ayrica

kabulii yapilacaktir. Dolayisiyla, (7)—(8)’de baslangigta verilen
stireklilik ve ug¢ kosullar

y1(1) = y,(—1),
y'1(1) = 612y'2(—1), (15)
y'1(1) = e85y (=),
Y"1 (1 + hy) = €63,y" 5 (hy)
ve
y1(=1) =y"1(-1) =0,y"3(1) =y"3(1) =0 (16)
seklinde ifade edilebilir. Burada
__l1 (17)

olarak tanimlidir. (13) ile verilen asimptotik agilimlarin, (6) hareket
denklemlerinde yerine yazilmasi ile, asagida verilen baskin
mertebeden (leading-order) yaklasim elde edilir:

—11--



d*yi. (18)
=20 — 0,1 =1,23.
agq

Benzer sekilde baskin mertebede, siireklilik ve sinir kosullar
y1(1) = y2(=1),¥'1(1) = 812y (=1), (19)
ve
y1i(—1D) =y"1(-1)=0,y"3(1) =y"3(1) =0 (20)

seklinde yazilir. Dolayisiyla, (18) ve (20) numarali smir deger
problemlerinin ¢oziimleri

Y10 = a;87 + bi&F +ciéy +dy, (21)
V2,0 = G262 + by
seklinde ifade edilebilir. (19)’u uygularsak katsayilar arasindaki
iligki asagidaki gibi bulunur:
1 3
a, = 1_6((1 +2612)a; — by), by = 16 ((1 +2612)a, -

1 1 22)
€1 = _1_6((9 + 2613)a, —9by),dy = _1_6((11 + 6613)a;

Simdi, bir sonraki mertebe analizine gecelim. Birinci sert
bilesen i¢in hareket denklemleri

d43’2,1
dét

seklinde yazilabilir. Bu durumda stireklilik ve smir kosullar
sirasiyla

(23)

- 93,03’1,0 =0

dz}’z,1 | _ idz}ﬁ,o |
dgz T 67, dgE BTV
A’y | 1 d*y1 0 | (24)
dg; T8y, g v
ve
dyz (25)
V21 (1) = d—fl le,=1=0
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seklindedir. (21,)1’de verileny, gifadesinin (23) numarali denkleme
yerine yazilmasi ve ardindan &; € (—1,1) araliginda integralinin
alinmasiyla

3a1 + 6%2.(23‘02)2 = 0 (26)

elde edilir. Daha sonra, (23)’tin ¢; ile carpilip tekrar ayni aralikta
&, e gore integralinden

9a1 + 3612(611 + bl) - 5132.(23‘0612 == 0 (27)

(22) ile verilen katsayilar arasindaki iliski kullanilarak (26) ve (27)
denklemleri a, and b, i¢in

3 3 3 4
16 (1+2612)a; — (1_6 — 0128230)b; = 0, (28)

9 9
E((l +2681,)% — 513293,0)512 - E(l +2681,)05 b,

denklem sistemine indirgenir. S6z konusu dogrusal denklem
sisteminin sifir olmayan ¢6zliimleri, karsilik gelen katsayilar
matrisinin determinantin sifir olmasina bagli olup buradan;

513293,0(45132(2;0 - 3(3512(1 + 512) + 1)) =0 (29)

frekans denklemi elde edilir. S6z konusu son denklemin
coziimiinden hareketle, kirisin ikinci bilesenine karsilik gelen
frekans asagidaki bi¢imde ifade edilebilir:

3(36% + 3681, + 1) (30)
463, '

Serbest uclara sahip bir kirigin, rijit cisim Otelemesi ve donmesine

karsilik gelen iki adet sifir 6z frekansa sahip oldugu 1iyi

bilinmektedir. Bu calismada elde edilen sonu¢ ise, yumusak bir

bilesenin sert bir bilesenle temasinin, bu sifir 6z frekanslardan birini

neredeyse rijit donme ile iliskili en diisiik 6z frekansa pertiirbe
ettigini gostermektedir.

4 _ 4
‘QZ,O - 0' ‘QZ,O -

Sayisal sonuglar

Bu boliimde, Onerilen pertiirbasyon  yaklagiminin
dogrulugunu ve etkinligini degerlendirmek amaciyla sayisal
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sonuclar sunulmaktadir. Ozellikle, tam ¢dziimden elde edilen 6z
frekanslar (12), pertiirbasyon yontemi kullanilarak tiiretilen karsilik
gelen asimptotik 6z frekanslar (29) ile karsilastirilmaktadir. Buna ek
olarak, her iki yaklasim c¢ergevesinde hesaplanan 0z sekiller
grafiksel olarak gosterilmekte ve karsilagtirlmaktadir. Bu
karsilagtirma, asimptotik yaklasimin gecerliligine ve tam ¢Oziimiin
temel Ozelliklerini yakalama yetenegine dair acgik bir Ongori
saglamaktadir.

Sekil 2°de, §;, = 0.99 icin 6z frekanslarin karsilagtirmasi
sunulmaktadir. Elde edilen sonuglar, Onerilen yOntemin
gecerliliginin ~ kiiclik parametres’na bagli  oldugunu agikca
gostermektedir. Buna gore, € kiiciildiikkge asimptotik frekanslarin
tam frekanslarla miikkemmel bir uyum sergiledigi, £’nin artmasiyla
birlikte ise sapmalarin giderek biiyiidiigli gozlemlenmektedir.

Sekil 2. (12) tam ve (29) asimptotik frekans denklemlerinin 6;, = 0.99 i¢in
karsilagtiriimasi

1.2}

1.0

0.8

0.6

Exact Frequency
Asymptotic Frequency
0.4

Sekil 3 ve Sekil 4’te, 6;, = 0.99 i¢in sirasiyla € = 0.1 ve
€ = 0.01 degerlerinde elde edilen tam ve asimptotik yer degistirme
alanlarinin karsilastirmalar1 sunulmaktadir. Gorildiigi lizere, € =
0.1 icin dahi yaklasik ¢6zliim tam ¢oziimle oldukga iyi bir uyum
sergilerken, & = 0.01 durumunda iki ¢6ziim neredeyse ayirt
edilemez hale gelmektedir.
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Sekil 3. (11) tam ve (41) asimptotik yer degistirmelerin
612 = 0.99 icin karsilastiriimast.

e = 01ve

1.0
0.5
Yy 0.0
Exact Displacement
-0.8¢ ‘Asymptotic Displacement
-1.01
-1 0 1 2 3

Sekil 4. (11) tam ve (41) asimptotik yer degistirmelerin
612 = 0.99 icin karsilastiriimasu.

e = 0.01 ve

1.0
\\
0.5 / N\
y

0.0 .
Exact Displacement
Asymptotic Displacement

-0.5
-1 0 1 2 3

Ankastre ve basit mesnet uclu iic¢ bilesenli Kiris

Simdi, sol ucu ankastre, sag ucu ise basit mesnetli,
yumusak—sert—-yumusak bilesenlerden olusan ii¢ parcali bir elastik
kiris ele alinmaktadir. Kirigin konfiglirasyonu, sert ve yumusak
bilesenlerin sirasiyla siyah ve beyaz bolgelerle gosterildigi Sekil 5°te
sunulmaktadir. Bu konfigiirasyon, daha dnce incelenen iki bilegenli
kiris modelinin bir genellemesini olusturmakta ve belirgin bir
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malzeme kontrastina sahip bir yapinin temsili bir Ornegini
sunmaktadir. Ozellikle, iki yumusak bilesen arasina yerlestirilmis
sert bir bilesenin varligi, sistemin diisiik frekansli dinamik tepkisi
iizerinde 6nemli bir etkiye sahiptir.

Sekil 5. Yumusak sert ve yumusak par¢alardan olusan ii¢ bilesenli kiriy.

f] —£3 E'S

TS

Ardigik bilesenler arasindaki ara ylizlerde, yer degistirme,
egim, egilme momenti ve kesme kuvvetinin siirekliligi saglanmakta;
uclarda ise basit mesnetli sinir kosullari uygulanmaktadir. Buna
gore, siireklilik ve u¢ kosullari

y1(1) = y,(=1), y2(1) = y3(—1)
I [,
yi'(1) = l_J’Z'(_l): y2'(1) = l_}’3'(_1)'
2 3

I, L, (31)
Duy1"(1) = D23, (= 1), D23,"(1) = ) Dsys" (=1,
l l
Dyy,"(1) = (i)BDZJ’z"’(—l), D,y,"(1) = (ifngyg"(—l)
Ve
(1) =0,  y;(1) =0 (32)

y1(=1D=0 y"3(1)=0
bi¢iminde ifade edilir.

Tam coziim

Bu asamada, yerel boyutsuz koordinatlar ile 6lgeklendirilmis
frekanslar asagidaki gibi tanimlanir:
Dy my _ay

D=—, m=—, a= k=1,3.

D, my a,’ (33)
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Iki bilesenli kiris problemiyle benzerlik kurularak, her bir bilesen
icin yer degistirme alanlar1 i = 1, 2,3 olmak {izere (11) biciminde
aranmaktadir. Stireklilik kosullar1 (31) ile u¢ kosullar1 (32)’nin her
bir bilesen Onerilen ¢odziimlere uygulanmasi sonucunda, on iki
bilinmeyen katsayiya karsilik gelen on iki denklemlik bir sistem elde
edilmektedir. Bu sistem, karsilik gelen katsayilar matrisinin
determinantinin sifir olmasi kosulu altinda sifir olmayan bir ¢6ziime
sahiptir ve bu durum problemin frekans denkleminin elde edilmesine
yol agmaktadir. Elde edilen bu ifadenin olduk¢a uzun ve karmasik
olmas1 nedeniyle, frekans denklemi burada verilmemektedir.

Asimptotik analiz

Simdi, {i¢ bilesenli kiris probleminin pertiirbasyon analizine
ele alalim. Iki bilesenli konfigiirasyon i¢in benimsenen yaklasima
paralel olarak, hareket denklemleri sert ve yumusak bilesenler
arasindaki malzeme kontrastini karakterize eden kiigiik bir
parametrenin varliginda incelenmektedir. Bu yaklagim, 6z frekanslar
ve 0z sekiller icin asimptotik yaklagimlarin tiiretilmesine olanak
saglamakta ve elde edilen sonuglar daha sonra tam ¢oziimlerle
kargilastirilmaktadir. Bu nedenle, 27 ~ 25 ~ 03 ~ ¢ kiiresel diisiik
frekans davranisini yansitan (13) asimptotik agilimini yeniden ele
alalim. Bu durumda boyutsuz nicelikler

8;j = i— e —m, mo~1 k=13 D

j ma
seklinde ifade edilir. Dolayisiyla, (13) ve (34)’ten, frekanslarin
arasindaki iligki

Nt =03 6%, m,, (39)
!24 - ﬂg 6?‘)1-2 m,

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda, stireklilik ve sinir kosullari

(D) = y,(—1), y2(1) = y3(—1),
y'1(1) = 612y2(—1), y'2(1) = b23y'3(—1),
ey"1(1) = 6%,y"(-1), y'2(1) = £635y"3(—1), GO
ey"1(1) = 65y"2 (1), Y2 (1) = €83,y 5(—1)

—-17--



ve
y1(=1) =y"1(=1) = 0,y3(1) = y"5(1) =0, (37)

halini alir. (13) asimptotik agiliminin (6) hareket denklemlerinde
yerine yazilmasiyla baskin mertebe yaklagiminda

d*yio (38)
— = (), i =1,2,3
det l

elde edilir. Benzer sekilde siireklik ve smir kosullart da baskin
mertebede sirasiyla

Y1,0(1) = y20(—1), V2,0(1) = y30(—1),
Y'1,0(1) = 612Y'2,0(—1), Y'20(1) = 823Y'30(—1), (39)
Y'0(—1) = ymz,o(—l) =0, y'0(1) = ymz,o(l) =0

ve
Y1,0(=1) =y"10(=1) =0, y30(1) =¥"30(1) =0 (40)
olur. Boylece (38) ve (40) ile verilen sinir deger probleminin ¢oziimii

V1o = 183 + b7 + & + dy,
V2,0 = Az¢2 + by, (41)

V30 = 3835 + b3&3 + 363+ d3

halini alir. (39) ve (40)’1n uygulanmasi ile katsayilar arasindaki iliski
Q=7 ((1 + 812)a; — bz)' b, =

4
1
€1 = 2 (az(3 + 812 — 3by)),

1
d; = 2 (a2(2 + 812 — 2by)),
_ byb3 + ay(2 + 853)

s = 165, ' (42)
b = _ 3(az(2 + 633) + by623)
3T 168,, ’
9 a,
C3 = ——(az + by) — 85,;"
ds i — (@ +by) + 34z
=—/(a
2 2 8523
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seklinde elde edilir.

Simdi, bir sonraki mertebe analizine gecelim. Sert bilesen

igin
d*yz4 (43)
df“ - .(23’0 Y10=0
1
denklemi
d2y2,1 idzylo I d y21 | 1 d3y10 |
agg TUTeL dg eV G en a oY
dz)’21 d}’30 dY21 d}’3o (44)

dfz |52—1 23 d€2 |f3——1' df3 lfz—l 623 df3 |f3—_1

sinir sartlart ile yazilir. Iki bilesenli problem icin uygulanan siireg
takip edilirse

(—12 — 128, + 663,625 + 363,633)a, (45)
+(_12 - 12612 + 66]?26223 + 361326233)b2 = 0
ve
(36 + 812(72 + 612(48 + 96,,6,3(2 + 553)2
- 1651203,0)))‘11 (46)
+9(—4 — 46, + 63,622+ 6.23) = 0.

denklemleri elde edilir. Bu sistemin sifirdan farkli ¢éziimlerinin
olabilmesinden en diisiik 6z frekanslar i¢in

e CRNONNCIEE <SRN R

asimptotik formiilleri elde edilir. Burada
a =44 6106+ 812(4 + 6120231(3 + 623(3 + 623)))) (48)

N4 =
20 = 863

ve
ﬁ - 16 + 612(4'8 + 612(64 + 612(4'8 + 12623 - 4533
+4815(4 + 98,5 + 66%)+62,62,(3 + 8,3(3 + 853))%  (49)
+467,823(6 + 823(6 + 623)))))

seklinde tanimlidir.
--19--
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Onceki problemden farkli olarak, mevcut konfigiirasyonda iki
adet sifirdan farkli 6z frekans elde edilmektedir. Ozellikle, sert ic
bilesenin uclarina yumusak bilesenlerin baglanmasi, rijit cisim
hareketiyle iligkili iki sifir 6z frekansi pertiirbe ederek, kiiciik fakat
sifirdan farkli iki 6z frekansa doniistiirmektedir. Dolayisiyla, bu
konfigiirasyon saf rijit cisim hareketini desteklememektedir.

Sayisal sonuclar

Onceki problem igin benimsenen strateji izlenerek, bu
boliimde ii¢ bilesenli kirise ait sayisal sonuglar sunulmaktadir. Tam
ve asimptotik frekanslar ile yer degistirme alanlari, &;,, 53 ve €’1n
cesitli degerleri i¢in grafiksel olarak karsilagtirilmakta; boylece
asimptotik  yaklasimin  dogrulugu sistematik bir bi¢imde
degerlendirilmektedir. Sadelik amaciyla, asagidaki sekillerde birinci
ve Ugiincii bilesenlerin uzunluklarinin esit oldugu, yani [; = I3
varsayilmaktadir.

Sekil 6, 6z frekanslarin karsilastirmasini gostermektedir. &
parametresinin  kiiciilmesiyle birlikte, ilgili egrilerin giderek
birbirine yaklastig1 gézlemlenmektedir.

Sekil 6. Tam ve asimptotik frekans denklemlerinin 4l; = 4l; = 51, i¢in
karstlastirmasi.

0.8

0.7

0.6

Exact Frequency

0.5
Asymptotic Frequency

0.4

Sekil 7 ve Sekil 8’de, (51) ile verilen birinci 6z frekansa
karsilik gelen tam ve asimptotik yer degistirme alanlarinin, sirastyla
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e = 0.1 ve ¢ = 0.01 i¢in karsilagtirmalar1 sunulmaktadir. Sekil
7’de gozlemlenen uyum halihazirda iyi olmakla birlikte, £’1in daha
da kiiglilmesi durumunda iki ¢0ziim arasindaki eslesmenin
neredeyse kusursuz hale geldigi, Sekil 8’de agikca goriilmektedir.

Sekil 7. (51)’deki birinci 6z frekansa karsilik gelen tam ve asimptotik yer
degistirmelerin ¢ = 0.1 ve 4l; = 4l; = 51, i¢in karsilastirmasi.

1.0

0.8

0.6

0.4
Exact Displacement

00 Asymptotic Displacement

0.0

Sekil 8. (51) deki birinci 6z frekansa karsilik gelen tam ve asimptotik yer
degistirmelerin ¢ = 0.01 ve 4l; = 4l; = 51, i¢in karsilagtirmasi.

1.0

0.6

0.4 \
Exact Displacement

o Asymptotic Displacement

0.0

Benzer sekilde, Sekil 9 ve Sekil 10°da, (51) ile verilen ikinci
0z frekansa karsilik gelen tam ve asimptotik yer degistirme
alanlariin  grafiksel karsilastirmalart  sunulmaktadir.  Onceki

-1



durumda oldugu gibi, her iki ¢6ziim arasindaki uyumun oldukea iyi
oldugu goriilmektedir.

Sekil 9. (51) 'deki ikinci oz frekansa karsilik gelen tam ve asimptotik yer
degistirmelerin € = 0.1 ve 4l; = 4l3 = 51, icin karsilagtirmasi.

Exact Displacement

Asymptotic Displacement

0.5

-0.5

Sekil 10. (51) deki ikinci oz frekansa karsilik gelen tam ve asimptotik yer
degistirmelerin ¢ = 0.01 ve 4l; = 4l; = 51, i¢cin karsilagtirmasi.

Exact Displacement
Asymptotic Displacement
0.5
y 00
-0.5
-1.0

Sonuclar ve Degerlendirme

Bu calismada, sert ve yumusak bilesenlerden olusan elastik
kiriglerin diislik frekansli dinamik davranisi, pertiirbasyona dayali
bir asimptotik yaklasim kullanilarak incelenmistir. Farkli ug

kosullarina sahip iki bilesenli ve ii¢ bilesenli kiris konfigiirasyonlari
L



ele alinmis; elde edilen asimptotik ¢oziimler, tam analitik sonuglarla
sistematik bir bicimde karsilastirilmistir.

Iki bilesenli kiris igin, sert ve yumusak bilesenler arasindaki
etkilesimin, rijit cisim hareketiyle iliskili ¢ift sifir 6z frekanslari
pertiirbe ederek kiigiik fakat sonlu 6z frekanslarin ortaya ¢ikmasina
yol actig1 gosterilmistir. Tiiretilen asimptotik yaklagimlar, diisiik
frekans rejiminde bu davranisi basariyla yakalamakta olup,
pertiirbasyon parametresinin yeterince kiigiik degerleri igin
miikemmel bir uyum goézlemlenmistir.

Sayisal sonuglar, kii¢iik parametrenin kiiglilmesiyle birlikte
asimptotik yaklasimlarin dogrulugunun belirgin bi¢imde arttigini
gostermektedir. Ozellikle, tam ve asimptotik yer degistirme
alanlarinin grafiksel karsilastirmalari, pertiirbasyon parametresinin
orta diizeydeki degerleri i¢in dahi oldukga iyi bir uyum sergilerken,
daha kiigiik degerler i¢in iki ¢6ziimiin neredeyse ayirt edilemez hale
geldigini ortaya koymaktadir. Bu bulgular, onerilen pertiirbasyon
yaklasiminin yiiksek kontrastli ¢cok bilesenli kiris sistemlerinin hem
0z frekanslarin1 hem de 6z sekillerini basartyla yakalayabildigini
dogrulamaktadir.

Bu calismada gelistirilen yontem, gii¢lii malzeme kontrastina
sahip bilesik kiris yapilarinin diisiik frekansli dinamigini incelemek
i¢in sistematik ve etkin bir ¢er¢eve sunmaktadir. YOontem, daha
karmagik konfigiirasyonlara kolaylikla genisletilebilir ve sert—
yumusak malzeme kombinasyonlarini  igeren miihendislik
yapilarinin tasarimi ve degerlendirilmesi i¢in yararli bir analitik arag
olarak hizmet edebilir.
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KURT VE VASAGIN YABAN KECISi
UZERINDEKIi DOLAYLI REKABETININ
MATEMATIKSEL MODELLEMESI

Mahir DEMIR!

Giris
Dogal ekosistemlerde av-avcir  iligkileri,  ekolojik
topluluklarin isleyisini ve besin aglarinin kararliligini belirleyen
temel siireclerin baginda gelmektedir. Bu iliskiler cok katmanli olup
tirlerin davranislarini, popiilasyon dinamiklerini, besin zincirlerinin
yapisini ve habitat kullanim Oriintiilerini dogrudan sekillendirir
(Begon vd., 2006). Avci tiirlerin av popiilasyonlar: iizerindeki
baskis1 yalnizca ekosistemin trofik yapisini belirlemekle kalmaz;
ayni zamanda avci tiirlerin birbirleriyle olan iligkilerini ve rekabet
diizeylerini de derinden etkiler. Ozellikle aym yasam alanini
paylasan ve benzer av tiirlerini tiiketen yirticilar arasinda ortaya
cikan rekabet, ekolojik nislerin diizenlenmesi ve tiirlerin uzun vadeli

stirdiiriilebilirligi acgisindan kritik 6nem tasir (Schoener, 1974;
Demir, 2024).

'Dog. Dr. Mahir DEMIR, Matematik Boliimii, Giresun Universitesi, Giresun,
Tiirkiye, ORCID: 0000-0002-9670-5210
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Schoener (1974), ekolojik nis kavrami cercevesinde tiirler
arast rekabetin ¢ogunlukla kaynak paylasimina dayandigimi ve
tiirlerin ayn1 kaynagi kullanma derecelerine bagli olarak rekabetin
sekillendigini vurgulamaktadir. Bu yaklasim, farkli avci tiirlerin av
tercihleri, avlanma stratejileri ve mekansal dagilimlar1 arasindaki
ortlismenin rekabet diizeyinin temel belirleyicisi oldugu fikrine
dayanmaktadir. Linnell ve Strand (2000) ise biiyiik yirticilar
arasindaki rekabetin yalnizca besin iizerinden degil, aym
zamanda mekan se¢imi, zamansal aktivite diizeni ve davranigsal
kacinma stratejileri iizerinden de gerceklesebilecegini ifade
etmektedir. Bu durum, avci tiirlerin karsilikli etkilesimlerini oldukca
dinamik ve karmasik bir hale getirmektedir.

Tiirkiye'de genis dagilima sahip olan iki biiyiik yirticr tiir
olan kurt (Canis lupus) ve vasak (Lynx lynx), 6zellikle ormanlik ve
daglik bolgelerde habitatlarinin biiylik oranda ¢akigmasi nedeniyle
bu tiir bir rekabet dinamiginin 6nemli bir 6rnegini temsil etmektedir.
Her iki tiiriin de ytiksek enerji igerigi sunan biiyiik memeli avlarina
yoneldigi  bilinmektedir. Bu baglamda yaban kegisi (Capra
aegagrus), hem kurt hem de vasak i¢cin Onemli bir av tiirii
konumundadir. Av kompozisyonunda ve predasyon baskisinda
yaban kecisinin énemli yer tuttugu, 6zellikle Anadolu’nun daglik
sistemlerinde yapilan ¢alismalarla ortaya konmustur (Mengiilliioglu
vd., 2019).

Mengiilliioglu ve ¢aligma arkadaglarinin (2019) Tiirkiye’deki
biiyiik yirticilarla ilgili kapsamli saha ¢aligmalari, kurt ve vasagin av
tercihlerinin  belirli kosullarda yiiksek oranda Ortligebildigini
gostermistir. Bu durum, s6z konusu iki tiir arasinda dolayli
rekabeti artirmakta ve bu rekabetin avin bulundugu mikro
habitatlarin ~ kullanimina, avlanma stratejilerine ve hareket
ekolojisine yansidig1 diisiiniilmektedir. Ozellikle yaban kegisinin
hem dik yamaclarda hem yiiksek rakimlarda bulunmasi, vasagin bu
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ortamlarda daha etkili bir avci olmasina karsin, kurtlarin daha genis
grup vyapist ve yiiksek mobilitesinin av iizerindeki baskiy1
artirabilecegi degerlendirilmektedir. Boylece iki tiir arasinda hem
ekolojik hem davranigsal diizeyde bir rekabet iliskisi ortaya
cikmaktadir.

Bu rekabetin yonii ve siddeti, av popiilasyonlarinin
davranigsal tepkilerini, dagilim Oriintiilerini ve uzun vadeli
demografik egilimlerini etkileyebilir. Yaban ke¢isinin predasyon
baskisina verdigi yanitlar; habitat se¢imi, grup yapisi, gé¢ davranist
veya kacinma stratejileri seklinde kendini gosterebilir ve bu durum
hem kurt hem de vasagin avlanma basarilarin1 dolayli olarak
sekillendirebilir. Boylelikle tglii bir etkilesim sistemi ortaya
cikar: av (yaban kecisi) — orta diizey yirtic1 (vasak) — tepe yirtici
(kurt).

Bu caligmanin temel amaci, kurt ve vasagin yaban kegisi
iizerindeki rekabet iligkisini ekolojik literatiiriin sundugu kavramsal
cergeve iginde degerlendirmek ve ii¢ tiir arasindaki karsilikli
etkilesimlerin avci-av dinamiklerindeki yerini anlamaya yonelik
bilimsel bir temel olusturmaktir. Ayrica bu rekabetin diizeyinin
belirlenmesi, Tiirkiye’nin daglik ekosistemlerinde yirtici-av
iliskilerinin yonetimi, ekosistem siire¢lerinin korunmasi ve 6zellikle
tehdit altindaki yaban kecisi popiilasyonlarinin siirdiiriilebilirligi i¢in
onemli bir bilimsel katki saglayacaktir.

Materyaller Ve Metotlar

Bu c¢alismada, yaban kecisi, vasak ve kurt popiilasyonlari
arasindaki trofik etkilesimleri ve insan kaynakli Oliimlerin bu
etkilesimler {izerindeki etkilerini incelemek amaciyla, lojistik
bliyiime ve av-avct dinamiklerini iceren deterministik bir
diferansiyel denklem modeli kullanilmistir (Demir, 2019). Model,
farkli insan baskis1 ve rekabet senaryolar1 altinda popiilasyonlarin
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uzun doénem davranislarini sayisal simiilasyonlar araciligiyla
degerlendirmek iizere yapilandirilmistir.

Model Formiilasyonu

Bu c¢alismada kullanilan matematiksel model, yaban kegisi
popiilasyonunun lojistik biliylime dinamiklerini temel almakta ve
vasak ile kurt popiilasyonlarinin bu tiirle olan av—avci etkilesimlerini
icermektedir. Bu iliskiler Sekil 1 de agik¢a belirtilmektedir. Model,
her bir tiir i¢cin tanimlanan biiylime, rekabet ve insan (avcilik)
kaynakli 6liim orani katsayilarini igeren adi diferansiyel denklem
sistemi asagidaki gibi olusturulmustur.

dN, N,

W = T1N1 (1 - E) - aN1N2 - bN1N3 - h1N1

dNZ NZ + a2N3

T = (1= (B e ) D
dN. N3 + a3N.

d_;— T3N3(1—( - - 2>—hst

Bu sistem i¢in baglangic kosullari, N;(t = 0),N,(t =
0), N;(t = 0) ve tim parametre degerleri pozitif tanimhidir. Bu
durum, esitlik (1) de verilen sistemin sonuglarinin negatif olamayan
ve liten sinirlt olacagini garanti etmektedir (Demir, 2023).
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Sekil 1. Modelin akis diyagrami

e AN
hy

KURT VASAK
= N.
(V3) \ YABANKECISI | — ()
(Ny) N,N,
N;N;
a, az

Tablo 1. Modelde kullanilan degisken ve parametreler

Sembol Agiklama Pallametl.'e
Degerleri
N,(0) Yaban keg¢isi popiilasyonunun baslangigtaki birey | 100
sayi1st
N,(0) Vasak popiilasyonunun baglangictaki birey sayisi 12
N3(0) Kurt popiilasyonunun baslangictaki birey sayist 8
Ty Yaban kegisi biiyiime sabiti 0.35
Ty Vasak biiyiime sabiti 0.12
T3 Kurt biiyiime sabiti 0.08
K, Yaban keg¢isi tagima kapasitesi 150
K, Vasak tagima kapasitesi 50
K3 Kurt tagima kapasitesi 50
hy Insanin yaban kegisi iizerindeki etkisi 0.3
h, Insanin vasak iizerindeki etkisi 0.07
hs Insanin kurt iizerindeki etkisi 0.07
a Vagagin yaban kegisi iizerindeki avlanma etkisi 0.0015
b Kurdun yaban kegisi lizerindeki avlanma etkisi 0.0008
ay Kurdun vasak tizerindeki rekabet etkisi katsayisi 0.6
as Vagagin kurt lizerindeki rekabet etkisi katsayisi 0.4
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Niimeriksel Sonuclar

Bu boliimde, Tablo 1°de sunulan parametre degerleri
kullanilarak gelistirilen modelin niimerik ¢oziimleri farkli kosullar
altinda analiz edilmektedir. Elde edilen sonuglar karsilastirmali
olarak degerlendirilmis ve sistem dinamiklerine iliskin temel
cikarimlar 6zetlenmistir.

Insan kaynakl1 av baskisinin tiim tiirlere uygulanmasi ve iist
diizey predatorlerin sisteme dahil edilmesi, yaban kegisi
poplilasyonunda belirgin bir azalmaya yol agmaktadir (Sekil 2). Bu
durumda dogal olarak yaban keg¢isi popiilasyonun sistemin en hassas
bileseni olarak one ¢ikartmaktadir.

Sekil 2. Ug tiiriinde var oldugu popiilasyonlarin dinamiksel
degisimi

insan Etkisi + Kurt-Vasak Rekabeti

100 A Kegi (N1)
— Vasak (N2)
= Kurt (N3)

80 1

60 1

Popiilasyon

40 1

201

’ 20 “ Zaman * % 10
Yaban kecisi popiilasyonu baglangigta hizli bir diisiis
gostermekte, ardindan diisiik seviyede bir dengeye yaklasmaktadir
(Sekil 2). Bunun yaninda ke¢i popiilasyonundaki azalmaya ragmen,
kurt ile olan rekabet ve insan etkisi altinda siirli bir artisla
dengelenmektedir. Fakat kurt popiilasyonu, vasakla olan rekabet
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nedeniyle diisiik yogunlukta kalmakta ve baskilanmig bir
popiilasyon sergilemektedir.

Insan etkisinin daha net bigcimde ortaya konulabilmesi
amaciyla, insan etkisinin bulundugu ve bulunmadigi durumlar
birlikte degerlendirilmistir (Sekil 3). Bu karsilastirma, insan
etkisinin popiilasyon dinamikleri iizerindeki roliinii daha agik
bicimde gdstermektedir. Farkli bir bakis acistyla, rekabet etkisinin
de hesaba katildig1 senaryolar incelendiginde (Sekil 4), insan
etkisinin varlifina ya da yokluguna bakilmaksizin, yaban kegisi
popiilasyon biiyiikliigiiniin kurt ve vasak arasindaki rekabet orani ile
dogru orantili olarak arttig1 agikca gézlemlenmektedir. Ancak insan
etkisinin olmadig1 durumlarda, birey sayisinin onlar mertebesinden
ylizler mertebesine yiikseldigi goriilmektedir.

Sekil 3. Insan etkisinin yaban kegisi tizerindeki etkisi
insan Etkisinin Kegi Uzerindeki RolU
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Sonu¢ olarak, insan etkisinin modele dahil edilmedigi
durumda, kurt ve vasak arasindaki rekabetin yaban kegisi
poplilasyonu iizerinde dolayli ancak belirgin bir diizenleyici etkisi
oldugu goriilmektedir (Sekil 3). Rekabetin artmasi, predatorlerin
etkinligini azaltarak ke¢i popiilasyonunun daha yiiksek denge
seviyelerine ulagmasini saglamaktadir. Bu sonug, iist diizey predator
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rekabetinin  alt trofik  seviyelerde dengeleyici bir rol
oynayabilecegini gostermektedir.

Sekil 4. Insan etkisi oldugunda ve olmadiginda Kurt-Vasak
rekabetinin ke¢i popiilasyonuna etkisi

Rekabetin Kegi Popiilasyonu Uzerindeki Etkisi insan Etkisi Olmadan Kurt-Vasak Rekabetinin Kegi Uzerindeki Etkisi
130
117 125
3 3
§ 101 £ 120
o &
3 3
E =]
g g s
o 9 o
¢ ¢
< 5 1104
b @A
84
105
[h 100
T T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Rekabet Kombinasyonlari (oz-as) Rekabet Kombinasyonlari (az-a3)

Rekabet sabit iken yiiksek insan etkisi altinda kegi
poptilasyonu hizla diisiiyor ve ¢ok diisiik bir seviyede dengeleniyor
Sistem ¢okiise yakin bir rejime giriyor. Yani, Insan baskis1 yiiksek
oldugunda, rekabetin ve dogal denge mekanizmalarinin kegi
popiilasyonunu korumasi miimkiin olmamaktadir (Sekil 5).

Sekil 5. Kurt-Vasak rekabeti sabitken insan avlama etkisinin kec¢i
popiilasyonu tizerinde etkisi.

Rekabet Sabitken Insan Etkisinin Keci Popiilasyonu Uzerindeki Rolu
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Orta Diizey Insan Etkisi (h; = 0.15) oldugunda, baslangigta
diistis var fakat Ardindan orta seviyede kararli dengeye oturuyor. Bu
durumda ke¢i yok olmuyor ama hala ¢ok giiclii olmasa da baski
altinda bulunmaktadir. Bu sebeple, orta diizey insan etkisi altinda
sistem yeni bir denge noktasina oturmakta, ancak bu denge dogal
tagima kapasitesinin oldukga altinda kalmaktadir.

Diisiik Insan Etkisi (hy; = 0.05) altinda, yaban kegisi
poplilasyonu 6nce  artiyor daha  sonra yiiksek bir  denge
seviyesine ulasiyor ve ekosistem saghikli rejime geciyor. Insan
baskisinin diisiik oldugu bu durumda, rekabet sabit kalsa dahi yaban
kecisi popiilasyonu lojistik biiylime dinamikleri sayesinde kendini
stirdiirebilmektedir.

Bu sonuclar1 dikkate alirsak, rekabet sabitken bile, yaban
kecisi popiilasyonunun kaderini belirleyen ana parametre insan
etkisidir. Ust diizey predatorler arasindaki rekabet &nemli bir
diizenleyici mekanizma olmakla birlikte, insan kaynakli 6liim orani
bu etkinin Oniine gecgerek sistem dinamiklerini baskin bigimde
belirlemektedir.

Sekil 6’y1 analiz edecek olursak, insan kaynakli mortalite
katsayisinin (h,) diisiik oldugu durumlarda (0 — 0.10 aralig1), yaban
kecisi popiilasyonunun yiiksek bir denge diizeyine ulastig
goriilmektedir. Bu aralikta sistem, ekolojik ac¢idan saglikli ve
dayaniklt bir yap1 sergilemekte; popiilasyon dinamikleri biiyiik
olgiide dogal lojistik biiyiime tarafindan belirlenmektedir. Insan
etkisinin sinirli olmasi, popiilasyonun cevresel tagima kapasitesine
yakin degerlerde dengelenmesine olanak tanimaktadir.
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Sekil 6. Insan avliama etkisinin keci popiilasyonu iizerinde etkisi ve
keg¢i popiilasyonunun dengeye vardigi noktalar

insan Etkisi icin Kritik Esik (Rekabet Sabit)
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h, katsayisinin orta diizeylere yiikselmesiyle (0.10 — 0.25
aralig1), yaban keg¢isi popiilasyon biiytikliigiinde belirgin ve yaklasik
dogrusal bir azalma gdzlenmektedir. Bu aralikta sistem kararliligini
korumakla birlikte, ekolojik acidan daha kirilgan bir yap1
kazanmaktadir. Insan etkisindeki gérece kiigiik artislar veya cevresel
ek baskilar, popiilasyonun siirdiiriilebilirligini ciddi bi¢cimde tehdit
edebilecek potansiyele sahiptir.

Model ¢iktilar1, h; = 0.26 civarinda kritik bir esik degerin
varligina isaret etmektedir. Bu esik degerin asilmasiyla birlikte
yaban kegisi popiilasyonu siirdiiriilebilir seviyelerin altina diismekte
ve sistem dinamikleri yok olus rejimine ge¢mektedir. Bu durum,
poplilasyonun dogal yenilenme kapasitesinin insan kaynakli
kayiplar telafi edemedigi bir faz gecisini temsil etmektedir.

Insan kaynakli mortalite katsayismin daha da artmasi
durumunda (h; > 0.30), yaban kegisi popiilasyonu fonksiyonel
olarak yok olus gostermektedir. Birincil besin kaynaginin ortadan
kalkmasiyla birlikte, iist trofik seviyelerde yer alan predator
popiilasyonlarmin da dolayli olarak ¢okiis siirecine girdigi

gozlenmektedir. Bu sonug, insan etkisinin yalnizca hedef tiir
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iizerinde degil, tiim trofik yapi lizerinde zincirleme etkiler yarattigini
ortaya koymaktadir.

Rekabet katsayilarinin sabit tutuldugu kosullar altinda elde
edilen bu bulgular, yaban kecisi popililasyonunun uzun vadeli
dinamiklerinin biiyiik 6l¢iide insan kaynakli mortalite tarafindan
belirlendigini gostermektedir. Ozellikle h; = 0.26 civarinda
tanimlanan kritik esik, yonetim ve koruma stratejeleri acisindan
hayati 6neme sahiptir; bu degerin asilmasi, ekosistemin geri doniisii
zor bir ¢okiis siirecine girmesine neden olmaktadir.

Sekil 7. Sol Panel: diisiik (h, = h; = 0.02), orta (h, = hy =
0.06) ve yiiksek (h, = hy = 0.12), insan etkisi altinda kurt ve

vasak popiilasyonlarinin degisimi. Sag Panel: diisiik, orta ve
viiksek insan etkisi altinda kegi popiilasyonunun degisimi.
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Insan kaynakli 6liim oram katsayilarimin diisiik oldugu
senaryoda, yani h, = hz = 0.02 oldugu durumda (Sekil 7), her iki
avcl tiirliniin de popiilasyon dinamikleri istikrarl bir artis egilimi
sergilemektedir. Vasak popiilasyonu, baslangi¢ evresinde hizli bir
biliyiime gostererek orta—yliksek bir denge seviyesine ulagsmakta ve
tirler aras1 rekabetin varligina ragmen belirgin bir baskilanma
yasamamaktadir. Buna karsilik kurt popiilasyonu daha yavas, ancak
stireklilik arz eden bir artis gdstermekte ve vasak ile olan rekabet
nedeniyle gorece daha sinirli bir denge diizeyinde sabitlenmektedir.
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Bu bulgular, insan baskisinin diisiik oldugu kosullarda predator
popiilasyonlarinin ekosistem igerisinde kalict ve dengeli bigimde
varliklarini siirdiirebildigini ortaya koymaktadir.

Insan kaynakli mortalitenin orta diizeylere yiikseldigi
durumda (h, = hsz = 0.06), predatdr popiilasyonlarinin tepkileri
tirler arasinda  belirgin  bicimde ayrismaktadir.  Vasak
popiilasyonunun biiylimesi bu kosullarda belirgin sekilde
smirlanmakta ve diisiik—orta seviyelerde bir denge durumuna
ulagsmaktadir. Kurt popiilasyonu ise hem tiirler arasi rekabet hem de
artan insan baskisinin birlesik etkisi altinda siirekli bir azalma
egilimi gostermektedir. Bu durum, orta diizey insan etkisinin,
rekabet dezavantajina sahip tiirler {lizerinde orantisiz bir baski
yarattigini ve sistemde asimetrik bir predatdr yapisinin ortaya
cikmasina neden oldugunu gostermektedir.

Insan etkisinin yiiksek oldugu senaryoda (h; = hs = 0.12),
ist diizey predator popiilasyonlarinda belirgin  bir ¢okiis
gozlenmektedir. Vasak popiilasyonu zaman igerisinde siirekli azalan
bir egilim sergileyerek cok diistik bir denge seviyesine yaklasirken,
kurt popiilasyonu neredeyse tamamen yok olus diizeyine inmektedir.
Bu sonuglar, yiiksek insan baskisi altinda iist trofik seviyelerde yer
alan tiirlerin ekosistemden fonksiyonel olarak silindigini ve bunun
sonucunda trofik yapmnin ciddi bi¢imde bozuldugunu ortaya
koymaktadir.
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Sekil 8. Insan etkisinin yaban kegisi, kurt ve vasak iizerindeki direk
etkisi ve kritik esik degerleri

Sadece Kecilere insan Baskisi — Son Poplilasyon vs h
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Genel olarak degerlendirildiginde, insan etkisinin kurt ve

vasak popiilasyonlart {izerindeki artisi, predatorler arasi rekabetten
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bagimsiz olarak her iki tiirlin de uzun vadeli varligimi tehdit
etmektedir. Ancak model sonuglari, kurt popiilasyonunun hem tiirler
arasi rekabet hem de insan kaynakli baskilara kars1 daha hassas bir
dinamik yap1 sergiledigini gdstermektedir. Bu durum, ekosistem
yonetimi ve koruma stratejilerinde tiirler arasi farkli hassasiyetlerin
dikkate alinmasinin gerekliligini vurgulamaktadir.

Bu c¢alismada, her bir tiir i¢in yok olus esikleri sayisal olarak
belirlenmistir. Yaban kegisi popiilasyonu (N;) i¢in hesaplanan yok
olus esigi, insan kaynakli mortalite katsayist h; = 0.240 olarak
bulunmustur (Sekil 8). Bu degerin asilmasi durumunda, model
simiilasyonlarinin uzun dénem ¢iktilarinda (t = 300) keg¢i popiilasyon
biiylikliigiiniin 1 bireyin altina diistiigli ve fonksiyonel yok olusun
gerceklestigi gozlenmektedir. Bu sonug, baslangic popiilasyon
biiytikliigii yliksek olsa dahi, yeterince gii¢lii dogrudan insan
baskisinin yaban kecisi popiilasyonunu uzun vadede siirdiiriilemez
hale getirebildigini gdstermektedir.

Vasak popiilasyonu (N) i¢in hesaplanan yok olus esigi h: =
0.125 olarak belirlenmistir (Sekil 8). Bu deger, vasaklarin insan
baskisina kars1 keciye kiyasla daha hassas, ancak kurtlara gére daha
direngli bir dinamik yap1 sergiledigini ortaya koymaktadir. Kurt
poptilasyonu (N3) i¢in ise yok olus esigi daha diisiik bir seviyede, h3
~ 0.085 olarak hesaplanmistir. Bu bulgu, model parametreleri altinda
kurtlarin dogrudan insan baskisina kars1 en hassas tiir oldugunu ve
gorece kiiciik diizeydeki insan kaynakli mortalitenin dahi uzun
donemde popiilasyon ¢okiisiine yol agabildigini gostermektedir.

Yok olus esiklerinin belirlenmesinde, her bir tiir i¢in insan
baskisinin yalnizca ilgili tiire uygulandigi senaryolar ele alinmistir.
Insan baskis1 katsayilar1 h € [0,0.5] araliginda sistematik olarak
artirilmig, model denklemleri t € [0, 300] zaman araliginda sayisal
olarak ¢oziilmiis ve t = 300 sonunda popiilasyon biiyiikligiliniin 1

bireyin altima diistiigii ilk h degeri yok olus esigi olarak
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tanimlanmustir (Sekil 8). Bu yaklagim, tiirlere 6zgli insan baskisi
hassasiyetlerinin karsilastirmali olarak degerlendirilmesine olanak
saglamaktadir.

Elde edilen sonuglar ekolojik agidan O6nemli ¢ikarimlar
sunmaktadir. Ozellikle kurt popiilasyonu icin son derece diisiik
diizeydeki insan baskisinin dahi uzun vadede yok olusa yol
acabilmesi, bu tiirlin korunmasinda insan etkilerinin dikkatle
yonetilmesi gerektigini ortaya koymaktadir. Ote yandan, vasak
poplilasyonunun orta diizeyde bir hassasiyet sergilemesi, tiirler arast
farkliliklarin ekosistem dinamikleri agisindan belirleyici oldugunu
gostermektedir.

Son olarak, model sonuglari trofik bagimliligin 6nemini agik
bigimde ortaya koymaktadir. Ozellikle yaban kegisi popiilasyonunun
yok olusu durumunda, bu tiirle beslenen predator popiilasyonlarinin
(vasak ve kurt) kisa vadede artig gostermesi beklenmemekte; aksine,
besin kaynaginin ortadan kalkmasina bagli olarak bu tiirlerin
poplilasyonlarinin da zaman icerisinde azaldig1 gézlenmektedir. Bu
durum, ekosistemde bir tiiriin kaybinin st trofik seviyelerde
zincirleme ve gecikmeli etkiler yarattigini vurgulamaktadir.

Sonug¢

Bu calismada, yaban kecisi—vagak—kurt etkilesimlerinden
olusan ti¢ trofik seviyeli bir ekosistemin dinamikleri, insan kaynakli
mortalite ve tiirler aras1 rekabetin birlesik etkileri altinda sayisal
olarak incelenmistir. Gelistirilen model, insan baskisinin hem
dogrudan hem de dolayli yollarla popiilasyon dinamiklerini nasil
sekillendirdigini ortaya koyarak, ekosistemlerin siirdiiriilebilirligi
acisindan kritik esiklerin varligini agik bigimde gdstermistir.

Elde edilen sonuclar, yaban kegisi popililasyonunun uzun
vadeli kaderinin biiylik 6lciide insan kaynakli mortalite katsayisi
tarafindan belirlendigini ortaya koymaktadir. Insan baskisinin diisiik
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oldugu kosullarda kec¢i popiilasyonu lojistik biliyiimenin baskin
oldugu, kararli ve yiiksek bir denge seviyesine ulasirken; insan
etkisinin artmasiyla birlikte popiilasyon biiytikliigtinde dogrusal bir
azalma gozlenmektedir. Model, h; = 0.24-0.26 aralifinda kritik bir
esik bulundugunu ve bu degerin asilmasiyla sistemin yok olus
rejimine  girdigini  gdstermektedir. Bu  esik, ekosistemin
dayanikliligimin ani bi¢imde kayboldugu bir faz gecisini temsil
etmektedir.

Predator popiilasyonlarina iliskin bulgular, insan etkisinin
tirler arasinda homojen olmayan sonuglar dogurdugunu ortaya
koymaktadir. Diisiik insan baskisi altinda hem vasak hem de kurt
poptilasyonlari ekosistem i¢inde kalic1 ve dengeli bigimde varligini
stirdiirebilirken, insan etkisinin orta diizeylere yiikselmesi sistemde
belirgin bir asimetri yaratmaktadir. Bu kosullarda vasak
popiilasyonu sinirl bir dengeye ulasirken, kurt popiilasyonu rekabet
ve insan baskisinin birlesik etkisi altinda stirekli bir azalma egilimi
sergilemektedir. Yiiksek insan baskisi senaryolarinda ise her iki
predator tiiri de fonksiyonel yok olus diizeyine yaklagmakta,
ozellikle kurt popiilasyonu neredeyse tamamen sistemden
silinmektedir.

Sayisal esik analizi, tiirlerin insan baskisina kars
duyarhiliklarinin belirgin bigimde farklilagtigini gostermektedir. Kurt
popiilasyonu i¢in hesaplanan yok olus esiginin (hs = 0.085) olduk¢a
diistik olmast, bu tiiriin dogrudan insan baskisina kars1 en hassas yap1
sergileyen tiir oldugunu ortaya koymaktadir. Vagak popiilasyonu orta
diizey bir hassasiyet gosterirken (h2 = 0.125), yaban kegisi
popiilasyonu baslangicta yiliksek birey sayisina sahip olmasina
ragmen yeterince gii¢lii bir dogrudan baski altinda (h: = 0.24) uzun
vadede yok olabilmektedir. Bu sonuglar, yalnizca baslangic
poplilasyon biiyiikliiglinlin degil, insan etkisinin biiyiikliigiiniin ve
stirekliliginin de belirleyici oldugunu gostermektedir.
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Calismanin 6nemli bulgularindan biri, trofik bagimliligin
ekosistem ¢okiislerinde oynadigi merkezi roldiir. Yaban kegisi
poplilasyonunun azalmasi veya yok olmasi, kisa vadede predator
poptilasyonlarinda telafi edici bir artisa yol agmamakta; aksine,
besin kaynagiin ortadan kalkmasma bagli olarak vasak ve kurt
poplilasyonlart da gecikmeli bi¢cimde diisiise geg¢mektedir. Bu
durum, tek bir tlir lizerindeki insan baskisinin, tim trofik yap1
boyunca zincirleme ve geri doniisii zor etkiler yaratabildigini ortaya
koymaktadir.

Sonug¢ olarak, bu calisma insan kaynakli, yani avcilik
kaynakli 6liim oranlari, tiirler arasi rekabetten bagimsiz olarak,
ekosistemin uzun vadeli siirdiiriilebilirligi tizerinde belirleyici bir rol
oynadigin1  gostermektedir. Ozellikle kritik esiklerin asilmasi
durumunda sistemin ani ve geri doniisii zor bir ¢okiis siirecine girdigi
gozlenmektedir. Bu baglamda, ekosistem yonetimi ve koruma
stratejilerinin yalnizca tekil tiirleri degil, trofik iliskileri ve insan
baskisina karsi tilirlere 6zgili hassasiyetleri birlikte dikkate almasi
gerekmektedir. Model sonuglari, insan etkisinin siirlandirilmasinin
yalnizca hedef tiirlerin degil, tiim ekosistem yapisinin korunmasi
acisindan hayati O6neme sahip oldugunu giiclii bicimde
vurgulamaktadir.
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ASILAMA ORANI iLE COVID-19 YAYILIMI
ARASINDAKI ILiSKI

Mahir DEMIR!
Giris
Siddetli Akut Solunum Sendromu Koronaviriis 2 (SARS-
CoV-2) etkeninin neden oldugu COVID-19 hastaligi, ilk kez 2019
yilinin sonlarinda Cin’in Wuhan kentinde rapor edilmis ve kisa
stirede kiiresel bir halk saglig: krizine dontismustiir (L1 et al., 2020).
Virlisiin  yliksek bulasiciligi ve asemptomatik bireyler yoluyla
yayilabilmesi, hastaligin diinya genelinde kontrol altina alinmasinm
giiclestirmis; kisa slirede neredeyse tiim iilkelerde yaygin salginlara
yol agmustir (Dong et al., 2020). Pandeminin ilk evresinde vaka ve
oliim sayilarinin biiyiik bolimii yiiksek gelirli tilkelerde yogunlagmis
olsa da, ilerleyen siirecte diisiik ve orta gelirli iilkelerde de ciddi
saglik, sosyal ve ekonomik sonuglar ortaya ¢ikmistir.

COVID-19 pandemisi yalnizca saglik sistemleri lizerinde
degil, aym1 zamanda sosyal yasam, ekonomik faaliyetler ve
psikolojik refah {izerinde de derin etkiler yaratmigtir. Hastaligin

'Dog. Dr. Mahir DEMIR, Matematik, Giresun Universitesi, Giresun, Turkiye,
ORCID: 0000-0002-9670-5210
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toplum i¢inde hizli yayilimi nedeniyle bir¢ok iilkede sosyal mesafe
uygulamalari, maske kullanimi, sokaga ¢ikma kisitlamalar1 ve toplu
etkinliklerin yasaklanmasi gibi Onlemleri hayata gecirilmistir
(Spence, 2022). SARS-CoV-2’nin esas olarak enfekte bireylerin
Oksiirme, hapsirma ve konusma sirasinda sagtigi solunum
damlaciklar1 yoluyla bulastigi; klinik tabloda ates, oksiiriik ve nefes
darliginin yaygin oldugu, agir vakalarda ise pndmoni, ¢oklu organ
yetmezligi ve Olimiin goriilebildigi bildirilmistir (T.C. Saglik
Bakanligi, 2023).

Tirkiye’de COVID-19’a bagl ilk vaka 11 Mart 2020
tarthinde Saglik Bakanligi tarafindan dogrulanmis olup (Saglik
Bakanligi, 2020a), iilke capinda ilk o6lim 15 Mart 2020’de
bildirilmistir (Kisa et al., 2020; Saglik Bakanligi, 2020b). Kisa siire
icinde salginin iilke geneline yayildigr Saglik Bakani tarafindan
kamuoyuna ilan edilmis; 6rnegin 1 Nisan 2020 tarihli agiklamada
Bakan, 81 ilin tamaminda vaka goriildiigiinii ve bir¢ok ilde 6liim
bildirildigini duyurmustur (Saglik Bakanligi, 2020c). Tiirkiye’nin
toplam vakalarina ve toplam 6liim sayilarina iligkin resmi, giincel
birikimli veriler COVID-19 Bilgilendirme Platformu tarafindan
yayimlanmaktadir (T.C. Saglik Bakanligi, COVID-19 verileri). Bu
stirecte milyonlarca tani testi yapilmis ve saglik sistemi lizerinde
onemli bir ylik olusmustur. Salginin kontrol altina alinabilmesi
amactyla en kritik miidahalelerden biri olarak as1 uygulamalar
devreye alinmistir.

Tiirkiye’de COVID-19’a kars1 Pfizer/BioNTech
(BNT162b2) mRNA asisi, Sinovac (CoronaVac) inaktif asis1 ve
Gamaleya tarafindan gelistirilen Sputnik V viral vektdr asisi acil
kullanim onay1 almistir. Asilama programi, saglik ¢alisanlar: ve ileri
yas gruplari basta olmak tizere kademeli bir Onceliklendirme
sistemiyle yiiriitiilmistiir (T.C. Saglik Bakanligi, 2021). Uygulanan
asilarin ¢ogunlukla hafif ve gecici yan etkiler olusturdugu; buna
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karsilik hastaligin agir seyri ve Olim oranlarin1 6nemli Olgiide
azalttig1 ¢esitli calismalarda rapor edilmistir.

Asilarin klinik etkinliginin yani sira, toplum diizeyindeki
etkilerinin anlasilmasinda matematiksel modelleme yaklagimlari
onemli bir rol oynamaktadir. Ozellikle temel iireme sayis1 (R,) ve
bulagsma katsayis1 (B) gibi epidemiyolojik parametreler, asilamanin
hastalik yayilim dinamikleri {izerindeki etkisini nicel olarak
degerlendirmeye olanak tanimaktadir. Bu baglamda SEIR
(Susceptible—Exposed—Infected—Recovered) tipi modeller, COVID-
19’un farkli senaryolar altinda yayilimini incelemek icin yaygin
bigimde kullanilmaktadir.

Literatiirde, COVID-19 asilamasinin salgin  kontroli
iizerindeki etkisini inceleyen ¢ok sayida matematiksel c¢aligma
bulunmaktadir. Yang, Yu ve Cai (2021), kusurlu bir asinin ABD’de
COVID-19’un kontroliine etkisini analiz etmis ve denge noktalart ile
kararlilik kosullarini inceleyerek asilamanin salgin dinamikleri
iizerindeki roliinli ortaya koymustur. Yavuz ve arkadaslar1 (2021)
tarafindan gelistirilen bir baska modelde, asilama oranlarinin
enfeksiyon yayilimini nasil degistirdigi  ayrintili  bicimde
incelenmigstir. Diagne et al. (2021) ise Senegal verileri {izerinden
gergeklestirdikleri calismada, asilama ve tedavi stratejilerinin etkili
olmasina ragmen Ro degerinin 1’in iizerinde kaldig1 durumlarda ilag
dis1 miidahalelerin siirdiiriilmesi gerektigini gostermistir. Benzer
sekilde Celik (2020), asilanma orani ve etkinliginin salginin seyri
tizerindeki etkisini farkli duyarli gruplar1 igeren bir modelle
degerlendirmistir.

Bu calismada, Tiirkiye’de COVID-19 asilanma oranlarinin
hastalik yayilimi iizerindeki etkisi, il bazli bir yaklasim
benimsenerek incelenmektedir. Saglik Bakanligi’ndan il diizeyinde
haftalik vaka verilerine erisimde yasanan kisitlar nedeniyle, cografi

olarak birbirine yakin ancak asilanma oranlar1 bakimindan belirgin
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farkliliklar gosteren Giresun, Bayburt, Bingol ve Tunceli illeri
caligma kapsamina alinmistir. Bu illerin se¢ilmesindeki temel amag,
iklimsel ve cografi degiskenlerin etkisini asgariye indirerek,
asilanma oranlarindaki farkliliklarin COVID-19 yayilim dinamikleri
iizerindeki etkisini daha net bi¢imde ortaya koymaktir. Bu
dogrultuda SEIR tipi bir matematiksel model olusturulmus ve model
parametreleri MATLAB ortaminda mevcut verilerle uyumlu olacak
sekilde simiile edilmistir. Elde edilen bulgularin, agilamanin salgin
kontroliindeki kritik roliinii il bazinda ortaya koyarak politika
yapicilar ve halk sagligi stratejileri acisindan yol gosterici olmasi
hedeflenmektedir.

Metot Ve Model

Bu c¢alismada, hastalifin popiilasyon i¢indeki yayilim
dinamiklerini incelemek amaciyla bireylerin farkli epidemiyolojik
durumlara gore siniflandirildigi bir kompartiman tarzi modelleme
insa edilmistir (Aslan vd., 2022; Demir vd., 2023; Demir, 2025). Bu
model esitlik (1) de ve model kompartimanlari Tablo 1 de
tanitilmaktadir.

Model Formiilasyonu

Enfeksiyon yayilim kuvvetini

I

seklinde tanimlayalim; burada I(t) toplam enfekte birey
sayisint ve N(t) popiilasyondaki toplam birey sayisini ifade
etmektedir. Buna gore, Sekil 1 de verilen hastaligin yayilim semasi
dikkate alindigina asagidaki diferansiyel denklem sistemimiz elde
edilecektir.
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ds(t)
—r = A BADS(®) — dS(®) + aR(t)

dE(t)
dt
di(t)

— = KE@®) = (d+uty +i)I©)

;ﬁ Lo 1) - @4 g+ 710

= BA)S () — (k + d)E(L)

dR(t)
dt

= YI(t) +vqlq(®) — (@ + )R(L)

ey

Burada, S(0) = Sy, E(0) = Eo, 1(0) = Iy, 1,(0) = I,,, ve

Sekil 1. Hastaligin akis semast

d AHq

d Nqu

R(0) = Ry, modelin baglangi¢ kosullarini temsil etmekte olup, bu
degerler negatif olmayan ve sinirli reel sayilar olarak tanimlanmustir.
Modelde kullanilan tiim parametreler (Tablo 2) pozitif ve siirh
olarak tanimlanmustir.

ﬁ.ﬁ.ﬁq
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Tablo 1. Kompartimanlarin tamimlanmasi ve agiklamalart

Kompartiman | Tanim
S Hastaliga acik saglikl bireyler
E Kulugka dénemindeki bireyler
I Enfekte Bireyler (heniiz test olmayan)
Iy Test sonrast karantinaya alinan enfekte
bireyler
R Iyilesen ve gegici bagisiklik kazanan bireyler

Tablo 2. Model parametrelerinin tanimlanmasi

Parametre | Tamim

A Dogum ve go¢ kaynakli yeni bireyler

B Hastaligin bulasicilik orani

k Kulugkadaki bireylerin enfekte sinifina gegis
orant

ig Enfekte bireylerin test ile enfekte sinifina gegis
orant

y Dogal bagisiklik yanit1 sonucu iyilesme hizi

Yq Hastaneye yatisa bagli iyilesme hizi

a Bagisikligin azalim hiz1 (gecici bagisiklik)

d Dogal 6liim oran1

U Hastalik kaynakli I sinifindaki 6liim orani

Uq Hastalik kaynakli I, simifindaki 6liim orani

Modelin matematiksel ve epidemiyolojik a¢idan iyi tanimh

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in, model (1)’in ¢dziimlerinin pozitif

oldugunu ve yukaridan sinirli kaldigini gostermemiz gerekmektedir.
Model ¢oziimlerinin pozitifligi ve siirliligi i¢in Teorem 1’e bakiniz.
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Teorem 1. Baslangi¢ kosullarinin () bolgesinde tanimlandigi
varsayildiginda, (1) numarali denklemde verilen diferansiyel
denklem sistemi, her t € [0, T] icin{lbolgesinde
tek, pozitif ve sinirli bir ¢éziime sahiptir. Oyleki,

T
Q={(SELI R)ER}: 0<N <]
d
Ispat. Oncelikle, model (1) igin ¢6ziimlerin sinirli oldugunu
gosterelim.

dN _ds  dE  dl  dlg dR
dt dt dt dt dt dt
=A—ul —pgly—d(S+E+1+1,+R)

< A—dN
dN
= — < A—dN
dt
A
= limsup N < a (2)
t—oo

Bu durumda, N < g. Simdi, coziimlerin pozitifligini
asagidaki sekilde gosterelim:
av _ds  dE  dl dlg  dR
dt dt dt dt dt dt
=A—ul —pgly —d(S+E+1+1,+R)
= A—(u+ps+d)N

Diferansiyel = denklemin lineerliginden yararlanarak,

yukaridaki esitsizligi integrasyon (integral) carpani ile carpabiliriz,
t

elo(tig+d)ds — o(utug+tdt e g € (0,1) icin asagidaki ifadeyi elde

ederiz.
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N(D)elW+hatd)t > N(0) + A [ elbthard)s gs > 0 3)

Bu durumda (2) ve (3) den, 0 <N S% elde edilir. Bu da

diferansiyel denklem sistemin ¢oziimiinii negative olmayan iisten
sinirlt bir aralikta oldugunu gostermektedir.

Hastaliks1iz Denge Noktasi

Bu, sistemde hastalifin bulunmadigt (I = 0) denge
noktasidir. Buna gore, (1) ile verilen sistemin denge noktasi su
sekilde ifade edilir:

A
E, = (S E"II;,R") = (E’O’O'O‘())'

Buna gore, 0 < N S% oldugundan, hastalik bulunmadigi

durumda duyarli bireylerin maksimum diizeyde kalacagini
gostermektedir.

Temel Ureme Sayis1 (Rg)

Temel lireme sayis1, tamamen duyarli bir popiilasyona giren
tek bir enfekte bireyin ortalama olarak olusturdugu yeni enfeksiyon
sayisini ifade eder. Temel ilireme sayisi (Ry) hesaplanirken, Yeni
Nesil Matris Yontemi (Next Generation Matrix Method)
kullanilacaktir (Driessche ve Watmough, 2002). Bu yontem iki temel
bilesene dayanmaktadir: Yeni enfeksiyonlar matrisi (F): Bu matris,
salgin sirasinda ortaya ¢ikan yeni vakalarin olusum hizlarmi
gostermektedir. Gegis matrisi (V): Bu matris, bireylerin farkl
durumlar arasindaki gegislerini temsil etmektedir. Bu matrisler
asagidaki sekilde elde edilir:
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p1s (k + d)E
F=|g| ve V=|-kE+(d+p+y+ig)l
0 —igl + (d+ug +v4)ly

0o £ o 0 0
fF _ N _ dN
=lo 0 o =lo 0o o
0 0 0ltooo0) L0 0 0
k+d 0 0
v=| -k d+u+y+i, 0
O _lq d + ‘uq + )/q (%'0,0,0'0)

Bu matrisler yardimiyla yeniden lireme kat sayis1 asagidaki
gibi elde edilir:

Ry, = FV~1
0 g—g 0
F=lo 0 o
0 0 0
Ve
Pp-1 =
1 0 0
k+d
k 1 0
((k+d)(d+u+)/+iq)) (d+u+y+iq)
kig iq 1

((k+ad)(d+pty+ig)(d+ugtyq)) ((A+ut+y+ig)(d+ugtyq)) (d+ugtvg)
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olmak iizere, bu durumda FV~1 carpimu:

BAk B A
Fp-1 = (dN (k+d)(d+u+y+ig)) (d N (d+u+y+ig))
0 0 0
0 0 0

Next Generation Matrix yontemine gore temel {ireme sayisi
Ry, FV~! matrisinin spektral yarigapina esittir (Driessche and
Watmough, 2002). Yani, en biiyiik 6zdegere esittir. Buna gore:
R = BAk
T AN (k+d)(d+u+y+ip)

Niimeriksel Sonuglar

Bu kisimda kullanilan veriler agik erisim sitesi olan
TURCOVIDI19 dan elde edilmistir (TURCOVID19, 2023). Asagida
verilen Giresun, Bayburt, Bing6l ve Tunceli illerine ait haftalik
veriler model (1) ile kalibre edilerek asagidaki sonuglar ve grafikler
elde edilmistir.

Modelin Giresun Verilerine Uygulamasi

Esitlik (1) de verilen modeli Giresun verileri ile kalibre
ettigimiz zaman Sekil 2 de verilen grafikler elde edilmistir. Giresun
icin ele alman donemde haftalik dogrulanmig vaka sayilarinin
zamana bagh degisimini goOstermektedir. Grafikte, haftalik
gozlemsel veriler ile modelden elde edilen tahmin sonuglari birlikte
sunulmustur. Salginin baslangi¢c asamasinda vaka sayilarinin gérece
diisiik seviyelerde seyrettigi, Mart ay1 sonu itibariyla belirgin bir
artis egilimine girdigi ve Nisan ay1 sonu—Mayis basi civarinda tepe
noktasina ulastig1 goriilmektedir.
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Sekil 2. Giresun igin haftalik vaka sayilarinin model ile

kalibrasyonu
Turke
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Bu tarihten sonra vaka sayilarinda diizenli bir azalma
meydana gelmistir. Model ¢iktilarinin gézlemsel verilerle biiyiik
Olclide uyumlu olmasi, onerilen matematiksel modelin kisa donem
salgin dinamiklerini basarili bir sekilde temsil edebildigini
gostermektedir.

Salginin erken evresinde duyarli birey (susceptible)
sayisinin yiiksek oldugu, enfeksiyonun yayiliminin hizlanmasiyla
birlikte bu sayinin hizli bir sekilde azaldig1 gozlenmektedir (Sekil 3,
iist sol panel). Ozellikle Nisan ve Mayis aylarinda duyarli birey
sayisinda belirgin bir diisiis meydana gelmis ve bu diisiis May1s ay1
civarinda minimum seviyeye ulasmistir. Daha sonraki siirecte ise
duyarl birey sayisinda kademeli bir artis egilimi goriilmektedir. Bu
durum, temas oranlarinin azalmasi, bagisiklik siiresinin sinirh
olmasit veya yeni duyarli bireylerin sisteme dahil olmasi gibi
mekanizmalarla agiklanabilir.
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Sekil 3. Hastaligin her bir kompartimanda yayilim dinamigi
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Sekil 3 de sag iist grafikte, maruz kalan bireylerin (Exposed)
zamana goOre degisimini gostermektedir. Grafikten, Mart ay1
itibartyla maruz kalan birey sayisinin hizla arttigi ve Nisan ay1
ortalarinda maksimum seviyeye ulastifi anlasilmaktadir. Bu tepe
noktasi, enfeksiyonun toplum i¢inde en yogun bigimde yayildigi
donemi temsil etmektedir. Takip eden siirecte maruz kalan birey
sayisinda belirgin bir azalma gozlenmis olup bu azalis, bulagsma
hizinin diismesi ve kontrol 6nlemlerinin etkisiyle iligskilendirilebilir.
Maruz kalan smifin dogrulanmis vakalardan Once tepe yapmasi,
modelin epidemiyolojik gercekeilik agisindan tutarli oldugunu
gostermektedir.

Sekil 3 de sol alt grafikte, dogrulanmamis vakalarin
(Unconfirmed cases) zaman igindeki seyrini sunmaktadir. Salginin
erken donemlerinde dogrulanmamis vaka sayisinda hizli bir artis
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gozlenmekte olup bu durum, sinirh test kapasitesi ve asemptomatik
bireylerin varlig1 ile agiklanabilir. Nisan ay1 sonlarina dogru
dogrulanmamis vakalar maksimum seviyeye ulasmis, sonrasinda ise
kademeli bir diisiis egilimi sergilemistir. Bu azalis, test olanaklarinin
artmasi ve vaka tespit mekanizmalarinin iyilestirilmesiyle uyumlu
bir goriiniim sunmaktadir.

Sekil 3 de sag alt grafikte, iyilesen bireylerin (Recovered)
zamana bagh degisimini gostermektedir. Salgimnin baslangi¢
asamasinda iyilesen birey sayist oldukca diisiik seviyelerde iken,
enfeksiyonun yayginlagmasina paralel olarak bu say1 hizli bir sekilde
artmistir. Ozellikle Mayis ve Haziran aylarinda iyilesen birey
sayisinda belirgin bir yiikselis gozlenmistir. Daha sonraki siirecte
artis hizinin azalmasi, aktif vaka sayisindaki diisiisle iligkilidir. Bu
sonuclar, salgimin ilerleyen donemlerinde kontrol altina alinma
stirecine girildigine isaret etmektedir.

Modelin Bayburt verilerine uygulamasi

Bayburt ili i¢in giinliik dogrulanmis vaka sayilarinin zamana
bagl degisimin Sekil 4 verilmektedir. Grafik incelendiginde, Mart
ay1 sonuna kadar vaka sayilarinin diisiik seviyelerde seyrettigi, Nisan
ay1 basindan itibaren ise ani ve keskin bir artisin basladigi
gorilmektedir. Giinliikk dogrulanmis vakalar Nisan ortasinda hizli bir
sekilde zirveye ulagmis, ardindan May1s ayi itibariyla belirgin bir
diistis egilimine girmistir. Model tahminlerinin haftalik g6zlemsel
verilerle biiyiik 6l¢iide uyumlu olmasi, kiigiik niifuslu bolgelerde
dahi modelin gegerli sonuglar tiretebildigini gostermektedir.
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Sekil 4. Bayburt i¢in haftalik vaka sayilarinin model ile
kalibrasyonu
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Duyarli bireylerin (susceptible) zamana bagli degisimi
incelendiginde (Sekil 5, sol iist grafik), salginin kisa siirede etkili
olmas1 nedeniyle duyarli niifusta ani ve derin bir azalma meydana
geldigi goriilmektedir. Ozellikle Nisan ayinda duyarli birey sayisinin
hizla diigmesi, Bayburt’ta bulasmanin kisa siirede yogunlastigini
gostermektedir. Salginin kontrol altina alinmasiyla birlikte duyarl
birey sayisinda kademeli bir toparlanma siireci baglamistir.

Maruz kalan bireyler (Exposed, Sekil 5 sag tst grafik) i¢in
elde edilen sonuglar, Bayburt’ta salginin daha dar zaman araliginda
ve yiiksek yogunlukta gergeklestigini ortaya koymaktadir. Nisan ay1
icerisinde maruz kalan birey sayist keskin bir tepe noktasi
olusturmus, bu durum enfeksiyonun kisa siirede yayildigini ve
ardindan hizli bigcimde azaldigin1 gostermektedir.

Dogrulanmamis vakalar (unconfirmed cases, Sekil 5 de sol
alt grafik), Nisan ay1 boyunca hizli bir artis sergilemis ve Mayis ay1
basinda maksimum seviyeye ulagsmistir. Takip eden dénemde bu
grubun hizla azalmasi, test ve tespit siireclerinin etkinliginin
artmasiyla iliskilendirilebilir. Bu yap1, kiiciik 6l¢ekli yerlesimlerde
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kayit dig1 vakalarin salginin erken evresinde énemli rol oynadigin
gostermektedir.

Sekil 5. Hastaligin her bir kompartimanda yayilim dinamigi.
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Iyilesen bireylerin (Recovered), zaman icindeki degisimi
(Sekil 5 de sag alt grafik), Bayburt’ta salginin hizli bir yiikselis ve
ardindan goérece hizli bir toparlanma siireci izledigini ortaya
koymaktadir. Mayis ay: itibartyla iyilesen birey sayisindaki artig
belirginlesmis, ilerleyen aylarda ise artis hizinin azalmastyla birlikte
sistemin dengeye yaklastig1 gortilmiistiir.

Genel olarak, Bayburt i¢in elde edilen sonuglar, salginin kisa
stirede zirveye ulastig1 ve kontrol 6nlemleriyle birlikte hizli bir diistis
strecine girdigini gostermekte olup, bu dinamik yap1 biiyiik
sehirlerden farkli bir epidemiyolojik desen sergilemektedir.
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Modelin Bingol verilerine uygulamasi

Bingo6l Vaka sayilarinin Mart ay1 boyunca diisiik seviyelerde
seyrettigi, Nisan ay1 itibariyla artisa gegerek Nisan sonu—Mayis basi
civarinda tepe noktasina ulagtigi goriilmektedir (Sekil 6). Bu
donemden sonra vaka sayilarinda diizenli bir azalma meydana
gelmis, yaz aylarinda ise diisiik ve yatay bir seyir izlenmistir. Model
tahminleri ile haftalik gozlemsel veriler arasindaki uyum, modelin
Bingol i¢in de gilivenilir sonuglar lirettigini gostermektedir.

Sekil 6. Bingol icin haftalik vaka sayilarinin model ile kalibrasyonu
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Sekil 7°yi inceledigimiz de duyarl bireylerin (Susceptible)
zaman i¢indeki degisimi, Bingdl’de salginin yayilmasiyla birlikte
hizl1 bir diislis sergilemis, mayis ay1 civarinda minimum seviyeye
ulagsmistir. Salginin etkisinin azalmasiyla birlikte duyarli birey
sayisinda kademeli bir artis gozlenmistir. Maruz kalan bireyler
(Exposed), Nisan aymda belirgin ve keskin bir tepe noktasi
olusturmustur. Bu durum, Bingdl’de enfeksiyonun kisa bir zaman
araliginda yogunlastigin1 ve ardindan bulagmanin hizla zayifladigini
gostermektedir. Dogrulanmamis vakalar (Unconfirmed cases),
Nisan ay1 sonlarinda maksimum seviyeye ulasmis, takip eden
stiregte ise hizli bir diisiis egilimi sergilemistir. Bu sonug, erken
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donemde kayit dis1 vakalarin etkili oldugunu ancak daha sonra tespit
stireglerinin iyilestigini gostermektedir.

Sekil 7. Hastaligin her bir kompartimanda yayilim dinamigi.
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Iyilesen bireyler (Recovered), Mayis ayi itibartyla hizli bir
artis gostermis, yaz aylarinda ise artis hizinin azalmasiyla birlikte
sistemin dengeye yaklastig1 gorilmiistiir.

Genel olarak, Bingdl i¢in elde edilen bulgular, salginin sinirlt
bir zaman diliminde yogunlastigin1 ve kontrol dnlemleriyle birlikte
etkisinin hizli bir sekilde azaldigini ortaya koymaktadir.

Modelin Tunceli verilerine uygulamasi

Mart ayr boyunca vaka sayilarimin diisiik seviyelerde
seyrettigi, Nisan ay1 itibartyla belirgin bir artis yasandigi ve Nisan
sonu—May1s basi civarinda tepe noktasina ulasildigi goriilmektedir
(Sekil 8). Bu donemden sonra vaka sayilarinda diizenli bir azalma
gbzlenmis ve yaz aylarinda diisiik seviyelerde dengelenmistir. Model
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tahminleri ile haftalik gézlemsel veriler arasindaki uyum, Tunceli
icin elde edilen sonuglarin giivenilirligini desteklemektedir.

Sekil 8. Tunceli i¢cin haftalik vaka sayilarinin model ile
kalibrasyonu
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Tunceli’de salginin kisa siireli ve yogunbir yayilim
gosterdigini ortaya koymaktadir (Sekil 9). Duyarli birey sayisindaki
hizl1 azalis ve maruz kalan ile dogrulanmamis vakalardaki keskin
tepe noktalari, bulagmanin sinirl bir zaman araliginda yogunlastigini
gostermektedir. lyilesen birey sayisindaki artis ise Mayis ay1
itibartyla belirginlesmis, sonraki donemde artis hizinin azalmasiyla
sistemin dengeye yaklastig1 goriilmiistiir.
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Sekil 9. Hastaligin her bir kompartimanda yayilim dinamigi.
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Tablo 3. Yeniden iireme sayisi (Ry) ve sehir bazli agilama oranlar

Sehirler R, Asillama orani | Asilama orani
08.02.2021 Son giincelleme
Bingol 1.78 %10 %064.9
Bayburt 1.61 %14.84 %74,5
Tunceli 1.34 %26.78 %383.1
Giresun 0.98 %32.13 %389.1
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Sekil 10. Yeniden iireme sayisinin (Ry) asilanma oraniyla iliskisi
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Tablo 3 de verilen R, degerlerini iistel fonksiyonla kalibre
ettigimiz gibi zaman Sekil 10 verilen kalibrasyon elde edilmistir.
Sekil 10 da goriildiigii tizere, asilama ylizdesi arttikga R
degerinin iistel bir azalis gosterdigi anlasilmaktadir. Diisiik asilama
oranlarinda (yaklasik %55-65 aralifinda) R, degeri 2’nin iizerinde
olup, bu durum hastaligin toplum i¢inde hizla yayilabilecegine isaret
etmektedir. Asillama orant %70-80 seviyelerine ulastiginda R
degerinin belirgin bi¢imde azaldigr ve 1.5 civarina distiigi
goriilmektedir. Bu diisiis, bulasmanin énemli dl¢iide yavasladigini
gostermektedir.

Yiiksek asilama oranlarinda ise (90-100) R, degerinin 1’e
yaklastigr ve hatta 1’in altina indigi goézlenmektedir. Bu durum,
salgmin siirdiiriilebilirliginin azaldigmi ve toplumsal bagisikliga
yaklasilmis olabilecegini gdstermektedir. Veri noktalarinin {istel
azali egrisi ile uyumlu olmasi, asilama oranindaki artigin salgin
dinamikleri iizerinde giiclii ve belirleyici bir etkiye sahip oldugunu
dogrulamaktadir.
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Sonug¢

Bu boliimde, Tiirkiye’de segilen farkli iller icin COVID-19
salgiinin  zamansal  dinamikleri matematiksel modelleme
yaklagimiyla incelenmistir. Giinliik dogrulanmis vakalar, duyarls,
maruz kalan, dogrulanmamis ve iyilesen birey siniflarinin zamana
bagli degisimleri birlikte degerlendirilerek, salgmin farkh
demografik ve bolgesel yapilarda nasil sekillendigi ortaya
konulmustur. Elde edilen sonuglar, model tahminleri ile gézlemsel
veriler arasinda gii¢lii bir uyum oldugunu gostermis ve Onerilen
modelin hem biiylik hem de kii¢lik niifuslu illerde salgin seyrini
basaril bir sekilde temsil edebildigini dogrulamistir.

i1 bazli analizler, salginin baz1 bélgelerde kisa siireli ancak
yogun bir yayilim gosterdigini, bazi illerde ise daha yaygin ve gorece
uzun siireli bir dinamik sergiledigini ortaya koymustur. Duyarli
bireylerdeki hizli azalig, maruz kalan ve dogrulanmamis vakalardaki
keskin tepe noktalar1 ve iyilesen birey sayisindaki gecikmeli artis,
salginin dogal seyrini ve kontrol dnlemlerinin etkisini agik bigimde
yansitmaktadir. Bu bulgular, yerel 6l¢ekte uygulanan miidahalelerin
salgin dinamikleri iizerindeki belirleyici roliinii vurgulamaktadir.

Asilama orami ile temel lireme sayist (Ry ) arasindaki
iliskinin incelenmesi, salgin kontroliinde asinin kritik Snemini
acikca ortaya koymustur. Asilama yiizdesindeki artisin R, degerini
tistel bigimde azalttif1 ve yiliksek asilama oranlarinda Ry’in 1’in
altina distiigii goriilmistiir. Bu durum, toplumsal bagisikliga
yaklagsmanin salginin siirdiiriilebilirligini ortadan kaldirmada temel
bir unsur oldugunu gdstermektedir.

Sonug olarak, bu calismada sunulan matematiksel model,
bolgesel salgin dinamiklerini anlamada ve halk saglig1 stratejilerini
degerlendirmede gii¢lii bir ara¢ sunmaktadir. Elde edilen bulgular,
gelecekte benzer bulasici hastaliklar icin uygulanacak kontrol ve
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asilama politikalarinin =~ planlanmasina  bilimsel bir zemin
olusturmakta ve karar vericiler i¢cin onemli ¢ikarimlar saglamaktadir.
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CARPIMSAL OLCU VE OLCUYE BAGLI
MODELLER

Oguz OGUR!

Giris
Klasik Newtonyen analiz, uzun siire boyunca matematiksel
diistincenin temel yap1 taslarindan biri olarak kabul edilmistir.
Bununla birlikte, 0zellikle oransal degisimlerin ve {istel
davraniglarin baskin oldugu problemlerde, bu yaklasimin bazi
yapisal smirlamalar igerdigi goriilmiistiir. Bu ihtiyagtan hareketle
Grossman ve Katz (1972) tarafindan gelistirilen Newtonyen
olmayan hesap, geleneksel islemleri farkli cebirsel yapilarla
yeniden tanimlayarak matematiksel analize alternatif bir bakis acis1
kazandirmistir. Bu ¢ergevede, toplamsal islemler yerine ¢arpimsal ve

tistel islemlerin kullanilmasi, modelleme siire¢lerinde daha esnek ve
dogal bir yap1 sunmaktadir (Grossman, 1979; Stanley, 1999).

Newtonyen olmayan hesap ailesinin 6énemli bir alt dal
olan ¢carpimsal hesap, ozellikle degisimin mutlak farklar yerine
oranlar lzerinden ifade edildigi sistemlerde etkili sonuclar

'Prof., Matematik Béliimii, Giresun Universitesi, Giresun, Tiirkiye, ORCID:
0000-0002-3206-5330
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iiretmistir. Bashirov, Kurpinar ve Ozyapic1 (2008), bu yaklasimin
kuramsal temelini sistematik bigimde ortaya koymus ve c¢arpimsal
tirev ile integral kavramlarinin matematiksel tutarliligini
gdstermistir. Izleyen c¢alismalarda, carpimsal hesabin karmasik
analiz baglamindaki rolii (Uzer, 2010) ve fonksiyon uzaylari
teorisine olan katkilar1 (Cakmak & Basar, 2014) ayrintili bi¢imde
incelenmistir.

Soyut matematik baglaminda, dizi uzaylar1 ve matris
doniisiimleri {izerine yapilan aragtirmalar (Cakmak & Basar, 2012,
2015; Tirkmen & Basar, 2012), (Sagir & Erdogan, 2019a, 2019b)
Newtonyen olmayan ve c¢arpimsal yaklagimlarin klasik yapilarin
genellestirilmesinde nasil etkin bir rol oynadigini ortaya koymustur.
Varyasyonlar hesabi alaninda Torres (2021) tarafindan yapilan
caligmalarda, Newtonyen olmayan hesap tiirlerinin ¢oziim
tekniklerine yeni agilimlar sundugunu ortaya koymaktadir.

Bu yaklasimin uygulama alanlar1 yalnizca cebirsel ve analitik
yapilarla sinirli kalmamuis, integral denklemler teorisinde de farkli
¢cozlim yontemlerinin gelistirilmesine olanak saglamistir (Giingor,
2020a, 2020b, 2022). Topolojik agidan ise Newtonyen olmayan reel
dogrunun temel 6zellikleri Duyar, Sagir ve Ogur (2015), Duyar ve
Erdogan (2016) ile Duyar ve Ogur (2017) tarafindan ayrintili
bigimde ele alinmistir. Daha yakin tarihli ¢alismalarda, Newtonyen
olmayan cisimler iizerinde tanimlanan lineer uzaylarin yapis1 (Isik
& Eryilmaz, 2023) ve v-normlu uzaylarda elde edilen temel sonuglar
(Rohman & Eryilmaz, 2023), (Eryilmaz, 2024) bu alternatif
matematiksel ¢ercevenin giderek genisleyen bir arastirma alam
héline geldigini gdstermektedir.

Ozellikle dl¢ii kuram baglaminda, Newtonyen olmayan ve
carpimsal yaklasimlar dikkat ¢ekici sonuglar ortaya koymustur. Ogur
ve Demir (2019, 2020), Newtonyen olmayan Lebesgue Olciistlinii
tanimlayarak bu Ol¢iinlin temel 6zelliklerini incelemis; Duyar ve

-73--



Sagir (2017), reel sayilarin Newtonyen olmayan yorumlari ile 6lgii
kavrami arasindaki iligkiyi analiz etmistir. Bu c¢alismalar, Ogur ve
Glines (2024) tarafindan Newtonyen olmayan o6lg¢iilebilir kiimelerin
incelenmesiyle daha da ileri tasinmustir. Ayrica, Ogur (2024a, 2024b)
caligmalarinda, carpimsal ol¢ii ile ilgili bazi temel tanim ve
teoremleri vermistir. Tiim bu gelismeler, carpimsal Sl¢iiniin yalnizca
soyut bir genelleme degil, dl¢liye duyarlt matematiksel yapilarin
incelenmesinde temel bir ara¢ oldugunu gostermektedir.

Bu boliimde, yukarida Ozetlenen kuramsal cergeve esas
alinarak ¢arpimsal dl¢ii kavrami ayrintili bicimde ele alinmakta ve
Ol¢iiniin degistirilmesinin matematiksel modeller iizerindeki etkisi
incelenmektedir. Ozellikle biiyiime denklemleri, lojistik tip
modeller, epidemik yayilim siiregleri ve zaman Ol¢ekleme
problemleri {izerinden, dl¢iiye bagh model davramslar: acik
matematiksel formiilasyonlar ve grafiksel analizler araciligiyla
ortaya konulmaktadir. Amag, ¢arpimsal 6l¢iiniin klasik Olciliye gore
yalnizca alternatif degil, bazi durumlarda zorunlu bir tercih
oldugunu matematiksel olarak gostermektir.

Simdi Newtonyen olmayan analizde kullanilan baz1 temel
kavramlari tanitalim. p, R’den A = R(N), < R kiimesine tanimli,
birebir bir fonksiyon olmak {izere bir iirete¢ (generator) olsun. Bu
durumda Newtonyen olmayan cebirsel islemler asagidaki sekilde
tanimlanir: herhangi s,t € R(N),, igin

p — toplama s+t =p(p~(s) + p~1 (1)
p — ctkarma s=t=p(p~1(s) —p~ (1)
p — carpma sxt=p(p~t(s)xp~t (1)
p — bélme s+t=pp~'(s) +p~ (1)
p — siralama s<te pis)<pi(b)
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(Grossman & Katz, 1972). Herhangi t € R(N), eleman
icin Newtonyen olmayan mutlak deger asagidaki sekilde tanimlanir:

t, ift>0
ltl, =4 0, ift=0
0=t ift<0

Burada p(0) = 0. Ayrica, %t = p(NVp~t(®))ve t =
p((p_l(t))n) seklinde tanimlanir (Grossman & Katz, 1972).

Bu noktada, Newtonyen olmayan analizin 6zel bir durumu
olan geometrik analiz tanitilabilir. Bu amagla

p(s) = exp (s)
almak yeterli olacaktir. Eger
p:R - R*Y, s> p(s) =exp(s)
aliirsa, bu fonksiyonun ters fonksiyonu
p LR > R, p~1(t) =1In (t)
olur. Boylece, asagidaki kiimeleri elde ederiz;
R(N), = Reyp = {exp(s):s € R} = R¥,
Rixp = {exp(s):s € R™} = (1, +0)
ve

Rexp = {exp(s):s € R7} = (0,1).

Burada exp(0) = 1 oldugunu vurgulamak onemli olacaktir.
Simdi, tanim kullanilirsa, s,t € R,y,  elemanlarinin  toplami

asagidaki sekilde olur;
s+t = exp(lns + Int) = e D = st.

Benzer sekilde tanim kullanilirsa asagidaki carpimsal
cebirsel islemler elde edilir;
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s+t = st
s—t = S/t
sXt=s"
s+t= slnit
Bu bt')h'imde, (; )expr Aexp'

epo. , “Pinf, “Psup sembolleri  sirastyla  garpimsal-agik

aralik, carpimsal-Lebesgue Ol¢iisii, ¢arpimsal-toplam, carpimsal-
infimum ve ¢arpimsal-supremumu gosterecektir.

Simdi, reel analizde iyi bilinen bazi temel tanim ve sonuglari
sunalim. Bu amacla Natanson’un kitabinda verilen temel
kavramlarin hatirlatilmast yeterli olacaktir (Natanson, 1964).

Tanom 1. Ac¢ik bir (a,b) araliginin  uzunlugu, bu
araligin 6l¢iisti olarak adlandirilir ve

Ala,b) =b—a
seklinde tanimlidir (Natanson, 1964).

Tanim 2. Bos olmayan, siirli bir G agik kiimesinin 6l¢iisii,
onu olusturan tiim g;bilesen araliklarin uzunluklarinin toplami
olarak tanimlanir;

A(G) = X Aex)
(Natanson, 1964).

Teorem 1. G, ve G, sinirh iki acik kiime olsun. Eger G; C
G, ise

A(Gy) = A(G2)
esitsizligi saglanir (Natanson, 1964).
Teorem 2. Eger G smirl agik kiimesi

G:Uka, kill(,‘m GkﬂGl=(Z),
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seklinde yazilabiliyorsa, bu takdirde
A(G) = Lk A(Gy)
esitligi vardir (Natanson, 1964).
Tanim 3. Bostan farkli sinirli, kapal1 bir F kiimesinin 6l¢iisii
AF)=D—-C—-AT-F)

seklinde tanimlanir. Burada T = [C, D] kiimesi F kiimesini i¢eren
en kiiciik kapali araliktir (Natanson, 1964).

Tanim 4. Sinirl1 bir E kiimesinin dis 6l¢iisi
A (E) = inf{A(T):E c T, T suurli,agtk kiime}
ile tanimlanir (Natanson, 1964).
Tanim 5. Sinirli bir E kiimesinin i¢ 6l¢iisii

A(E) = sup{A(U):U c
E, U suurli kapalt kiime}

ile tanimlanir (Natanson, 1964).

Reel analizde bilinen ag¢ik aralik 6l¢iisii tanimi, Duyar ve
Sagir tarafindan Newtonyen olmayan analize agsagidaki sekilde
genisletilmistir:

Tamm 6. R(N) , igindeki bir (s, t) acik araligin 6l¢iisii

An(s,t) = p(Ap™(s), p~1 (1)) = t=s
ile tanimlidir (Duyar & Sagir, 2017).
Bu c¢alismada ayrica Newtonyen olmayan sinirli agik
kiimelerin Olgiimiine iliskin temel tanim ve teoremler de ele
alinmaktadir. Yukaridaki tanim dikkate alinarak, Newtonyen

olmayan analizde kapali kiimelerin 6l¢iisii Ogur ve Demir tarafindan
asagidaki sekilde verilmistir:
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Tamm 7. R(N), de bostan farkli smirh, kapali bir F

kiimesinin ol¢iimii
F =p (20072(0),p7 (D)) = A(p~H(S - F)))

ile tanimlidir. Burada S = [C, D], F kiimesini igeren en kiiciik kapali
araliktir (Ogur & Demir, 2020).

Bu bdliimde, Newtonyen olmayan analize genisletilmis bu
kavramlar, p(x) = exp(x) 06zel durumu alinarak geometrik
analize uyarlanacaktir. BoOylece carpimsal oOl¢iilebilir kiimelerin
uygulamalarinda kolaylik saglayan bir ¢ergeve elde edilecektir.

Simdi, carpimsal bir kiimenin Lebesgue Olcilisii tanimi,
(Duyar & Sagir, 2017) ¢alismasinda p(x) = exp(x) alinarak elde
edilir. Bu agsamada (Ogur, 2024a, 2024b) ¢alismasinda yer alan bazi
sonuglar verilecektir.

Tanim 8. Carpimsal bir (s,t)ey, agik araliginin garpimsal
olgtisii

Aexp (S, ) exp = exp(A(lns, Int))
= exp(Int — Ins)

= exp (ln g)

t
N

ile tanimlanir. Burada A, alisilmis Lebesgue olgiisiidiir.
Ornek 1. (2,6) exp a¢1k araliginin ¢arpimsal 6lglist
Aexp(2,6)exp = exp(A(In2, In6))
= exp((ln6 — an))
=3.
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seklinde hesaplanir.
Omek 2. Benzer sekilde
Aexp(€2, €M) oxp = exp(A(Ine?, ine*))
= e?.
bulunur.

Tanim 9. (yy), G smurl agik ¢arpimsal kiimesinin bir aralik
bilesenlerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde, G ¢arpimsal kiimesinin
carpimsal ol¢iisii

Aexp (T) = epok lexp (Sk» tk)exp
= expuk (Ee—5k)
:epok(tk + Sk)
=exp (X In(ty + si))
:eXp(ln(Hk(tk - Sk)))
=[xtk + sk)

seklinde bulunur. Burada ¥y = (Sk, tx)exp seklinde bir carpimsal
araliktir.

Omek 3. Bir  carpimsal T  kiimesi T =
(28) expU(5,9)expU(25,€7)exp seklinde verilsin. Bu takdirde, T
kiimesinin ¢arpimsal 6lctisti

49e’  36e°

Aexp(T) = 2525 250

seklinde bulunur.

Sonraki asamada kapali, sinirli ¢carpimsal kiimenin ¢arpimsal
Olgiisii tanimlanabilir:
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Tanim 10. Carpimsal bir U sinirli, kapali kiimesi verilsin. Bu
takdirde, U carpimsal kiimesinin ¢arpimsal dl¢iisii

Aexp(U) = exp{A(InK, InL) — A(In(S — U))}.

ile tanimlanir. Burada, S = [K, L]y, araligt U kiimesini igeren en
kiiclik kapalr araliktir.

Ormek 4. Carpimsal U = [83/2,ez]exp U [e3, e°] oy, kiimesi

verilsin. Bu takdirde, U kiimesinin ¢arpimsal dl¢iisii
Aexp(U) = exp{A(Ine®/?,Ine5) — A(Ine?, Ine®)}
=exp{(lne® — Ine3/?) — (Ine® — Ine?)}

=exp {in (75}

5/2

=e
seklinde bulunur.

Teorem 3. U carpimsal kiimesi, carpimsal anlamda sonlu
sayida ve ikiser ikiser ayrik kiimelerin birlesimi bigiminde ifade
edilebiliyorsa, yani | # s icin U; N Ug = @ olmak tizere U =
Uj=, U, ise bu takdirde, asagidaki esitlik vardir;

Aexp(U) = {:1( Aexp(Ul))-

Ispat. Agiktir ki In(U) = Uj_;In(U)). O zaman, reel
sayilarda bilinen 6l¢ii 6zellikleri kullanilarak

Rexp (V) = exp(Bi_y A(In(U))))
= exp ( T n (exp (A(ln(UQ))))
= exp (2121 In ( Aexp(Ul)))

--80--



= exp (ln(l_H=1 /1exp (Ul)))

= l_H:l ( Aexp (Ul))
oldugu elde edilir.

Tanim 11. Carpimsal bostan farkli, bir sinirli E kiimesi
verilsin. Bu takdirde, E kiimesinin sirasiyla ¢arpimsal i¢ ve dis
Olciisii agagidaki gibi tanimlanir;

Aexp(E) = “Pinf{ Aexy(G):E
C G, G ¢arpimsal sturl, agtk kiime }
ve
Aoxp(E) = “Psup{ Aexp(5):S <
E,S ¢arpumsal kapali kime} .
Teorem 4. Eger G stmirly, acgik bir carpumsal kiime ise
Aexp(6) = A3xp(6) = A (6)
esitligi saglanir.
Teorem 5. Eger S siurli, kapali bir ¢arpimsal kiime ise
Dexp(S) = 28xp(S) = Aoy (5)
esitligi vardir.

Teorem 6. Her smirli carpimsal M kiimesi i¢in asagidaki
esitsizlik vardir;

Aoy (M) < 23,5, (M).

Tanim 12. Sinirli bir carpimsal S kiimesi verilsin. Eger bu
kiimenin ¢arpimsal i¢ ve dis dlgiileri esit ise, yani

A(S) = 2°(8)
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ise bu S kiimesine olgiilebilir kiime denir.

Simdi, carpimsal tiirev kavramint verelim (Bashirov,
Kurpinar & Ozyapici, 2008).

Tanim 13. A c R agik araliginda tanimhi ve degerleri (0, o)
kiimesinde olan bir f fonksiyonu ele alinsin. Keyfi bir x € A i¢in

1

f*(x) = lim (f(“h))ﬁ

h—o \ f(x)

limiti varsa bu f* fonksiyonuna f fonksiyonunun c¢arpimsal tiirevi
denir (Bashirov, Kurpinar & Ozyapic1, 2008).

f(x+h)
f(x)

ST B e ..
oransal degisimini, - Ussil ise bu degisimin birim degisken basina

Bu tanimda, ifadesi fonksiyonun x noktasindaki

yogunlugunu temsil etmektedir. Dolayisiyla ¢arpimsal tiirev, klasik
tirevden farkli olarak mutlak artiglar1 degil, goreli yani carpimsal
degisimleri oOlgmektedir. Eger f fonksiyonu klasik anlamda
tiirevlenebilir ise, carpimsal tiirev ile klasik tiirev arasinda agagidaki
iligki gegerlidir:

f*(x) =exp (%)

Tanim 14. [a,b] € R araliginda tanimli ve degerleri (0, o0)
kiimesinde olan pozitif bir f fonksiyonu verilsin. Eger

[7 In(f (x))dx

integrali varsa f fonksiyonunun carpimsal anlamda Riemann
integrali (veya kisaca carpimsal integrali)

[ n(Fe)dx = exp (J] In(F (0)dx)

ile tanmimlanir (Bashirov, Kurpinar & Ozyapici, 2008).
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Bu tanimda ¢arpimsal integral, fonksiyonun degerlerinin
logaritmasinin klasik integralinin iistel doniisiimi olarak elde
edilmektedir. Dolayisiyla c¢arpimsal integral, klasik integralde
oldugu gibi toplamaya degil, carpima dayal1 bir birikimi temsil eder.
Bu oOzellik, 0Ozellikle oransal degisimlerin baskin oldugu
problemlerde carpimsal integralin dogal bir ara¢ haline gelmesini
saglamaktadir.

Carpimsal Olciiye Dayalh Bazi Modeller

Bu boliimde, carpimsal integral ve carpimsal ol¢ii
kavramlarinin matematiksel modeller iizerindeki etkisi acik bi¢cimde
ortaya konulmaktadir. Ozellikle biiyiime ve yayilim siireclerinde,
Ol¢iiniin klasik Lebesgue Olclisiinden ¢arpimsal Lebesgue Olciiye
gegcirilmesi, modelin nitel davranisini dogrudan degistirmektedir.

Carpimsal Biiyiime Modeli

Pozitif degerli bir durum degiskeni x(t) igin carpimsal
biiyiime modeli, ¢arpimsal tiirev kullanilarak

x*(t)=c¢, ¢>0

seklinde tanimlanir. Burada ¢, sabit carpimsal biiylime katsayisin
temsil eder. Carpimsal tlirevin tanimi kullanildiginda, bu model
klasik anlamda

x'(t) _
D Inc

diferansiyel denklemine denktir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii
x(t) = x(0)e™t = x(0)ct

olarak bulunur. Bu modelde biiyiime, mutlak artislar yerine oransal
degisimler lizerinden tanimlanmaktadir. Carpimsal 0l¢ii altinda
kii¢iik oranli biiylimeler zamanla tistel bir etki yaratir. Bu durum,
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klasik dogrusal veya iistel modellere kiyasla erken evrede daha
belirgin bir biiyiime davranisi ortaya koyar.

Sekil 1

60 1

504

40

304

Durum Degiskeni x(t)

20

10 A

0 2 4 6 8 10
Zaman (t)

Carpimsal Lojistik Biiyiime Modeli
Tasima kapasitesi K > 0 olan bir sistem i¢in carpimsal
lojistik model

* _1—@
x*(t)=c k¥ , c>1

seklinde tanimlanir. Béylece

%=lnc(1—$)

yazilir. Buradan x(t) < K iken biiyiime carpimsal olarak baskindir.
x(t) — K iken biiylime hiz1 oransal olarak yavaslar. Bu davranis,
klasik lojistik modeldeki dogrusal baskidan farkhidir ve Olgii
degisiminin dogrudan bir sonucudur.
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Sekil 2

400 A

350 A

300 A

250 A

200 A

Populasyon x(t)

100 A

50 A

Zaman (t)

Carpimsal Epidemik Model

Epidemiyolojik modellerde temel parametre olan temel
iireme sayist Ry > 0 kullanilarak ¢arpimsal model

I*(t) = Ry
ile tanimlidir. Bu ifade klasik modelde

e _
oo InR,

denklemine doniisiir. Coziimi, 1(0) = I, > 0 olmak tizere I(t) =
IoRE seklindedir. Carpimsal 6l¢ii altinda erken evredeki yayilim ¢ok
daha belirgin hale gelir. Klasik 06l¢li altinda “kiiclik artis” gibi
goriinen degisimler, ¢garpimsal modelde dogrudan sistem davranigini
belirler.
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Sekil 3

— Ro=11
Ro=1.3
1000 __ g _16
800 -
[
> 600
w
L]
i
i
S 400 -
200 -
0_
0 2 4 6 8 10

Zaman (t)

Carpimsal Olgii ile Olgekleme

Carpimsal 0lgii altinda bir araligin 6lgiisii, mutlak farkla
degil oranla belirlenir:

Rerp([tr, 12]) = 2

Bu nedenle carpimsal 6l¢ii, 6zellikle dlgekleme (scaling) ve
oran-temelli zaman/uzunluk yorumlarinda dogaldir. Ornegin (1,2)
ile (10,20) araliklar1 klasik olgiide farkli uzunluklara sahipken,
carpimsal 6l¢iide

Aexp(1,2) = Agxp(10,20) = 2

oldugundan ayni biiytikliikte kabul edilir. Bu, carpimsal 6l¢iiniin
“dlcekten bagimsizlik” 6zelligini  acik bicimde gosterir. Ozetle
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“Carpimsal oOl¢li uzunlugu degil, o6lcegi olcer” seklinde
yorumlanabilir.

Sekil 4
10 { —e— Klasik Olcii: b—a
Carpimsal Olg: b/a
8 -
& 61
[
o
3
o
©
44
21 /
(1.2) (2,4) (5,10) (10,20)
Araliklar

Bu boliimde, carpimsal 6l¢li kavrami ve bu Olgliye baglh
olarak tanimlanan matematiksel modeller ayrintili bi¢cimde ele
alimmigtir. Newtonyen olmayan analiz ¢ercevesinde tanitilan
carpimsal tlirev ve carpimsal integral tanimlar1 kullanilarak, olcii
kavraminin yalnizca teknik bir ara¢ olmadigi; aksine modelin nitel
davranigini belirleyen temel bir unsur oldugu gosterilmistir.

Carpimsal bliyiime, ¢arpimsal lojistik ve ¢arpimsal epidemik
modeller lizerinden yapilan incelemeler, oransal degisimlerin baskin
oldugu sistemlerde carpimsal Olgiiniin klasik toplamsal Olgiiye
kiyasla daha dogal ve agiklayici bir yapt sundugunu ortaya

koymustur. Ayrica agik araliklar i¢in tanimlanan carpimsal Sl¢ii

Aexp([t1, t2]) =Z—2 ifadesi araciligiyla, oOlgekten bagimsizlik
1

ozelligi grafiksel olarak vurgulanmis ve 6l¢ii se¢ciminin modelleme
stirecindeki etkisi somut bigimde gdsterilmistir.
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Elde edilen sonuglar, carpimsal dl¢iiye dayali yaklagimlarin
yalnizca soyut bir genelleme olmadigini; 6zellikle biiylime, yayilim
ve Olgekleme gibi oransal dinamiklerin modellenmesinde giiclii ve
esnek bir ¢erceve sundugunu gostermektedir. Bu baglamda,
carpimsal Ol¢li ve bu Olciliye bagli modeller, Newtonyen olmayan
analizin uygulama potansiyelini agik¢a ortaya koymakta ve ileri
caligmalar i¢in saglam bir temel olusturmaktadir.
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