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Simgeler

R ‘Reel sayilar kiimesi

N :Dogal sayilar kiimesi

P :Irrasyonel sayilar kiimesi

0 :Bir X topolojik uzayinin tiim agik Ortiilerinin bir
ailesi

r :Bir X topolojik uzayinin tiim y -Ortiilerinin bir
ailesi

0 :Bir X topolojik uzaymin tiim w -ortiilerinin bir
ailesi

0 U { U:Ue U } = X olacak sekilde X uzayini
orten tim U € O ortiilerinin bir kolleksiyonu

0, :U U = X olacak sekildeki tim U € O ortiilerinin
bir kolleksiyonu

0

int(F) =F : F kiimesinin i¢i

|A| : Bir A kiimesinin kardinalitesi

Si(A, B) : A’nin elemanlarinin her bir (A4,,) ey dizisi i¢in

bir(b,)nen dizisi vardir yle ki her n € N igin
b, € A, ve {b,;:n € N} € &.

Stin(A, B) : A’nin elemanlarinin her bir (A4,,) ey dizisi i¢in
bir (B,)nen dizisi vardir 6yle ki her n € N igin
B, c A,, ve U,en B, € B.

Upin (A, B) : A’nin elemanlarinin her (4,,),ey dizisi i¢in bir
(Bp)nen dizisi vardir 6yle ki her n € N igin B,,, A,
nin sonlu alt kiimesi ve {U B,:n € N} € &[1.

5,(0,0) : Acik ortiilerin bir dizisinin her bir elemanina
karsilik gelen agik ortiiden tek bir tane segilerek
yeni bir agik
ortli elde etmek-Rothberger 6zelligi (R).

Srin(0,0) : Agik ortiilerin bir dizisinin her bir elemanina

karsilik gelen agik ortiiden sonlu birgok elemanini
secerek yeni bir agik ortii elde etmek-Menger
ozelligi (M).



Usin (I, T) : Her bir yortiisiinden sonlu tane segilerek yeni bir
y ortii elde etmek

S1 (0, 5) : Hemen hemen Rothberger 6zelligi (aR)
Srin (O, 0) : Hemen hemen Menger 6zelligi (aM)
5.(0,0p) : Zayif Rothberger ozelligi (WR)
Stin(0,0p) : Zayif Menger 0zelligi (wM)

St(F,U) : F nin U ya gore yildizi

(St(F, W) =U{UEeU:FnU =+ 0})
St(UVY,U) :U V nin U ya gore yildiz1
St(UuV, W) =UUEeU:UNDV) # 0}

St P)  :St(x,P) = U{P €eP:{x}NP = 0}
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Kisaltmalar

: Kompaktlik (Compactness)

: Sayilabilir kompaktlik (Countable Compactness)

: Lindelof

: Menger

: Rothberger

: Hurewicz

: Gerlits-Nagy

: Yildiz Menger (Star Menger)

: Kuvvetli y1ldiz Menger (Strongly Star Menger)

: Yildiz Rothberger (Star Rothberger)

: Kuvvetli y1ldiz Rothberger (Strongly Star Rothberger)
: Yildiz Hurewicz (Star Hurewicz)

: Kuvvetli Yildiz Hurewicz (Strongly Star Hurewicz)
: Yildiz Gerlits-Nagy (Star Gerlits-Nagy)

: Kuvvetli Yildiz Gerlits-Nagy (Strongly Star Gerlits-Nagy)
. Yildiz-K-Menger (Star-K-Menger)

: Sozde (quasi) Menger

: Sozde (quasi) Rothberger

: S6zde (quasi) Hurewicz

: S6zde (quasi) Gerlits-Nagy

: Sozde (quasi) Lindelof

: Yildiz Lindelof
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: Sozde y1ldiz Lindelof

: Zayif y1ldiz Lindel6f

: Sozde y1ldiz Menger

. Zayif yildiz Menger

: Hemen hemen yildiz Menger

. Zay1f (weakly) Menger

: Zay1f (weakly) Rothberger

: Zay1f (weakly) Hurewicz

: Zayif (weakly) Gerlits-Nagy

: Zay1f (weakly) Lindelof

: Hemen hemen (almost) Menger

: Hemen hemen (almost) Rothberger
: Hemen hemen (almost) Hurewicz

: Hemen hemen (almost) Gerlits-Nagy

: Bir B kiimesinin kapanig1



1. Giris

Prof. Dr. Ljubisa D.R. Kocinac’a saygilarimizia..

Siikran KONCA
Nuran ALAR
Yiicel AYDIN

‘Kompakt’ terimi, 1904 yilinda Maurice Fréchet tarafindan,
her dizisi yakinsak bir alt diziye sahip olan uzaylar1 tanimlamak i¢in
ortaya atilmistir. Bugiin bu tip uzaylara ’dizisel kompakt’ diyoruz.
Dizisel kompaktlik, metrik uzaydaki kompaktlik kavramina denktir.
Kompaktligin 6zelligi uzun ve karmasik bir tarihe sahiptir. Agikgasi,
kompaktligi tanimlamanin amaci kapali ve smurli araliklarin
ozelliklerini genel olarak topolojik uzaylara tasimaktir. Bu amaca
yonelik  onceki girisimler dizisel kompakthigi, sayilabilir
kompaktlig1, Bolzano-Weierstrass ozelligini ve son olarak 1923
yilinda P.S. Alexandroff ve Paul Urysohn tarafindan 6ne siiriilen
kompaktligin bugiinkii tanimim1 kapsar. Kompakthigin ilk teoremi,
kapali ve sinirli [a,b] nin kompakt oldugunu belirten Heine-Borel
Teoremi’dir. Bu kanitin keyfi agik Ortliye genisletilmesini Ernst
Lindelof (1870-1946) ¢alismalarinda gostermistir (Karaca, 2013).
Kompaktlik topolojik uzaylar tlizerinde giiclii bir siirlamadir.
Kompaktlik 6nemli bir topolojik kavramdir, 6zellikle topolojik
islemlerle ugrasiyorsak. Matematigin bir¢ok dalinda 6zellikle analiz
ve geometride sik sik karsilagilan uzaylarin bircogu kompakt
degildir. Bu ylizden kompaktligin bir genellemesi olan yerel
kompaktlik kavramu ile ilgilenilmesi ihtiyact duyulmustur. Bu aray1s
matematikcilerin kompakt olmayan topolojik uzaylar i¢in yeni ortii
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ozellikleri tanimlayarak kompaktligin genel hallerini elde etmeleri
ile devam eder.

Matematikte segme prensibi, verilen bir kiimeler dizisinden
elemanlar segerek matematiksel olarak onemli nesneler elde etme
olasiligin1 ortaya koyan bir kuraldir. Segcme prensipleri teorisi, bu
prensipleri ve diger matematiksel 6zelliklerle iliskilerini inceler. Bir
matematiksel 6zelligin bir segme prensibi kullanilarak karakterize
edilmesi, karakterize edilen 6zellik hakkinda yeni kavrayislara yol
acan cogunlukla asikdr olmayan bir islemdir. Kdsegenlestirme
yontemi olarak da bilinen segme prensipleri teorisinin uzun bir tarihi
geemisi vardir. 1845-1918 yillar1 arasinda yasamis kiimeler
kuraminin kurucusu {inlii matematik¢i Georg Ferdinand Ludwing
Philipp Cantor, 1874 yilinda reel sayilar kiimesinin sayilamaz
oldugunu  kanitladiktan  sonra  kanitta  kullandigi  {inli
kosegenlestirme yontemi, asagida verilen sekilde, matematikte yeni
arastirmalar ortaya koymustur.

“Bir tiire ait matematiksel nesnelerin (4,: n € N) dizisi
icin, belirli bir kurala gore her n € N icin 4,,’den bazi elemanlar
secildiginde, secilen elemanlarin ayni1 veya farkli tiirde bir
matematiksel nesne olusturmasi.”

Genel olarak, bu yontemi kullanan matematik dalina segme
prensipleri teorisi denir. Secme prensipleri teorisinin bir¢cok alanda
uygulamalarin1 gdrebildigimiz gibi kiime teorisi, genel topoloji,
cebirsel topoloji, matematiksel analiz, oyun teorisi, Ramsey teorisi,
fonksiyon uzaylar1 ve hiper uzaylar, kardinal degismezlik, boyut
teorisi, topolojik gruplar ve baglar, Karamata teorisi gibi bir¢ok
matematiksel disiplin ile derin ve sik sik sasirtici olan baglantilara
sahiptir. Temel olarak topolojik uzaylarda, 6zellikle fonksiyon
uzaylarinda ortli 6zelliklerini tanimlar. Tiim bu 6zellikler Lindelof
orti 6zelligi ile ilgilidir. Menger ve Hurewicz gibi ortii 6zellikleri
kompakthigin zayif halleri ve Lindelof o6zelliginin daha
giiclendirilmis halleridir. Aslinda bunlarin hepsi sayilabilir
kompaktlik ile yalanct kompaktlik (pseudokompaktlik) arasinda
uzanir.



Topolojideki se¢me prensipleri teorisi ile ilgili temel
caligmalar 1920-1930'larda Menger (Menger, 1924), Hurewicz
(Hurewicz, 1925; Hurewicz, 1938), Rothberger (Rothberger 1938),
Sierpinski (Sierpinski, 1926; Sierpinski, 1928), tarafindan yapilmis
makaleler olmasina ragmen, bu alandaki sistematik arastirmalar son
20-30 yildir ozellikle de Scheeper’in (Scheepers, 1996; Scheepers,
1997; Scheepers, 2000), makalelerinden sonra hizla artmis ve birgok
matematikgiyi etkilemistir.

Son birkag yilda klasik se¢me prensiplerinin zayif
formlarmin arastiritlmasina olan ilgi artt1 ve bu konuda ¢ok sayida
makale yayinlandi (Babinkostova, Pansera & Scheepers, 2012;
Babinkostova, Pansera & Scheepers, 2013; Di Maio & Kocinac,
2015; Kocev, 2009; Pansera, 2012; Sakai, 2013; Song & Li, 2013).
Tim bu oOzellikler bir X uzayinin Lindelof o6zelliginin zayif
versiyonlartyla ilgilidir. 1979 yilinda s6zde (quasi) Lindelof 6zelligi
A.V. Arhangel’skii (Arhangel’skii, 1979) tarafindan tanitilmigtir. Di
Maio ve Kocinac (Di Maio & Kocinac, 2015), Arhangel’skii nin bu
calismasinin seg¢ilmis versiyonlartyla yakindan ilgili olan Menger
ozelliginin zay1f versiyonlari olarak s6zde (quasi) Menger uzaylarini
tanimlamis ve bunlarin Menger 6zelliginin diger zayif formlarindan
daha farkli olduklarimi gostermislerdir. Se¢cme prensipleri teorisi
hakkinda birka¢ derleme makale yaymlanmistir (6rnegin, (Kocinac,
2004; Kocinac, 2019; Sakai & Scheepers, 2014), agik problemler
icin (Tsaban, 2007) nolu makaleye bakiniz.) fakat yine de bazi
onemli arastirma safhalar1 agiga ¢ikarilmamistir. Kocev (Kocev,
2009) 1y1 bilinen Menger 6zelligine benzeyen hemen hemen Menger
ve ilgili uzaylar1 arastirdi ve hemen hemen Menger 6zelliginin
Menger 6zelliginden farkli oldugunu goésterdi. Bunun i¢in agik
kiimelerin kapaniglarini kullantyoruz. Aslinda bu fikir tamamen yeni
degil. Tkachuk (Tkachuk, 1995) ve Scheepers (Scheepers, 1998,
1999)'da, Rothberger (Rothberger, 1938)'in klasik notasyonuna
benzer bir Ozellik olarak agik kiimelerin kapanisini alarak
diistinmiislerdir. Ko¢inac (Ko¢inac, 1999b), Menger 6zelliginin bir
genellestirilmesi olarak hemen hemen Menger kavramini tanitti. Di
Maio ve Kocinac (Di Maio & ark., 2015), hemen hemen Menger
ozelligini hiper uzaylarda inceledi. Daniels (Daniels, 1988) zayif
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Menger (WM), zayif Rothberger (WR) uzaylarini tanimlayan ilk
kisiydi. Hemen hemen Menger (aM) ve hemen hemen Rothberger
(aR) uzaylar1 Ko¢inac (Kocinac, 1999b) tarafindan tanimlandi. Zay1if
Menger, hemen hemen Menger, zayif Rothberger ve hemen hemen
Rothberger  uzaylarinmin  oyun  teorisi  karakterizasyonlari
(Babinkostova, Pansera & Scheepers, 2012, 2013) te verilmistir.
Hemen hemen Hurewicz uzaylar1 Song ve Li (Song & Li, 2013)
tarafindan tanimland1 ve bu uzaylarin temel topolojik 6zellikleri
kanitlandi.

Yildiz operatériiniin topolojide kullanimi uzun bir tarihe
sahiptir. Literatiirde bir dizi topolojik 6zelligin yildiz yontemi
kullanilarak karakterize edilebilecegini gdsteren bir¢ok sonug vardir;
ozellikle topolojik uzaylarin bir¢ok ortli 6zelligi s6z konusu ise.
Yildiz yontemi, topolojik uzaylarin metriklestirilmesi problemini
incelemek ve birka¢ 6nemli klasik topolojik kavramin tanimlari i¢in
kullanilmigtir (Koc¢inac, 2015). Daha fazla ayrint1 i¢in (Matveev,
1998) ve (Tsaban, 2015) makalelerine bakiniz. 1999 yilinda
Kocinac, bu operatorii segme prensipleri alaninda uyguladi ve bu
operatorii kullanarak bir dizi yeni segme prensiplerini tanittt ve
arastirdi  (Kocinac, 1999a, 1999b). Yildiz ortii ozellikleri
kompakthgin zayif halleridir ve sayilabilir kompaktlik ile yalanci
kompaktlik (pseudokompaktlik) arasinda uzanir (Tsaban, 2015).
Metrik uzaylar parakompakt uzaylar oldugundan metrik uzaylarda
Menger, yildiz-Menger, kuvvetli yi1ldiz Menger, yildiz-K-Menger
ozellikleri cakigsmaktadir. Kocinac (Kocinac, 2015) derleme
makalesinde, segcme prensipleri teorisinin onemli bir alt alan1 olan
yildiz se¢gme prensiplerinin ayrintili bir agiklamasini vermektedir.
Se¢me prensipleri teorisinin onemli bir alt alan1 olan yildiz segme
prensipleri hakkinda (Bonanzinga, Cammaroto & Kocinac, 2004;
Casas-de la Rosa, Garcia-Balan & Szeptycki, 2019; Kocinac, 1999a,
1999b; Kocinac, 2015; Matveev, 1998; Sakai, 2014; Song, 2013a,
2013b, 2013c; Song, 2014; Song, 2015; Tsaban, 2015) nolu
makaleler yayinlanmistir.

Arhangel’skii  (Arhangel’skii, 1979), sL kardinal
fonksiyonunu ve X uzaylarini sL(X) = w olacak sekilde tanimladi:
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Bir X uzayma, eger her A ¢ X ve X'deki a¢ik kiimelerle

olusturulan A'nin her bir U ortiisii i¢in A € UV, olacak sekilde
sayilabilir bir V € U kiimesi varsa sLindeloff denir.

Bu fikri takiben ve degistirerek, Koc¢inac ve Konca (Kocinac
& Konca, 2020) segmeli ortii 6zelliklerinin yeni tiplerini diistinmiis
ve bunlart  Menger-kiimesi tipi  Ortli  Ozellikleri  olarak
adlandirmislardir.

Yiiksek lisans tez ¢aligmalarinin bir iiriinii olan bu kitapta,
topolojide ¢ok Onemli bir yer edinen ortii 6zelliklerinden klasik
secme prensipleri ve yildiz segme prensiplerinin zayif formlari ile
bunlarin kendi aralarindaki iliskiler derlenmistir. Zayif Menger,
zayif Rothberger, zayif Hurewicz ortii 6zellikleri, hemen hemen-
Menger, hemen hemen Rothberger, hemen hemen Hurewicz ortii
ozellikleri, y1ldiz-Menger, yildiz-Rothberger, yildiz Hurewicz Ortii
ozelliklerinin zayif versiyonlarin1 saglayan uzaylarin bazi topolojik
ozelliklerini arastirdik. Su ana kadar ilgili uzaylarin 6zellikle temel
nitelikteki yapilmis c¢alismalar iizerine yogunlastik ve ilgili
makalelerde elde edilen ve ispat1 verilmemis bazi sonuglar1 veya
okuyucuya birakilan teoremleri burada ispatladik. Bu anlamda bu
calisma, son zamanlarda matematigin bir alt bilim dali olan
topolojide onemli bir ¢caligma alani olarak karsimiza ¢ikan klasik
secme prensipleri ve yildiz segme prensipleri ile bunlarin zayif
formlar1 lizerine olup 6zellikle bu alanda temel bir kaynak arayan
okuyucuya faydali bir ¢aligma niteligindedir.
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2. Temel Kavramlar

Siikran KONCA
Nuran ALAR
Yiicel AYDIN

Tamm 2.1 (Kogak, 2015) X bos olmayan bir kiime ve 7, X'in kuvvet
kiimesi ile gosterilen P (X)‘inbir alt ailesi olsun.

T1) Xve @, t'ya aittir. Yani; X etve @ €7,

T2) t'nun herhangi bir alt ailesine ait kiimelerin birlesimi yine t'ya
aittir. Yani; I herhangi bir indis kiimesi olmak tizere, i € I igin U; €
T ise UiEI Ui E T,

T3) t'yaait sonlu sayidaki iki kiimenin kesisimi yine 7'ya aittir. Yani
U VeriseUNVEr

ozellikleri saglaniyorsa t'ya X iizerinde bir topoloji denir. T ailesi X
tizerinde bir topoloji ise (X, ) sirali ikilisine bir topolojik uzay ve
X'in elemanlarina noktalar denir. X'in kendisine bir topolojik uzay
denir.

Ornek 2.2 (Kogak, 2015) X bos olmayan bir kiime olsun. 7 = P(X)
ailesinin X tizerinde bir topoloji oldugunu gésterelim.

Coziim (T1) @ € X ve X € X oldugu i¢in X € 7,0 € T olur.
(T2) Viel i¢in U; € T ise U; € X olur. Bu durumda .LEJI UicX
4
olur. O halde _leJI U; € T olur.
l
(T3) UVerise USX,VCS X olur. Bu durumda UNnV c X
oldugundan U NV € t olur.

T = P(X) ailesi Tanim 2.1 deki (T1), (T2) ve (T3) sartlarin
sagladigindan X {izerinde bir topolojidir. Bu topolojiye X {lizerindeki
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ayrik topoloji ve (X, T) topolojik uzayma da ayrik topolojik uzay
denir.

Tammm 2.3 (Kocgak, 2015) (X, 1) bir topolojik uzay olsun. t 'nun
elemanlarina (X, 7) uzaymin agik kiimeleri denir.

Tanim 2.4 (Kogak, 2015) (X, ) bir topolojik uzay ve U kiimesi
X'in bir alt kiimesi olsun. UnunX'e gore tiimleyeni olan X\U
kiimesi (X,7) uzaymnda acgiksa U 'ya, (X,7) uzaymmn kapali
altkiimesi denir.

Tanmm 2.5 (Kogak, 2015) (X, 7) bir topolojik uzay ve B, X'in agik
kiimelerinin bir ailesi olsun. T'nun her elemani B'ye ait bir takim
kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa B'ye t topolojisinin bir
tabani denir. Yani;

TB1) B € 7 dur.

TB2) U etise i €1 igin B; € B olmak iizere U = U;¢; B; olacak
sekilde bir I indis kiimesi vardir. TB1, TB2 sartlar1 saglaniyorsa
B'ye t topolojisinin bir tabani denir.

Tamm 2.6 (Kogak, 2015) (X, 7) bir topolojik uzay ve 0, X'in agik
kiimelerinin bostan farkli bir ailesi olsun. O'ya ait biitiin sonlu
sayidaki bir takim kiimelerin ara kesiti T'nun bir tabani oluyorsa
O'ya T'nun bir alt tabani1 denir. Yani

By = ﬂ S;: ] sonlu bir indis kiimesi ve j € ] igin §; € O
jej
ailesi t'nun bir tabani oluyorsa O'ya 7'nun bir alt tabani1 denir.
Tanmm 2.7 (Kogak, 2015) (X, 7) bir topolojik uzay ve x € X olsun.
x € U oOzelligindeki her U acik kiimesine x noktasinin bir
komsulugu denir. Diger bir deyisle Tnun x noktasini iceren her

elemanina x noktasinin bir komsulugu denir. Bir x € X noktasinin
komsuluklarinin koleksiyonu genellikle N, seklinde gosterilir.

Tamim 2.8 (Kogak, 2015) (X, 7) bir topolojik uzay, x € X ve B,, x
noktasini i¢eren agik kiimelerin bir ailesi olsun. x € U 6zelligindeki
her U € t i¢in B € U olacak sekilde bir B € B, varsa B, ailesine x
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noktasinin komsuluklarinin bir tabani veya x noktasinin bir yerel
tabani denir. Yani;

YTB1) B, € t'dur,
YTB2) B € B, ise x € B'dir,

YTB3) x € U ozelligindeki her U € 7 igin B € U olacak sekilde bir
B € B, vardir.

Eger bu i¢ sart saglanmiyorsa B, kolleksiyonuna X noktasinin
komguluklarinin bir tabani veya X noktasinin bir yerel taban1 denir.

Tanmm 2.9 (Kogak, 2015) Eger bir kiime sonlu veya sayilabilir
sonsuz ise bu kiimeye sayilabilir kiime denir. Sayilabilir olmayan
kiimeye sayilamayan kiime denir. X ve Y bos olmayan iki kiime
olsun. Bire-bir ve orten bir f: X — Y fonksiyonu varsa X ve Y
kiimelerine esgiiclii kiimeler denir ve bu durum X ~ Y seklinde
gosterilir. X kiimesi ile N kiimesi esgiiclii ise yani X kiimesinden N
kiimesine bire-bir ve Orten bir fonksiyon varsa, X kiimesine
sayilabilir sonsuzdur denir. Bir X kiimesi bazi n € N igin
{1,2,...,n} kiimesi ile esgii¢clii veya X = @ ise X kiimesine sonlu
kiime denir. X sonlu degilse X kiimesine sonsuzdur denir.

Tanim 2.10 (Kogak, 2015) (X, ) bir topolojik uzay ve A < Xolsun.
A =X ise Aya (X, 1) uzaynin yogun bir alt kiimesi denir.
Tanmm 2.11 (Kogak, 2015) (X,7) topolojik uzaymnin sayilabilir

yogun bir alt kiimesi varsa bu uzaya ayrilabilir uzay denir.

Tamm 2.12 (Kogak, 2015) X bir kiime ve A € X olsun. Eger bir
U < P(X) ailesi igin; A € Uyey U saglaniyorsa, bu U ailesine A
alt kiimesinin bir Ortiisii denir.

Tammm 2.13 (Kogak, 2015) (X, t) bir topolojik uzay ve A € X
olsun. I bir indis kiimesi olmak {izere heri € [ i¢in U; ETtVve A C
Uit U; ise U = {U;:i € I} ailesine Amin bir agik ortiisii denir
(Bkz. Sekil 1).
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Sekil 1: A kiimesinin bir U acik ortiisti

Tanmm 2.14 (Kogak, 2015) X bir topolojik uzay ve U, X'in bir
ortiisii olsun. Eger U nuntiim elemanlari bu uzayda agik ise U'ya X
uzayinin bir agik ortlisii denir ve X'in agik ortiilerinin ailesi O ile
gosterilir.

Ornek 2.15 (Kogak, 2015) U = {(n,n + 1):n € Z} ailesi R i¢in bir
acik ortii degildir. Clinkii,R # U,ez(n,n + 1) = R\Z (Bkz. Sekil
2). Tam sayilar1 6rtemedigimizden dolay1 R nin agik ortiisii degildir.

-1 0] 1 2
€ — R

C AYS AYS AYS
C FAN FAN EAN

N

Sekil 2: R i¢in agik ortii olmayan bir ornek
Ornegin; Sekil 3 *deX = R, T =alisilmis topoloji olsun.

-3-2-10123

|
<717 R

Sekil 3: R i¢in agik ortii ornegi
U = {(—n,n):n € N}, Upen(—n,n) = R’yi verir. Boylece R ’nin
bir agik Ortiisiidiir.
Tanmm 2.16 (Kogak, 2015) U ={U;:i € I} koleksiyonuna
A'min agik bir ortiisi ve J S olmak tizere V = {U;:i € J}
koleksiyonu A'nin bir ortiisii ise V = {U;:i € J} oOrtiistine U =
{U;:i € I} ortiisiiniin bir alt ortiisii denir. Bu durumda J sonluysa
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V ={U;:i € J} ortiistine U = {U;: i € [}ortisiiniin sonlu alt ortiisii
denir.

Tamm 2.17 (Kogak, 2015) (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X'in her
U acik ortiistiniin sonlu bir V alt ortiisii varsa (X, T) uzayina veya
kisaca X ’in kendisine kompakt topolojik uzay denir.

Ornek 2.18 (Karaca, 2013) U = {(n,n + 2),n € Z} ailesi R i¢in
bir agik Ortiidiir fakat sonlu bir alt ortiisii olmadigindan R kompakt
degildir (Bkz. Sekil 4).

e e T
e T S T
_— ey

B A
Sekil 4: R kiimesinin sonlu alt ortiisii olmayan bir agik ortiisti

Tamm 2.19 (Kogak, 2015) (X, 7) bir topolojik uzay ve A da X'in bir
alt kiimesi olsun. (4, t,) alt uzay1 kompaktsa A'ya X'in kompakt alt
kiimesi denir.

Ornek 2.20 (Kogak, 2015) R standart uzaymin (0,1) alt kiimesinin
kompakt olmadigini gosterelim (Bkz. Sekil 5).

.. (1 . 1
Her n € N i¢in (m, 1) kiimesi R'de agik ve (E’ 1) =(0,1)n
(ﬁ,l) oldugundan (ﬁ,l) kiimesi (0,1) *de agiktir. Diger
yandan Sekil 5 ten de gorildiigi gibi, (0,1) = Uiy (==,1)

oldugundan U = {(ﬁ, 1) me N} kolleksiyonu (0,1)’in ag¢ik bir

ortusudur. V = {(ﬁ, 1) mel]C N} kolleksiyonu bu oOrtiiniin
sonlu bir alt ortiisii olsun. Bu durumda n, = max{n:n € I} olmak

, _ 1 (1 . 1
tizere (0,1) = Upe; (n+1, 1) = (n0+1, 1) olur. Bu ise T € (0,1)
ve n01+2 2 (n01+1, 1) oldugundan bir celiskidir. Boylece (0,1) ’in

U= {(ﬁ, 1) ‘n € N} agik Ortiisiiniin  sonlu higbir alt Ortiisii
yoktur. O halde (0,1) uzay1 R’nin kompakt bir alt kiimesi degildir.
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Sekil 5: R standart uzayinin kompakt olmayan bir alt kiimesi

Tamm 2.21 (Kogak, 2015) (X, 1) bir topolojik uzay olsun. X'in
sayilabilir her agik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa Xuzayina
sayilabilir kompakt (CC) uzay denir. A S X ve (4,t4) uzayl
sayilabilir kompaktsa A kiimesine (X,7) uzaymin sayilabilir
kompakt altkiimesi denir.

Not 2.22 (Kogak, 2015) Kompaktlik (C) ve sayilabilir kompaktlik
(CC) tanimlar1 geregince her kompakt uzay sayilabilir kompakttir.
Ciinkli kompakt uzayin her Ortiisiiniin sonlu bir alt Ortiisii vardir.

Bunlar i¢inde sayilabilir olanlarinda sonlu bir alt ortiisii vardir.
Dolayisiyla C =CC dir.

Tamim 2.23 (Kogak, 2015) (X, 7) bir topolojik uzay, (x,) bu uzayda
bir dizi ve x € X olsun. x € U 6zelligindeki her U agik kiimesi ve
her n € N i¢in x,, € U olacak sekilde bir n = N dogal say1si1 varsa x
noktasina (x,) dizisinin bir yigilma noktasi denir. Yani x € U
ozelligindeki her U agik kiimesi i¢in x,, € U olacak sekilde sonsuz
sayida n € N varsa x noktasina (x,) dizisinin bir y1gilma noktasi
denir.

Tamim 2.24 (Kogak, 2015) (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Her x €
X noktasinin sayilabilir bir yerel tabani varsa (X, 7) uzayina birinci
say1labilir uzay denir.

Tanmm 2.25 (Kogak, 2015) (X, ) bir topolojik uzay olsun. t'nun
sayilabilir bir taban1 varsa (X, T) uzaymna ikinci sayilabilir uzay
denir.

Not 2.26 (Kogak, 2015) ikinci sayilabilir uzay birinci sayilabilir
uzaydir. Her ikinci sayilabilir uzay ayrilabilir uzaydir.
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Ornek 2.27 (Kogak, 2015) R iizerinde 7, standart topolojisi mevcut
olsun. Buuzayin B; = {(p, q): p, q € Q} sayilabilir bir taban1 vardur.
Dolasiyla ikinci sayilabilir aksiyomunu saglar.

Tamm 2.28 (Kogak, 2015) Bir (X, 7) topolojik uzaymin her agik
oOrtlistiniin sayilabilir bir alt ortiisli varsa X uzayma Lindel6ff uzay1
(L) denir.

Not 2.29 (Kogak, 2015) Her kompakt uzay bir Lindeloff uzayidir
(C=L). Ciinkii bir kompakt uzayn her ag¢ik ortiisiiniin sonlu bir alt
ortiisti vardir. Sonlu olan sayilabilir oldugundan her agik Ortiisiiniin
say1labilir bir alt ortiisii vardir deriz. O halde tanim geregi bu uzay
Lindelo6ff uzayidir.

Teorem 2.30 (Kogak, 2015) Her sayilabilir kompakt (CC) Lindeloff
(L) uzay1 kompakttir (C). (CC+L = C).

ispat U, X’in bir agik Ortiisii olsun. X bir Lindel6ff uzayi
oldugundan U ’nun sayilabilir bir V altortiisii vardir. X sayilabilir
kompakt oldugundan sayilabilir V ag¢ik ortiisiiniin sonlu bir W
altortlisii vardir. Buna gore W, U 'nun sonlu bir alt oOrtiisii
oldugundan X kompakttir.

Teorem 2.31 (Kogak, 2015) Ikinci sayilabilir her (X, 7) topolojik
uzay1 bir Lindel6ff uzayidir.

Ispat = {B,: n € N}ailesi X'in sayilabilir bir tabani ve U =
{U;]i € I}ailesiX'inherhangi bir agik ortiisti olsun. Bu durumda her
x € X icin x € U;, olacak sekilde bir U;, € U vardir. U;, agikve
x € U;, oldugundan x € B, € U, olacak sekilde bir B, € 8 vardir.
Boylece X = U,ex By 'dir. Her bir B, € B i¢in B, € U;, olacak
sekilde bir tane U;,, € U kiimesi se¢elim ve bunlarin koleksiyonuna
V diyelim. Bu durumda g sayilabilir oldugundan V sayilabilirdir.
Ustelik X = Uyex By = Uyey U olur. Diger bir deyisle V
koleksiyonu X 'in U ortiisiiniin sayilabilir bir alt ortiistidiir.

Tanmm 2.32 (Kogak, 2015) (X, T) bir topolojik uzay olsun. X'deki
her dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa X uzayina dizisel kompakttir
denir.
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Ornek 2.33 (Kocak, 2015) A= (0,1) alisilmis topolojiden
indirgenen topolojiye sahip olsun. A = (0,1) kiimesi dizisel
kompakt degildir. Gergekten (a,) = (%n € N) dizisi 0 noktasina

yakinsar. Dolayisiyla dizinin her alt dizisi de 0 noktasina yakinsar.
Ancak 0 & A 'dir.

Teorem 2.34 (Kogak, 2015) Dizisel kompakt her (X, t) topolojik
uzay1 sayilabilir kompakttir.

Not 2.35 (Kogak, 2015) Dizisel kompaktligin sayilabilir kompaktligi
gerektirmesine ragmen sayilabilir kompaktlik dizisel kompaktligi
gerektirmeyebilir. Bununla beraber birinci sayilabilir uzaylar i¢in
dizisel kompaktlik ve sayilabilir kompaktlik denktir.

Tanim 2.36 (Kogak, 2015) (X, T) bir topolojik uzay ve x € Xolsun.

a) x € U € Colacak sekilde bir U € T ve X’in kompakt bir C alt
kiimesi varsa X uzayma x noktasinda yerel kompakttir denir. Diger
bir deyisle x € X noktasini igeren (X,t) uzaymin bir U agik
kiimesini igeren (X, 7) uzaymin kompakt bir alt kiimesi varsa (X, 7)
uzayina xnoktasinda yerel kompakttir denir.

b) Her x € X i¢in (X, 7) uzay1 x noktasinda yerel kompaktsa (X, T)
uzayina yerel kompakt uzay denir.

Ornek 2.37 (Kogak, 2015) R standart uzaymin yerel kompakt
oldugunu gosterelim.

Coziim x € Rolsun. Budurumdae > 0i¢inU = (x —&,x + &) ve
C=[x—¢&x+¢€] olsun. Bu durumda x € U € C dir. U kiimesi
acik bir kiime ve C kiimesi kompakt oldugundan Rstandart uzay1
yerel kompakttir.

Teorem 2.38 (Kogak, 2015) R standart uzayinin kapali ve sinirlt her
altkiimesi kompakttir.

Tamm 2.39 (Engelking, 1989) U, X’in bir a¢ik Ortiisii olsun. Xin bir
V agik Ortilisine eger her V€7V bazit U, € U tarafindan
kapsaniyorsa U’ nun bir incesi veya inceltilmisi denir.
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Tamm 2.40 (Engelking, 1989) U, X’in bir ag¢ik ortiisii ve V, Unun
bir incesi olsun. Eger X in her noktasi V’nin en ¢ok sonlu ¢oklukta
elemani tarafindan kapsaniyorsa 1V nokta-sonlu incedir denir.

Tamm 2.41 (Engelking, 1989) U, X’in bir ag¢ik ortiisii ve V, Unun
bir incesi olsun. Eger X’in her bir noktasi V’nin en ¢ok sayilabilir
coklukta elemani tarafindan kapsaniyorsa 1V nokta-sayilabilir
incedir denir.

Tamm 2.42 (Engelking, 1989) Bir X topolojik uzayinin her U agik
ortlisiiniin a¢ik ve yerel sonlu bir V incesi varsa, bu uzaya
parakompakt uzay denir.

Tamim 2.43 (Engelking, 1989) Bir X topolojik uzayimin her U agik
ortistinin agik ve nokta-sonlu bir V incesi varsa, bu uzaya
metakompakt uzay denir.

Tamm 2.44 (Daniels, 1988) Bir X topolojik uzaymin her U agik
ortlisiiniin agik ve nokta-sayilabilir bir V incesi varsa yani; X’in her
noktas1 V’nin elemanlariin en ¢ok sayilabilir ¢okluktakine ait ise,
bu uzaya meta-Lindel6ff uzay denir.

Tanim 2.45 (Engelking, 1989) BirX topolojik uzayma eger X’in her
U agik Ortiisiiniin sayilabilir, yerel, agik bir incesi varsa para-
Lindel6f denir.

Teorem 2.46 (Engelking, 1989) X ve Y topolojik uzaylar ve f: X —
Y bir doniisiim olmak iizere asagidakiler birbirine denktir.

e f stireklidir.

o HerA c X igin f(4) c f(A).

e HerB cYiginf-1(B) c f(B).

e Her B c Y igin f~ (é) < (F1(B))".
Tamm 2.47 (Engelking, 1989) f: X — Ydoniisiimiine eger Vy € Y
icin f < (y), X’in kompakt alt kiimesi ise kompakt doniisiim denir.

Tamim 2.48 (Engelking, 1989) X ve Y topolojik uzaylar olmak
lizere, X ’deki bir agik kiimeyi Y ’de bir agik kiimeye doniistiiren
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f:X - Y doniisiimiine agik doniisiim denir. Ag¢ik bir doniisiim igin
Ac Xiken £~ (f(A) = F(f(A)) esitligi saglanr.

Tamim 2.49 (Engelking, 1989) f: X — Ydonisiimiine eger Vy € Y
ve f “(y) c U agik komsulugu i¢in y € Wve f (W) c U olacak
sekilde Y’de acik bir W kiimesi varsa kapali doniisiim denir.

Tamm 2.50 (Kocinac, 2016; Long & Herrington, 1981) f: X =Y

doniistimiine @ -stirekli denir eger her x € X ve f(x)i igeren Y de
acik her V kiimesi i¢in X’de x’i i¢eren bir Uagik kiimesi vardir oyle

ki f (U) cV.

Tamim 2.51 (Kocinac, 2016; Long & Herrington, 1981) Bir f: X —
Y doniisiimiine kuvvetli 6 -siirekli denir eger her x € X ve f(x)’i
iceren Y’de agik her Vkiimesi i¢in X de x’i igeren bir U agik kiimesi
vardir 8yle ki f(U) < V.

Not 2.52 (Koginac, 2016; Long & Herrington, 1981) f(U) c V < V
kapsama bagmtisindan da goriilebilecegi gibi her kuvvetli
6 —siirekli doniisiim 6 —siireklidir.

Tamm 2.53 (Engelking, 1989) X ve Y birer topolojik uzaylar olsun.
f:X — Y dontisiimii stirekli, kapali ve kompakt bir doniigiim ise f
doniisiimiine miikemmel doniisiim denir.

Tanim 2.54 (Song, 2013a) X ve Y birer topolojik 6zellik ve f: X —
Y olsun. Y’deki her noktanin ters goriintiisiinde nokta sayisinin X de
sonlu oldugu f doniisiimiine sonludan-bire doniisiim (finite-to-one
mapping) denir.

Not 2.55 (Engelking, 1989) Her kompakt uzay parakompakttir. Bir

Lindel6f uzaymin her agik ortiisiiniin yerel-sonlu, a¢ik bir incesi
vardir.

Teorem 2.56 (Engelking, 1989) Yerel kompakt bir X uzayinda
asagidakiler denktir.

(1) X uzay1 o -kompakttir.

(2) X uzay1 Lindeloftiir.

(3) X uzaymin kompakt altkiimelerinin bir dizisi K;, K5, K3, . ..
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K, c K, c K5 c...ve X = U,en K,, olacak sekilde vardir.

Tamm 2.57 (Engelking, 1989) X bir Tychonoff topolojik uzay1 ve
X tizerinde tanimlanmis her reel-degerli, siirekli fonksiyon sinirli ise
X uzayma pseudokompakt uzay denir.

Teorem 2.58 (Engelking, 1989) Her sayilabilir kompakt (CC)
Tychonoff uzay1 pseudokompakt uzaydir.

Teorem 2.59 (Engelking, 1989) Her pseudokompakt normal uzay
say1labilir kompakttir (CC).

Tammm 2.60 [12] X # @ bir kiime olmak iizere, d: X X X - R
doniisiimii asagidaki Ozellikleri sagliyorsa d ye X iizerinde bir
metriktir denir.

M1) Vx,y € X i¢in d(x,y) = 0.

M2)d(x,y) =0 x =y.

M3) Vx,y € X icin d(x,y) = d(y, x).
M4)Vx,y,z € X i¢cind(x,z) < d(x,y) + d(y, z).

Tanim 2.61 (Engelking, 1989) (X, 1) topolojik uzayina eger X
tizerindeki T topolojisi d: X X X — R metrigi tarafindan iretilmisse
metriklenebilir denir.

Teorem 2.62 (Engelking, 1989) Her metriklenebilir topolojik
uzayda kompaktlik, sayilabilir kompaktlik ve dizisel kompaktlik
kavramlar1 denktir.

Teorem 2.63 (Engelking, 1989) Her metriklenebilir kompakt uzay
ayrilabilirdir.

Tamm 2.64 (Engelking, 1989) Bir topolojik uzayin altkiimelerinin
bir ailesine o -yerel sonlu (sirasiyla, o -ayrik) denir eger yerel sonlu
ailelerin (sirastyla, ayrik ailelerin) sayilabilir bir birlesimi olarak
gosterilebiliyorsa.

Not 2.65 Metriklenebilir uzaylarin en 6nemli 6zelliklerinden biri
Stone Teoremi olarak bilinen agagidaki teoremde verilmistir.
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Teorem 2.66 (Engelking, 1989) (Stone Teoremi) Metriklenebilir bir
uzayin her acik Ortiisiiniin o -yerel sonlu ve o -ayrik bir incesi
vardir.

Teorem 2.67 (Engelking, 1989) Her metriklenebilir uzayin ¢ -ayrik
bir bazi vardir.

Teorem 2.68 (Engelking, 1989) Her metriklenebilir uzayin o -yerel-
sonlu bir baz1 vardir.

Teorem 2.69 (Engelking, 1989) Bir topolojik uzayin metriklenebilir
olmasi i¢in gerek ve yeter sart parakompakt Hausdorff uzayi
olmasidir.

Teorem 2.70 (Engelking, 1989) (Arhangelski’nin Metriklenebilme
Teoremi) Bir topolojik uzay metriklenebilirdir ancak ve ancak bir
T;-uzayidir ve regiiler bir taban1 vardir.

Teorem 2.71 (Engelking, 1989) Her regiiler Xtopolojik uzay1 igin
asagidakiler denktir:

(1) X uzay1 parakompakttir.

(2) X uzaymin her agik Ortiisiiniin agik sigma-yerel sonlu bir incesi
vardir.

(3) X uzaymin her agik ortiistiniin yerel sonlu bir incesi vardir.

(4) X uzaym her agik ortiistiniin kapali yerel sonlu bir incesi vardir.
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3. Ortii Ozellikleri ve Klasik Se¢me Prensipleri

Siikran KONCA
Nuran ALAR
Yiicel AYDIN

Bu boliimde ortii 6zellikleri ve klasik se¢cme prensipleri
derlenmis olup konuyla ilgili temel kisimlar verilerek ispati
verilmeyen veya ilgili makalelerde okuyucuya birakilan bazi
teoremlerin ispatlart yapilmistir. Referans verilmeyen bu sonuglar
bahsi gecen ispatlardir.

3.1 Ortii Ozellikleri ve o - Kompakthik

Tammm 3.1.1 (Scheepers, 1996) X bir topolojik uzay ve U da X’in
bir agik ortiisii olsun. Eger her bir x € X, U’ nun sonlu tane elemant
hari¢ hemen hemen tiimiine aitse veya diger bir deyisle, Vx € X i¢in
{U € U: x ¢ U} kiimesi sonlu oluyorsa X’in U agik Ortiisiine y -
ortii denir ve X’in tiim y -Ortililerinin ailesi I ile gosterilir.

Tammim 3.1.2 (Scheepers, 1996) Bir X topolojik uzaymin U agik
ortlisiine eger X ¢ U ve her bir sonlu F c X kiimesi baz1 U € U
tarafindan kapsaniyorsa w -0rtli denir. X in tiim w -Ortiilerinin ailesi
1 ile gosterilir.

Ornek 3.1.3 (Konca, 2019) Acik bir sekilde tanimlardan da
gorildigi gibi, R’nin agik bir ortiisii olan U = {(—n,n):n € N}
bir w -ortl ve ayrica bir y -Ortiistidiir.

Teorem 3.1.4 (Scheepers, 1996; Konca, 2019) Bir X topolojik
uzaymin her bir y -0rtiisii bir w -ortiidiir. Yani y = w.

Ispat U, X in bir y -ortiisii olsun. U’nun bir w -ortiisii oldugunu
ispatlayacagiz. F = {x1, x;,..., X} } kiimesi X in sonlu bir alt kiimesi
olsun. U bir y -6rtii oldugundan

X1, U’nun sonlu elemanlar1 hari¢ tiimiine ait.
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X5, U’nun sonlu elemanlar hari¢ tlimiine ait.
Xy, U’nun sonlu elemanlari harig tiimiine ait.

Boylece F hemen hemen her U € U tarafindan kapsanir ki bu da
sonlu F c X kiimesinin baz1 U € U tarafindan kapsandigi anlamina
gelir. Boylece U bir w -ortidiir.

Sonu¢ 3.1.5 (Scheepers, 1996) y -ortili, w -ortiiden daha giiglidiir
(baskindir).

Ornek 3.1.6 (Scheepers, 1996) U, X topolojik uzaymin bir w -
ortiisii olsun. U 2 = {U X U:U € U} nin X2 i¢in bir w -6rtii olmasi
gerekmez.

Teorem 3.1.7 I' c 2 c O kapsama bagintis1 saglanir.

Teorem 3.4 ten y = w oldugunu biliyoruz. I', 2 koleksiyonlarinin
elemanlar1 ayn1 zamanda agik oOrtiiler oldugundan ispat agiktir.

Lemma 3.1.8 (Konca, 2019) w -6rtiisii i¢in X topolojik uzay1 daima
sonsuz elemanli kabul edilir.

Ispat Eger X sonluysa, w -ortiisii i¢in asikar durumdur. Ciinkii her
birsonlu F c X baz1 U € Utarafindan kapsanir. X sonlu olacagi i¢in
ortiiniin bazi elemanlar1 tarafindan kapsanir ve bu eleman X
olmalidir. Boylece X € U olur ki bu da w -6rtiiniin tanimiyla gelisir.
O halde X sonsuzdur.

Not 3.1.9 (Konca, 2019) X deki her bir Fsonlu kiime, w -0rtiistiniin
sonsuz ¢oklukta elemanina aittir.

Ispat Fc X,3U,eU > FcU,

F, = F U {x;} sonludur. Buna goére, 3U; €U > F, cU; ve
boylece F c U;.

F, = F U {x, x,} sonludur. Buna gore, 3U, € U > F, c U,ve
boylece F c U,.

E, =FU{x4,%5,...,x,} sonludur. Buna goére, 3 U, €U >
E, c U, ve boylece F c U, olur. Boyle devam ettirilirse, F,
U, nin sonsuz ¢oklukta elemani tarafindan kapsanir.
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Tammm 3.1.10 (Just & ark., 1996) Bir X topolojik uzayina eger
kompakt kiimelerin sayilabilir bir birlesimi olarak yazilabiliyorsa o
-kompakttir denir. Yani, Ky, K,,....,K,,... bu uzaydaki kompakt
kiimeler olmak iizere X = U =1 K.

Ornek 3.1.11 (Konca, 2019) R, o -kompakttir.

U = {[-n,n]:n € N} kiimeler ailesi R i¢in bir Ortiidiir. Her bir
K,, = [—n,n] kiimesi R’de kapal1 ve sinirli oldugundan kompakttir.

3 =2 -1 1 2 3 LR

Sekil 6: o -kompaktlik

[-1,1], [-2,2], [-3,3],...,[—n, n],... kiimelerinin her biri R ’de
kompakttir ve birlesimleri R ’yi verir (Bkz. Sekil 6). R =
Unen[—n, n] oldugundan R, ¢ -kompakttir.

Not 3.1.12 (Just & ark., 1996) ¢ -kompaktlik i¢in X = K; U K, U...
iken X; € X, € X5 C... her zaman saglanir. X; = K;, X, = K; U
K;, X3 =K; UK, UKj,... alalim. X; c X, c X3 C... saglanir.
Kompakt kiimelerin sonlu sayidaki birlesimi de kompakt
oldugundan X, X, X5, ... kiimelerinin her biri de kompakttir. X, o -
kompakt uzay, {K,: n € N} ise X ’in kompakt alt kiimelerinden
olusan bir Ortiisii olur. Kompakt kiimelerin sonlu birlesimi de
kompakt kiime oldugundan her n i¢in ,, = UL, K; de kompakttir.
O halde {¥,,:n € N} ailesi, o -kompakt X uzaymn i¢ i¢e ge¢mis
kompakt alt kiimelerinden olusan bir Ortiisiidiir.

Teorem 3.1.13 (Konca, 2019) Her kompakt uzay o -kompakttir.

Ispat X kompakt olsun. X’in ¢ -kompakt oldugunu gdsterecegiz.
Her bir n i¢in X = X; U X, U...U X, U... yazalim. Buna gore, her
bir n i¢in X,, = X olmak iizere agik¢a goriilir ki X, kompakt
kiimelerin sayilabilir bir birlesimi olarak yazilabilir ve boylece X, o
-kompakttir.
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Sonug¢ 3.1.14 (Konca, 2019) o -kompaktlik y -Ortiiyii tiretir.

3.2 Se¢cme Prensipleri Teorisi

Tablo 1: Se¢me prensipleri teorisi

X: Topolojik uzay

P: Topolojik 6zellik

Se¢meli P

Bir tek eleman

Elemanlarin bir dizisi

P: Kompaktlik ise

X in her U agik Ortiisiiniin sonlu
bir V alt ortiisii vardir s UV =
X.

Se¢meli P: Menger-Tipi Se¢me
Prensibi olur.

X in acik Ortiilerinin her bir
{U,:n €N} dizisi i¢in bir

{V,;:n € N} dizisi vardir oyle ki
vn €N i¢in V, €U, , V, sonlu
vn € Niginve U,(UV,) = X.

Kaynak: (Konca, 2019)

Tammm 3.2.1 (Eysen, 2012) (Se¢me Prensibi) Bir tiire ait
matematiksel nesnelerin bir (U,: n € N) dizisinden, belirli bir
kurala gore her n € N icin U, ’den baz1 elemanlar secildiginde,
secilen elemanlarn ayni veya farkli tiirde bir matematiksel nesne
olusturmasi. A ve A kiimeler ailesi olmak tizere, kural Sekil 7 deki

gibi ifade edilebilir:
[ A\mx V“
2w

Sekil 7: Se¢me prensibi
Tanmmm 3.2.2 (Scheepers, 1996) Bir X topolojik uzaymnin agik
ortlilerinin ailesi O ile gosterilsin. A ve B, O’nun bostan farkl iki
alt kiimesi olmak iizere;

e B

1. S;(A,B) yontemi: A’ nin elemanlarindan olusan her (U,).ey
dizisi i¢in bir (Up)ney dizisi vardir 6yle ki Vn € N igin U,, € U,, Ve
(Un)nEN € A.
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2. Sfin(A, B) yontemi: A’mn elemanlarindan olusan her (Uy,)pen
dizisi i¢in bir (V) ney dizisi vardir 6yle ki Vn € N igin V,, , U, nin
sonlu altkiimesi ve U,,¢y V,, € &.

3. Ugin (A, B) yontemi: A’nin elemanlarindan olusan her (Up)pen
dizisinden, vn € N igin sonlu V,, € U,, kiimesi segerek, B’de bir
(U V) nen clemani elde etmek.

Not 3.2.3 (Scheepers, 1996) Acik ortilerin herhangi bir A
kolleksiyonu ve O, I' ve  ortiilerinin bir B kolleksiyonu igin
S1(A,B) € Sfin(A,B) Ve Spin(A, B) € Usin(A, $B) kapsama
bagintis1 saglanir.

Tamim 3.2.4 (Menger, 1924) (Menger-Tipi Se¢gme Prensibi) (M) Bir

sonlu kiimelerin bir (V,)),,en dizisihern € NiginV, c U, ve X =
Unen(U V) olacak sekilde varsa X uzayma Menger oOrtti 6zelligini
saglar veya Menger uzayidir denir (Bkz. Sekil 8).

Agik ortiilerin her bir U,, dizisi i¢in;

U U U,

I ¥

Sekil 8: Menger-tipi se¢cme prensibi

Tamm 3.2.5 (Hurewicz, 1925) (Hurewicz-Tipi Segme Prensibi) (H)
Bir X topolojik uzayina Hurewicz ortii Ozelligini saglar veya
Hurewicz uzayidir denir eger X in agik oOrtiilerinin her bir (U;)qen
dizisi i¢in sonlu kiimelerin bir (V) ey dizisi varsa 6yle ki her n €
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N i¢in V,, € U,, ve her x € X i¢in x € U V},,, sonlu tanesi hari¢ tim
n € N i¢in (Bkz. Sekil 9).

U 2N U

1 2 7

%

% % %

Sekil 9: Hurewicz-tipi se¢me prensibi
Tamim 3.2.6 (Rothberger, 1938) (Rothberger-Tipi Se¢gme Prensibi)
(R) Bir X topolojik uzayinin agik ortiilerinin her bir (U,) ey dizisi
icin bir (Up)ney dizisi her n € N igin U, € U, Ve X = Upeny Un
olacak sekilde varsa X uzaymna Rothberger ortii 6zelligini saglar
veya Rothberger uzayidir denir (Bkz. Sekil 10).

:E;/;y_ ([ﬁ &“:)2) (ﬁ& i
| -~ Ejﬂ@:) @J@

Sekil 10: Rothberger-tipi se¢me prensibi

Tammm 3.2.7 (Gerlits & Nagy, 1982). (Gerlitz-Nagy-Tipi Seg¢me
Prensibi) (GN): Hurewicz ve Rothberger ortii ozelliklerinin bir
birlesimi olarak verilir. Buna gore, X uzayma Gerlitz-Nagy ortii
ozelligini saglar veya Gerlitz-Nagy uzayidir denir eger X’in acgik
ortiilerinin her bir (U,) ey dizisi igin bir (Uy,) ey dizisi varsa dyle
ki her n € N i¢in U,, € U,, ve her x € X i¢in x € U,, sonlu tanesi
hari¢ tim n € N igin.
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Eger O, bir X topolojik uzaymnin agik ortiilerinin bir kolleksiyonu ise
bu durumda
*  S;in(0,0) Menger (M) ortii 6zelligidir (Hurewicz, 1925;
Menger, 1924);
e 5,(0,0) Rothberger (R) ortii dzelligidir (Rothberger, 1938);
o Ui (I', I') Hurewicz (H) ortii dzelligidir (Hurewicz, 1925).

@®
Teorem 3.2.8 (Konca, 2019) X o —kompakt uzay = X Menger
@
uzay1 = X Lindeloff uzay.

Ispat (1) Varsayalim ki X, o -kompakt olsun. X = X; U X, U...
olacak sekilde X ’in kompakt X;, X,, ... altkiimelerinin birlesimi
olarak yazilir. X topolojik uzaymin agik ortiilerinin bir (U;,)qen
dizisini alalim.

X, kompakt oldugundan; V; € U; olacak sekilde X; kiimesini
orten sonlu bir V; alt ortilisti vardir.

X, =U U, iken X; =U V; vardir (V; sonlu).

X, kompakt oldugundan; V, < U, olacak sekilde X, kiimesini orten
sonlu bir V, alt ortiisii vardir.

X=X,UX,U...=(UV)U UV, U...UUV,) U...= Upen(U
V,,) olur ki bu da X topolojik uzaymm Menger uzayr oldugunu
gosterir.

(2) X Menger uzay1 olsun. X’in agik ortiilerinin her bir (U,)pen
dizisi i¢in bir (V) ey dizisi vardir 6yle ki her n € N i¢in V,, € U,
V,, sonlu (vn € N igin) ve U,(UV,) = X. Buna gore, V, sonlu
oldugundan sayilabilir bir alt ortiidiir. Boylece, X ’in her acik
oOrtlistiniin sayilabilir bir alt ortiisii olacagi i¢in X Lindel6ff uzayidir.
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Teorem 3.2.9 (Konca, 2019)

® 2 3 (4
Kompaktlik = ¢-Kompaktlik = Hurewicz = Menger = Lindeloff

m n
(6) )
Garlitz-Nagny (:>7) Rothberger

Ispat (1) Kompaktlik (C) = o —Kompaktlik

X kompakt olsun. X ‘in o -kompakt oldugunu gosterecegiz. Her bir
n i¢in X, = X olmak iizere X = X; U X, U...U X, U... yazalim.
Buna gore, acgikca goriiliir ki X, kompakt kiimelerin sayilabilir bir
birlesimi olarak yazilabilir ve boylece X, o -kompakttir.

(2) 0 —Kompaktiik =>Hurewicz (H)

X topolojik uzay1 o -kompakt olsun. Buna gore K4, K>, ...., K,,...
bu uzaydaki kompakt kiimeler olmak tizere X = Up—1 K. (U nens
X’in agik Ortiilerinin bir dizisi olsun. U, X’1 orttiigl i¢in U, K;’1
orter. K; kompakt oldugundan 3 sonlu V; c U, alt Ortiisii vardir
oyleki K; cUV; .

U,, X1 orttigl icin U,, Ky yi orter. K, kompakt oldugundan 3
sonlu V, c U, alt ortiisti vardir yle ki K, cU V.

Uy, X1 orttigl i¢cin Uy, K 'y1 orter. K, kompakt oldugundan 3
sonlu V,, € Uy alt ortiisii vardir 6yle ki K, cU V.

Buna gore, X =K; UK, U...= Upen Ky = Upey(U V) . X ’in
herhangi bir noktast x olsun. Bu durumda, x € K}, olacak sekilde
minimum bir k € N segelim. Agik bir sekilde, her bir m = k igin
x € K,, ve K,,, cUYV,, oldugundan x €UV, her bir m > k i¢in.
Bdylece, her x € X i¢in x €U V,,,, sonlu tanesi hari¢ tim m’ler igin.
Bu durumda, her bir i > k i¢in x eUV,,. O halde, X Hurewicz
uzayidir.
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(3) Hurewicz (H) =>Menger (M)

X Hurewicz uzay1 olsun. X ’in Menger oldugunu kanitlamak
istiyoruz. Yani; X 'in her (U,)nen acik ortiisiintin sonlu bir (V,,) nen
alt ortiisti vardir oyle ki UV,, X'i orter.

(Uy)nen » X 'in agik Ortiilerinin bir dizisi olsun. X Hurewicz
oldugundan 3 V,, € U,,, her bir n i¢in V,, sonlu ve her x € X igin
X EUV, (hern > n, € N igin ). Boylece, X topolojik uzay1 (U V,,)
kiimeleri tarafindan kapsanr.

(4) Menger (M) =Lindelof (L)

X Menger uzayi ve U ise X ’in herhangi bir acik ortiisii olsun. Her
bir nel i¢in U, =U olacak sekilde (Un)

Menger 0zelligini bu diziye uygularsak; sonlu V cU =U

wo dizisini diisiinelim.

bulabiliriz, yani tim U, "ler U ’dan ve
v=JV=JU,=UUUU..=U olurki V=V, c U demekiir.
nel! nell n=1

Boylece X 'in her U agik ortiisiiniin sayilabilir bir Vv alt ortiisi
oldugundan X Lindelof 'tiir.

(5) Rothberger (R) = Menger (M)

X bir topolojik uzay ve X’in agik ortiilerinin bir dizisi (Uy)nen
olsun. X Rothberger oldugundan X ’in agik Ortiilerinin her bir

Up=1 U, = X olacak sekilde vardir. V,, = {U,} c U,, alalim. Buna
gore, her bir V,, , U,,’nin sonlu alt kiimesi oldugundan X’in Menger
olmasini garantilemis olur.

(6) Garlitz-Nagny (GN) = Hurewicz (H)
(7) Garlitz-Nagny GN) = Rothberger (R)

Tanimdan da bilindigi tizere X, Gerlitz-Nagy uzay1 ise X Rothberger
ve Hurewicz uzayidir. (6) ve (7) asikardir.

Teorem 3.2.10 (Konca, 2019) X Menger uzayinin siirekli f
donistimii altindaki Y = f(X) goriintiisii de Menger uzayidir.
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W X e flm-roq

f contimious

Q Z/{I’i

Sekil 11: Menger uzaynin siirekli f doniigiimii altindaki goriintiisii

Ispat X bir Menger uzay1 ve f: X — Y siirekli ve orten bir doniisiim
olsun. (Up)nen, Y = f(X) topolojik uzaymin agik ortiilerinin bir
dizisi olsun (Bkz. Sekil 11). Y uzaymin da bir Menger uzayi
oldugunu gostermek istiyoruz. Buna gore, Vn € N igin V,,, U,, nin
sonlu bir alt kiimesi ve Y = U, ey UV, olacak sekilde bir (V) en
dizisinin varligini géstermemiz gerekir. f stirekli oldugundan, her
n €N i¢in, W, = {f"*(U):U € U,,;} olarak alalim, buna gore
(W) nens X in agik ortiilerinin bir dizisi olur. X bir Menger uzay1
oldugundan 6yle bir (H;,,) ey dizisi vardir 6yle ki Vn € N i¢in H,,,
W, nin sonlu alt kiimesi ve

X =Unpen U, (1)

olur. Her n € N i¢in, V,, = {f(H): H € ,,} olsun, bu durumda
Vp, Uy, nin sonlu bir alt kiimesidir. (1) denkleminden,

Y = £ =f<U U,%): UUrea = Uw

nenN nenN nenN
olur. Boylece Y = U,eyU V,, Olur ki bu da Y ’nin Menger uzayi
oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.11 (Konca, 2019) f bir X uzayindan bir Y Menger
uzayina tanimlanan ag¢ik ve mitkemmel bir doniisiim ise bu durumda
X uzay1 da bir Menger uzayidir.

Ispat (U,)pen, X uzaymin acik ortiilerinin bir dizisi ve y € Y
olsun (Bkz. Sekil 12). f kompakt bir doniisiim oldugundan Vy € Y
icin f “(y) kiimesi X uzaymin kompakt bir altkiimesidir. Buna
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gore, hern € Nve V y €Y i¢in U, nin sonlu bir V, ,, alt kiimesi
f =) Cu V,, =V ,, olacak sekilde vardir.

X (0 IAAVAVARLS:
L (% f ol
W=7
S AT w
: ) | (hpen - perfect mopping W
w ‘ - Open closed + Contmous + compact mopping '
1/” m — H”

Sekil 12: Menger uzaymin agik-miikemmel doniistiim altindaki ters
goriintiisii Menger

f kapali bir doniisiim oldugundan, y € W,, ve f“(y)c

f ‘_(Wn,y) C V,y olacak sekilde bir agik W, ,, < ¥ kiimesi vardir.

Her n €N i¢in, W, = {Wn’y:y € Y} ailesi Y uzaymnin bir agik

ortisidir. Y uzayr Menger ozelligini sagladigindan, bir () en

dizisi vardir dyle ki her n € N i¢in ,, W, ’nin sonlu alt kiimesi ve
Y = UpenV o, (2)

Her H € H,, i¢in buna karsilik gelen sonlu bir V,, y € U, vardir ve

béylece V,' ={V € V, ;1 H € H,;} kiimesi U, agik &rtiisiiniin
sonlu alt kiimesi olur. Ayrica (2) denkleminden

X=f(v)=f* (Uu%) = Jurery e x

nenN nenN

olur ve buradan X = U,eyU V' elde edilir. Béylece X Menger (M)
uzayidir.
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4. Yildiz ve Kuvvetli Yildiz Se¢me Prensipleri

Siikran KONCA
Nuran ALAR

Yildiz ortii Ozellikleri kompakthigin zayif halleri ve Lindelof
ozelliginin daha gii¢lendirilmis halleridir. Aslinda bunlarin hepsi
sayilabilir kompaktlik ile yalanci kompaktlik (pseudokompaktlik)
arasinda uzanir (Douwen & ark., 1991). Bu kisimda (Bonanzinga,
Cammaroto & Kocinac, 2004; Casas-de la Rosa, Garcia-Balan &
Szeptycki, 2019; Douwen & ark., 1991; Fleishman, 1970; Kocinac,
19993; Kocinac, 2015; Kocinac, 2019; Matveev, 1998; Song, 2013a;
Song, 2013b; Song, 2013c; Song, 2014) makaleleri derlenmis ve bu
makalelerde ispatlar1 verilmeyip agik bir sekilde goriilebilecegi
bilgisi verilen teoremlerin ispatlar1 da yapilmistir.

4.1 Yildiz Ortii Ozellikleri ve Aralarindaki fliskiler

Bu kisimda yildiz kompaktlik (SC), yildiz Lindel6f (SL) ile bunlarin
daha giiclii versiyonlari olan kuvvetli yildiz kompaktlik (SSC) ve
kuvvetli yildiz Lindelof (SSL) ile yildiz-L-Lindelof (star-L-
Lindelof), kompaktlik (C) ve sayilabilir kompaktlik (CC) gibi
kavramlarla aralarindaki iligkiler incelenmistir.

Tamm 4.1.1 (Douwen & ark., 1991) Bir X topolojik uzayma eger
X’in her U agik Ortiisiiniin sonlu bir V € U alt ortiisii X = S t(U
V,W=U{UeU:(U V)nU # @} olacak sekilde varsa
yildiz-kompakt (SC) uzay1 denir.

Tanmim 4.1.2 (Douwen & ark., 1991) X topolojik uzayina eger X’in
her bir U agik ortiisii i¢in sonlu bir F € X altkiimesi X = S t(F,U)
olacak sekilde varsa kuvvetli yildiz kompakttir (SSC) denir.

Teorem 4.1.3 (Lemma 2.1.1, Douwen & ark., 1991) Kuvvetli yildiz-
kompakt uzay yildiz-kompakttir.
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Ispat X topolojik uzaymin bir agik ortiisii U olsun. X kuvvetli
yildiz-kompakt oldugundan, sonlu bir B € X kiimesi S t(B ,U ) =
X olacak sekilde vardir. Her bir b € B i¢in b € U } olacak sekilde
bazi1U , € U secelim.V = {U,:b € B }olsun. Bu durumda V,
U ’nun sonlu bir alt kimesidir ve X=St(B, U) S S t(U
V, U) € X elde edilir. Boylece X =S t (U V, U ) olur ki bu da
X’in yildiz-kompakt oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.4 (Teorem 2.1.4, Douwen & ark., 1991; Fleishman,
1970) Her sayilabilir kompakt uzay kuvvetli yildiz-kompakttir

(CC = SSC).

Ispat X bir topolojik uzay olsun. Varsayalim ki X uzay1 sayilabilir
kompakt olsun fakat kuvvetli yildiz-kompakt olmasin. Eger B € X
sonlu ise

StB,UW+#X 3

olacak sekilde X’in bir agik ortiisii U olsun. Herhangi bir x, € X
secelgm ve tiimevarimla, x,, € X/St({xq, X1,...,Xp—1},U), n >0
icin secelim. (3Jzile boyle bir se¢im mimkiindiir. A = {x,:n € N}
veV = {St(x,, U):n € Ng olsun. Dikkat edilirse, x,, nin se¢imine
bagli olarak, V ’nin her elemani kesinlikle A’nin bir elemanim
icerir. Sonug¢ olarak, 7 ’nin sonlu bir alt kiimesi A’y
kapsamayacaktir. Eger y € 4 ise y € U olacak sekilde bazi acik

U U segelim. U N A#® UNA# @ ve bdylece y € St(x,, U)
bazi ni¢in. Bunun i¢in gériiyoruz ki, X’deki acik kiimeler ile birlikte,
Va, A’nin sayilabilir bir ortiisiidiir. X in kapal1 bir altkiimesi olan %
sayilabilir kompakttir. Buna gore, A’m ve dolayisiyla A’y1 drten,
V ’nin sonlu bir altkiimesi bulunmak zorundadir. Bu ise V
hakkindaki onceki goézlemlerimizle c¢elismektedir. O halde X
kuvvetli y1ldiz-kompakttir.

Not 4.1.5 Bu teoremin tersinin saglanabilmesi i¢in verilen uzayin
Hausdorff uzay1 olmasi gerekir.

Teorem 4.1.6 (Teorem 2.1.5, Douwen & ark., 1991) Kuvvetli y1ldiz-
kompakt (SSC) Hausdorff uzay1 sayilabilir kompakttir (CC).
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Ispat Varsayalim ki X sayilabilir kompakt olmayan bir Hausdorff
uzay1 olsun. Buna gore sonsuz kapali ayrik D = {x,:n € N} € X
altkiimesi vardir. D ayrik oldugundan, her birn € Ni¢cin U, N D =
{x,,} olacak sekilde bir U,, agik kiimesi vardir. Her m € N i¢in Y,,, =
{x, € D:2™ < n < 2™*1} boylece |V;,| = 2™ — 1. Y,, sonlu ve X
Hausdorff uzay1 oldugundan 2™ < n < 2™*1 icin x,, € V, olan Vj,
ayrik agik kiimeleri vardir. Daha sonra V,,, = {U, mV,: 2™ <n <
2™t} kurulumu (U, NnV,) N D = {x,,} olacak sekilde X ’in ikili
ayrik agik altkiimelerinin bir kolleksiyonunu verir. V = {X — D} U
Umen Vi olarak tanimlayalim. Agik bir sekilde, V , X’in bir acik
ortusudir. |A| = M varsayimiyla A, X’in sonlu bir altkiimesi glsun.
Buna gore, |A| <2 —1=1V,| . Boylece, bazr 2¥h<m <
2M*1 — 1 icin, {U,, N V) N A = @ dir. Fakat U,, NV,,, V ’nin
X1 kapsayan tek elemamdir. Bu yiizden, x,,, € St(4,V ). Ozel
olarak, St(A,V ) # X. Fakat A, X’in keyfi sonlu altkiimesidir.
Boylece X kuvvetli-yildiz kompakt degildir.

Sonuc 4.1.7 X kuvvetli yildiz kompakt (SSC) Hausdorff uzay1 & X
sayilabilir kompakttir (CC).

Sonu¢ 4.1.8 C = CC = SSC.

Her kompakt uzay ayn1 zamanda sayilabilir kompakt oldugundan ve
Teorem 4.1.4 den sonug asikardir.

Tanim 4.1.9 (Douwen & ark., 1991) Bir X topolojik uzayinin her U
agik Ortlisii i¢in sayilabilir bir V < U alt ortiisti St(U PV, U) = X
olacak sekilde varsa, bu uzaya yildiz-Lindel6ff (SL) denir.

Tamim 4.1.10 (Douwen & ark., 1991) Bir X topolojik uzayinin her
U a1k Ortiisii i¢in X’in sayilabilir bir B alt kiimesi St(B,U) = X
olacak sekilde varsa bu uzaya kuvvetli-yildiz-Lindeloff (SSL) denir.
Tamm 4.1.11 (Douwen & ark., 1991) Bir X topolojik uzayina eger
X ’in her U agik ortiisii i¢in X ’in bir A Lindeloff alt uzayi

St(A,U) = X olacak sekilde varsa yildiz-L-Lindel6ff  (star-L-
Lindel6ff) denir.

Not 4.1.12 Koc¢inac (Kocinac, 1999a) 1999 daki makalesinde
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SSL =SL ve L =SSL =star-L-Lindelof =SL iliskilerinin agik bir
sekilde goriilebilecegini ispatsiz belirtmistir. Biz simdi bunlari
asagidaki iki teoremle ispatlayalim.

Teorem 4.1.13 Bir X topolojik uzay1 kuvvetli yildiz Lindelof ise
yildiz Lindeloftiir ( SSL =SL ).

Ispat Bir X topolojik uzaymnm bir agik ortiisii U olsun. X kuvvetli
yildiz Lindel6f oldugundan X ’in sayilabilir bir B altkiimesi X =
St (B, U) olacak sekilde vardir. Her bir b € B igin b € U,
olacak sekilde bazi U, € U segelim. V = {Uy:b € B} olsun.
Boylece V, U nun sayilabilir altkiimesidir ve

X=St(B,UWcStuPv, UcX.
Boylece S t(U V, U) =X.
Teorem 4.1.14 X bir topolojik uzay olsun.
I. X Lindelof ise X kuvvetli yildiz Lindelof tiir (L = SSL).
ii. X kuvvetli y1ldiz Lindelof ise X yildiz-L-Lindeloftiir
(SSL = star-L-Lindelof).
iii. X yildiz-L-Lindel6f ise X yildiz Lindel6f tiir
(star-L-Lindeléf = SL).
Ispati. (L = SSL)

X bir topolojik uzay ve U ise X’in bir agik ortiisii olsun. X Lindelof
oldugundan U agik Ortiisiiniin sayilabilir bir V altortiisi UV = X
olacak sekilde vardir. Her bir V' € V i¢in bir x; € V noktas1 segelim
ve B = {x,:V € V} kiimesini olusturalim bu sekilde. V sayilabilir
oldugundan B de X ’in sayilabilir bir altkiimesi olur. Agik bir
sekilde, X = S t( B, U ) elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

ii. (SSL = star-L-Lindelof’)

X bir topolojik uzay ve U ise X ’in bir agik Ortiisii olsun. X =
St(L, U) olacak sekilde X in bir L Lindel6f altuzayimi
bulmamiz gerekir. X kuvvetli yildiz Lindel6f (SSL) oldugundan Xin
sayilabilir bir A altkiimesi S t(A4, U) = X olacak sekilde vardir. U,
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X’in bir agik ortiisii oldugundan U ayrica A i¢in de bir agik ortiidiir.
A sayilabilir oldugundan A’y1 6rten sayilabilir bir V altortiisii vardir
(V={V:xy €L} 3 xpyeVcU Ue U ) ve boylece A
Lindeloftiir. Buna gore L=A i¢in sonug elde edilir.

iii. (star-L-Lindelof = SL)

X bir topolojik uzay ve U ise X’in bir agik ortiisii olsun. X bir y1ildiz-
L-Lindel6f oldugundan Xin bir A Lindelof altuzay: St(4,U) = X
olacak sekilde vardir. U, X in bir acik ortiisii oldugundan U ayrica
A i¢in de bir agik oOrtiidiir. A bir Lindeldf uzay1 oldugundan U acgik
Ortlistiniin A’y1 Orten sayilabilir bir V altortiisii A cUV olacak
sekilde vardir. Buna gore, X =S t(4,U)SSt(uUV,U)<S X
olur ve boylece S t (UV, U ) = X olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 4.1.15 L = SSL = star-L-Lindelof = SL .

4.2 Yidiz Menger ve Kuvvetli Yildiz Menger Tipi Secme
Prensipleri

Bu kisimda yildiz Menger, yi1ldiz Hurewicz, y1ldiz Rothberger,
yildiz Gerlits-Nagy se¢me prensipleri ile bunlarin daha giicli
formlar1 olan kuvvetli yildiz Menger, kuvvetli yildiz Hurewicz,
kuvvetli y1ldiz Rothberger, kuvvetli yildiz Gerlits-Nagy ile yildiz-K-
Menger, yildiz-L-Lindelof kavramlari incelenmis ve bu oOrti
ozellikleri arasindaki iliskiler incelenmistir.

Tanmm 4.2.1 (Kocinac, 1999a) Bir X topolojik uzaymna yildiz-
Menger (SM) denir eger X’in agik Ortiilerinin her bir (U,) pey dizisi
i¢in bir (V) ep dizisi vardir 6yle ki

)V, c U, her bir n € N igin,

(i) V,, sonlu, her bir n € N igin,

(iii) Upen St(U YV, U,) = X.

Teorem 4.2.2 (Kocinac, 1999a) X topolojik uzay1 yildiz-Menger
ise yildiz-Lindelof tiir (SM = SL).

Ispat X yildiz-Menger uzay1 ve U ise X ’in bir agik drtiisii olsun.
Her bir nel i¢in U, = U olacak sekilde (U,) _ dizisini diisiinelim.
X yildiz-Menger oldugundan bir (Vn)na dizisi her nell ig¢in
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V, U, =U sonlu altkiimesi ve [ Jst(uy,U)=X olacak sekilde
vardir. V= JV=(JU,=UUUU..=U olur ki v={JVs:, U’ nun

sayilabilir bir alt ailesi demektir. Boylece X ’in her U agik
ortiisiiniin sayilabilir bir v alt ortiisii St(UV,U)=X olacak sekilde

var oldugundan X yildiz Lindel6ff uzayidir.

Tamm 4.2.3 (Kocinac, 1999a) Bir X topolojik uzayma yildiz-K-
Menger’dir (SxM) denir eger X’in agik Ortiilerinin her bir (U,)
oyle ki {St(K ,, U,):n €N} X’in bir agik Ortisidiir; yani
U St(Kn Up) = X.

n

Tamm 4.2.4 (Kocinac, 1999a) Bir X topolojik uzayma eger X’in
acik ortiilerinin her bir (U,,) ey dizisi i¢in bir (U,,),ey dizisi her
n € N i¢in U,, € U,, ve Unen St(Up, U,,) = X olacak sekilde varsa
yildiz Rothberger (SR) denir.

Tammm 4.2.5 (Song, 2013c) X topolojik uzaymna yildiz Hurewicz
(SH) denir eger X’in agik ortiilerinin her bir (U,) ey dizisi igin bir
(V)nen dizisi vardir 6yle ki her n € N igin V,, U, ’nin sonlu alt
ortiisti ve her x € X i¢in x € St(U V,,, U,,) sonlu ¢okluktaki hari¢
tim n € N i¢in ( hemen hemen her n igin ).

Not 4.2.6 (Gerlits & Nagy, 1982) da tanimlanan Gerlits-Nagy ortii
ozelliginin Rothberger ve Hurewicz ortii 6zelliklerinin birlesimi
oldugunu biliyoruz. (Kocinac, 1999a) de tanimlanan yildiz
Rothberger ve (Song, 2013c) de tanimlanan yildiz Hurewicz
kavramlarindan yola ¢ikilarak yildiz Gerlits-Nagy ortii 6zelligi
tanimi verilebilir.

Tamim 4.2.7 X topolojik uzayina yildiz Gerlits-Nagny (SGN) denir
eger X’in agik oOrtiilerinin her bir (U,)ney dizisi igin bir (Up)pen
dizisi vardir 6yle ki n € N i¢in U, € U, ve her x € X i¢in x €
S t(U,,U,) sonlu ¢cokluktaki hari¢ tim n € N igin.

Tammm 4.2.8 (Kocinac, 1999a) Bir X topolojik uzaymimn agik
ortiilerinin her bir (U,,) ey dizisi i¢in bir (F,) ey dizisi
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(i) E, c X, her birn € N igin,

(i) E, sonlu, her bir n € N igin,

(iii) u St(E, U, =X

olacak sekilde varsa bu uzaya kuvvetli yildiz Menger (SSM) denir.

Not 4.2.9 (Kocinac, 1999a) de asagidaki teoremin ispat1 okuyucuya
birakilmistir. Bu teoremin ispatini1 burada verdik.

Teorem 4.2.10 X uzay1 kuvvetli yildiz-Menger ise kuvvetli yildiz
Lindel6f uzayidir (SSM = SSL).

Ispat X kuvvetli y1ldiz-Menger uzay1 ve U ise X’in bir acik ortiisii
olsun. Her birn € N i¢in U,, = U olacak sekilde (U,) ey dizisini
diistinelim. X kuvvetli yildiz-Menger oldugundan 6yle bir (F,)pen
dizisi her ne€N i¢in F, sonlu, F,cX her n igin ve
Unen St(F,, U,) = X olacak sekilde vardir. her n € N i¢in F, sonlu
oldugundan, F, sayilabilirdir. F =nLeJN E,, X’in St(F,U) = X sartini

saglayan, sayilabilir bir altkiimesidir. Boylece, X uzay1 kuvvetli
yildiz-Lindel6f uzayidir.

Tanmm 4.2.11 (Kocinac, 1999a) Eger bir X topolojik uzayinin agik
ortiilerinin her bir (U,) ey dizisi i¢in X ’de bir  (x;)ney dizisi
Unen St(x,, Up) =X = UpenVU {U € U U N {x,} #+ @,Vn € N}
olacak sekilde varsa X uzaymna kuvvetli yildiz Rothberger (SSR)
denir.

Tamim 4.2.12 (Song, 2013a) Bir X topolojik uzayina kuvvetli yildiz
Hurewicz (SSH) denir eger Xin her bir (U,,) ey a¢ik Ortiisi igin bir
(E)nen dizisi vardir dyle ki her birn € N igin F, € X ve her x €
Xicin x € S t(F,, U,) sonlu ¢okluktaki hari¢ tiim n € N igin.

Not 4.2.13 (Gerlits & Nagy, 1982) da tanimlanan Gerlits-Nagy ortii
0zelliginin Rothberger ve Hurewicz ortii 6zelliklerinin birlesimi
oldugunu biliyoruz. (Koc¢inac, 1999a) de tanimlanan kuvvetli yildiz
Rothberger ve (Song, 2013b) de tamimlanan kuvvetli yildiz
Hurewicz kavramlarindan yola ¢ikilarak yildiz Gerlits-Nagy ortii
ozelligi tanimi1 asagidaki gibi verilebilir.
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Tamm 4.2.14 Bir X topolojik uzayima kuvvetli yildiz Gerlits-Nagy
(SSGN) denir eger X’in agik oOrtiilerinin her bir (U,,) ey dizisi igin
X ’de bir (x,)n ey dizisi vardir O6yle ki her x € X i¢in x €
St(x,,U,) sonlu cokluktaki hari¢ tim n € N i¢in. Yani, x €
{St(x;,Uyp), St(x,,Uy),...,St(x,,Uy),...} hemen hemen her n €
N igin.

Not 4.2.15 Asagidaki Sekil 13 (Diagram 1, Kocinac, 1999a) de
gosterilmistir. Fakat bu ve buna benzer oOrti Ozelliklerinin
aralarindaki iligkilerin 1spati verilmemistir. Biz bu Kitapta bu

ispatlar1 verecegiz. Diger ortii 6zellikleri arasindaki iligkiler i¢in
Sekil 14, Sekil 15 ve Sekil 18 ¢ bakiniz.

> > - \2
0 \2
SR = SM =  star —Lindelof
0 f f n
f star —K —Menger = star — L — Lindelsf
0 f f N
SSR = SSM = SSL < ayruabilir(separable)
) f f n
R = M = L
0 n
SC &« SSC « C

Sekil 13: Ortii ozellikleri arasindaki iliski

Teorem 4.2.16 Bir X topolojik uzay1 Yildiz-K-Menger ise yildiz-L-
Lindelof uzayidir. (star — K — Menger = star — L —
Lindelof).

Ispat X bir topolojik uzay ve U ise X’in bir acik ortiisii olsun. X’in
bir A Lindeldf altuzaymin St(A4,U) = X olacak sekilde var
oldugunu gostermek istiyoruz. Her n € N i¢in U,, = U olacak
sekilde X ’in acik oOrtiilerinin bir (U, ),ey dizisini goz Oniinde
bulunduralim. X yildiz-K-Menger oldugundan X ’in kompakt
altkimelerinin bir (K,),en dizisi vardir 6yle ki nLeJN St(K,,U) =X.

Bu durumda A = LEJN K, , X’in ¢ -kompakt bir altuzayidir. o -
n
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kompakt uzay Lindel6f uzayr oldugundan, A bu durumda X ’in
St(A,U) = X sartin1 saglayan bir Lindelof uzayr oldugundan X
yildiz-L-Lindel6ftiir.

Teorem 4.2.17 Her Menger uzay1 (M) kuvvetli yildiz Menger (SSM)

dir (M = SSM).

Ispat X bir topolojik uzay ve X ’in acik ortiilerinin bir dizisi

(Up)nen Olsun. X Menger oldugundan bir (V,,) ey dizisi hern € N

icin V,, € U,,, V, sonlu, her bir n € N i¢in ve Y, uv) =X
n

olacak sekilde vardir. Her n € N ve her V € V, igin bir x,, € V

noktasi secelim ve F,: = {x,: V € V,,} olarak alalim. Buna gore F,,

X’in sonlu bir altkiimesidir. Agik bir sekilde, LEJN St(F, U, =X
n

olur.

Teorem 4.2.18 Her kuvvetli yi1ldiz Menger uzayi yildiz Menger dir
(SSM = SM).

Ispat X bir topolojik uzay ve X ’in acik ortiilerinin bir dizisi

(Up)nen Olsun. X kuvvetli yildiz-Menger oldugundan her n € N

icin F, € X, F, sonlu, her bir n € N igin ve LEJN St(E,U,) =X
n

olacak sekilde bir (F,),ey dizisi vardir. Her n € N ve her x € F,
icin x € U, olacak sekilde baz1 U, € U, segelim. V,, = {U,:x €
E,} olsun. Buna gore her n € N i¢in V,, sonludur. Boylece her n €
N i¢in V,, U, nin sonlu bir alt kiimesidir ve X =nLEJN St(E,,U,) <

U St(UV,, U, X elde edilir. Bu da X =uU St(uV,,U,)
neN neN

oldugunu gosterir.

Sonu¢ 4.2.19 M = SSM = SM.

Teorem 4.2.20 Her Rothberger uzay1 kuvvetli yi1ldiz Rothberger dir
(R = SSR).

Ispat X bir topolojik uzay ve X ’in acik ortiilerinin bir dizisi

(U,)nen Olsun. X Rothberger oldugundan her bir n € N i¢in U,, €

U, ’ler EN U, = X olacak sekilde vardir. Her n € N i¢in x,, € U,
n

alalim. Her bir n € N i¢in U,, € S t(x,, U,) gercegini takip ederek
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X =UnpenUn € UpenSt(x,, Up) € X Ve buradan X =
Unen St(x,, Uy,,) elde edilir. Yani, X kuvvetli yildiz-Rothberger’dir.

Teorem 4.2.21 Her kuvvetli yildiz Rothberger uzayi, yildiz
Rothberger dir (SSR = SR) .

Ispat X bir topolojik uzay ve X ’in agik ortillerinin bir dizisi
(U,)ney Olsun. X kuvvetli yildiz Rothberger oldugundan X’de bir
(%) nen dizisi Upen St(x,, U,) = X olacak sekilde vardir. Her n €
N icin x, € U, alalim. Agik¢a, her n € N i¢in St(x,, U,) C
St(U,,U,) olur. Boylece, X = UpenSt(x,, Uy) S
Unen St(U,, U,) € X elde edilir. Yani, X = U,enSt(U,, U,,) Ve
buradan X yildiz-Rothberger’dir.

Sonu¢ 4.2.22 R = SSR = SR.

Not 4.2.23 Asagidaki Sekil 14 (Song, 2013b) de gosterilmistir. Fakat
bu ve buna benzer ortii 6zelliklerinin aralarindaki iliskilerin 1spatinin
acik oldugu belirtilerek verilmemistir. Biz burada bazi ispatlari
verecegiz.

C = SSH = SSM
U U
SH = SM

Sekil 14: Ortii ozellikleri arasindaki iliski
Teorem 4.2.24 Her Hurewicz uzay1 kuvvetli yildiz Hurewicz dir
(H = SSH).

Ispat X bir topolojik uzay ve X ’in acik ortiilerinin bir dizisi
(Up)nen Olsun. X Hurewicz oldugundan bir (V,,) ey dizisi her n €
Ni¢in V,, € U,, hern € N igin V,, sonlu, vardir dyle ki her x € X
icin x €U V,, sonlu tanesi hari¢ tim n € N i¢in. Her n € N ve her
V €V, i¢in bir xy € V noktasi segelim ve F,:= {x;:V € V,,}
olarak alalim. Buna gore F,;, X in sonlu bir altkiimesidir. Buna gore,
vx € X, x eUV, c St(F,,U,) sonlu tanesi hari¢ tiim n igin.

Teorem 4.2.25 Her kuvvetli yi1ldiz Hurewicz uzayi, yildiz Hurewicz
dir (SSH = SH).
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Ispat X bir topolojik uzay ve X ’in acik ortiilerinin bir dizisi
(Up)nen Olsun. X kuvvetli y1ldiz Hurewicz oldugundan bir (E,) ey
dizisi vardir her n € N i¢in F,, € X, F,, sonlu, her bir n € N i¢in ve
Vx € X igin x € St(F,, U,) sonlu tanesi hari¢ tiim n igin.

Her n € N ve her x € E, igin x € U,, olacak sekilde baz1 U,, € U,
secelim. V,, = {U,:x € F,} olsun, buna gore her n € N i¢in V,
sonludur. Boylece her n € N i¢in V,,, U,, nin sonlu bir alt kiimesidir
ve Vx € X i¢in x € St(E,, U,) < St(UV,,U,) sonlu tanesi harig
tim n i¢in. Buradan x EngN St(UV,,U,) sonlu tanesi hari¢ tim n

icin, olur ki bu da X’in yildiz-Hurewicz oldugunu gosterir.
Sonug¢ 4.2.26 H = SSH = SH.

Teorem 4.2.27 (Kocinac, 1999a) Her kuvvetli yildiz Menger meta-
kompakt uzay1, bir Menger uzayidir ( SSM + metakompakt = M).

Ispat X topolojik uzaymin acik ortiilerinin bir dizisi (U;,)nen
olsun. X uzay1 meta-kompakt oldugundan her n € N i¢in U, 'nin
acik, sonlu-nokta bir V, incesi vardir. X kuvvetli-yildiz Menger
(SSM) oldugundan (bu gercegi (V) ey acik alt ortiilerinin dizisi
tizerine uygularsak), X’in sonlu alt kiimelerinin bir (F,) ey dizisi
vardir oyle ki YU St(E,, V,) = X, yani; {St(F,,V,):n € N}, X’in

bir agik Ortlisiidiir. V,, sonlu-nokta oldugundan F, ’nin elemanlari
V, ’nin sonlu ¢okluktaki elemanlar1 tarafindan kapsanir ve
St(F,,V,) ise W, nin birlesimi olacaktir. W € W, (6yle ki V,, 'nin
gercekte bir elemani olan) i¢in W elemanini igeren bir Uy, € U,
vardir. H,, = {Uy: W € W, } olmak lizere H ,, V,, nin sonlu alt
kiimesidir ve U H ,>U W, =S t(E,V,) . Boylece X =
Unen(U &,) elde edilir ve buradan X Menger uzayidir.

Teorem 4.2.28 (Kocinac, 1999a) Her kuvvetli yildiz-Menger ve
meta-Lindeloff X uzayi, Lindeldff 'tiir (SSM +meta-Lindeldsf = L).

Ispat X ’in bir agik ortiisii U olsun. U nun sayilabilir bir alt
ortiisiinlin oldugunu gostermek istiyoruz. X meta-Lindeloff uzay
oldugundan U nun nokta-sayilabilir, acik bir V incesi vardir. V,
U’nun nokta-sayilabilir, acik bir incesi oldugundan V’nin kendisi de

X1 orter. X kuvvetli yildiz-Menger uzay1 oldugundan (SSM), X’in
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sonlu alt kiimelerinin bir {F,;:n € N} dizisi U,en St (E,, V) =X
olacak sekilde vardir. Hern € Nigin W ,, ile, W, ={V € V:E, n
V # @} olacak sekilde V ’nin E, ile kesisen elemanlarinin ailesi
gosterilsin. V' nokta-sayilabilir ve F, sonlu oldugundan, W ,
sayilabilirdir. Boylece W = UpeyW, kolleksiyonu, V ’nin
sayilabilir bir alt ailesi ve X’in bir ortiistidiir. Her W € W icin W <
Uy olacak sekilde bir U, € U elemanini karsilik getirelim. Buna
gore, { Uy: W € W } kiimesi U’nun sayilabilir bir alt ortiistidiir. O
halde X topolojik uzayinin herhangi bir U agik Ortiisiiniin sayilabilir
bir W alt ortiisii var oldugundan X uzayina Lindel6f uzay1 denir.

Not 4.2.29 Teorem 4.4 ve Teorem 4.6’dan elde edilen Sonug 4.7 den
bilindigi lizere Hausdorff uzaylarda kuvvetli yildiz kompaktlik
(SSC) ve sayilabilir kompaktlik (CC) ¢akigsmaktadir. Boylece
sayilabilir kompakt Hausdorff uzaylart kuvvetli yildiz Menger
(SSM) dir. Bir 6nceki teoremden sonraki iyi bilinen sonucu elde
ederiz.

Sonug 4.2.30 Sayilabilir kompakt meta-Lindel6f uzay1 kompakttir.

Not 4.2.31 Asagidaki Sekil 15 (Kocinac, 1999a) de gosterilmistir.
Asagidaki Teorem 4.2.32 bu makalede verilen bir teoremdir. Fakat
bu tezde tiim siklarin ispati verilecek olup ispat daha detayli bir
sekilde incelenecektir.

SSM + Meta-Lindel6ff = Lindeloff
M = Lindeloff
U U
SSM = SSL
U U
SM = SL

Sekil 15: Ortii ozellikleri arasindaki iliski

Teorem 4.2.32 (Kocinac, 1999a) Bir parakompakt Hausdorff X
uzay1 i¢in asagidakiler denktir:

() X yildiz-Menger (SM) uzayidir.
(b) X y1ldiz-K-Menger (Sx M) uzayidir.
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(c) X kuvvetli y1ldiz-Menger (SSM) uzayidir.
(d) X Menger (M) uzayidir.
Ispat (d) = (c): M = SSM, Teorem 4.2.14 te gosterilmisti.

(¢) = (b): SSM= SyM oldugunu gostermek istiyoruz. X kuvvetli
yildiz-Menger uzay1 ve (U, )qen, X ’in agik Ortlilerinin bir dizisi
olsun. Bu durumda X’in sonlu alt kiimelerinin bir (E,),, ¢ y dizisi
Unen St(E,, U,) = X olacak sekilde vardir. Her n € N igin F,, sonlu
oldugundan kompakttir. Boylece, X in kompakt alt kiimelerinin bir
(E)q ey dizisini Uyen St(F,, U,) = X olacak seckilde elde etmis
oluruz. Bu da X’in bir yildiz-K-Menger (SxM) oldugu anlamina
gelir.

(b) = (a): SyxM =SM oldugunu goéstermek istiyoruz. X yildiz-K-
Menger ve (U,)n e n, X in agik Ortiilerinin bir dizisi olsun. X yildiz-
K-Menger oldugundan UnenSt(K,, U,) = X (yani,
{St(K,,U,):n € N} X’in bir agik Ortiisii) olacak sekilde X ’in
kompakt alt kiimelerinin bir (K},),ey dizisi vardir. Her birn € N
icin K ,, kompakt oldugundan her n € N i¢in U,,, K ,, i¢in bir agik
ortidiir ve (U,), e y’nin sonlu alt kiimelerinin bir (V,,),, ¢ y dizisi
vardir oyle ki K, cU V, =S t(K,,U,) . S t(K,, U, =U V,
oldugundan {U V,;:n € N}, X’in bir acgik ortiisii olur. Buna gore,
Unen(U V) = X, yani X Menger uzayidir. Sonug 4.2.15 ten M =
SSM = SM oldugundan X yildiz-Menger uzaydir.

@ = (d): SM = M oldugunu gostermeliyiz. Bdylece 1spat
tamamlanmig olur. X yildiz-Menger ve (Up)nen., X ’in agik
ortilerinin ~ bir  dizisi  olsun.  Parakompakthigin  Stone-
karakterizasyonu uygulanirsa her bir U, U,, Uz, ..., Uy, ... i¢in
V1, V5, Vs,..., Vy, ... dizisi vardir oyle ki

Vi, Uy in bir yildiz incesidir, o halde, V V € PV, i¢cin 3 U, € U,
vardir 6yle ki S t(V, V ;) € Uy.

V,, U, in bir yildiz incesidir, o halde, VV € 1V, icin3 U, € U,
vardir 6yle ki S t(V, V,) € Uy.
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V3, U3’ in bir yildiz incesidir, o halde, VV € V;i¢cin 3 Uy, € U,
vardir 6yle ki S t(V, V3) c Uy.

V., U, in bir yildiz incesidir, o halde,VV € V,i¢cin3 U, € U,
vardir 6yle ki S t(V, V,) © Uy.

X yildiz-Menger oldugundan her (V,,),, e y dizisi igin bir (W,),, e n
dizisi, her n € N i¢in W,, < V,, W,, sonlu (her n € N igin) ve

{St(u w,,v),St(u W,,V,),....St(UW,,V,),...} EO
yani LEJNSt(UWn,Vn) =X.HerneNveW € W, cV, igin en
n

az bir Uy, € U, vardir oyle ki St(W, V,)c Uy . U, =
{Uw:Wew,} osun. U, her n€N igin U, nin sonlu
altkiimesidir. (U, )ney, Xin agik altkiimelerinin bir ailesidir 6yle ki
U," her n € N igin U,, nin sonlu altkiimesi, S t(U W,,V,) cU
U, . Her neN igin S t(U W,,V,) kimeleri X bir ortii
olusturur. Boylece, {U U ;U U, U U5,...} €0 olur ve
buradan X Menger’dir.

Not 4.2.33 Kocinac (Ko¢inac, 1999a) benzer bir yolla, parakompakt
bir X uzaymda Rothberger, yildiz Rothberger, kuvvetli yildiz
Rothberger  ozelliklerinin  birbirlerine  denk  olduklarinin
gosterilebilecegine deginmistir ve bu ispati okuyucuya birakmaistir.
Biz ispatin1 asagida verecegiz.

Teorem 4.2.34 Bir parakompakt X uzayi, Rothberger (R) uzayidir
& yildiz Rothberger (SR) uzayidir © kuvvetli yildiz Rothberger
(SSR) uzayidir.

Ispat Sonuc 4.2.22 de R = SSR = SR oldugu gosterilmisti. SR = R
oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur. (Up)pen
parakompakt yildiz-Rothberger bir X uzaymin agik Ortiilerinin bir
dizisi olsun. Parakompaktligin Stone-karakterizasyonu uygulanirsa
her n € N i¢in V,,, U, ’nin acik bir yildiz incesidir. X yildiz-
Rothberger oldugundan her (V,,),, ¢ y dizisi igin bir (W), ¢ y dizisi
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vardir 6yle ki her n € N igin W, € V,, ve Y, St(W,,V,,) = X. Her
n

neN ve W' e W, i¢in bir Uy, € U, vardr 06yle ki
St(W'N)cUy. U= (U, :W "€ Wy} olsun. (Up)pen, X ’in
agik altkiimelerinin bir dizisi olup her n € N i¢in U, € U,, ve
u St(W,,v,)=Xcu U, cX. Buradan U U, = X olurve
neN neN neN

boylece X Rothberger’dir.

Not 4.2.35 Teorem 4.2.28, Teorem 4.2.32 ve regiiler Lindelof
uzaylarin parakompakt olmasi gerceginden yola ¢ikarak asagidaki
sonug¢ elde edilir. Ayrica herhangi bir ayirma aksiyomuna gerek
kalmadan  Teorem 4237 deki sonucun  saglandigini
gozlemleyebiliriz.

Sonu¢ 4.2.36 (Kocinac, 1999a) Bir regiiler kuvvetli yildiz Menger
(SSM) meta-Lindelof (meta-L) uzayr Menger (M) uzayidir.

Teorem 4.2.37 (Kocinac, 1999a) Bir parakompakt X uzay1 yildiz-K-
Menger uzayidir (Sx M)<Menger (M) uzayidir.

Ispat Menger uzayinmn yildiz-K-Menger (M = SSM = SgM)
oldugunu Teorem 4.2.32 den biliyoruz. Yildiz-K-Menger uzayinin
Menger olmasi i¢in uzayin parakompakt olmasi gerektigini bu
teoremde gostermis olacagiz.

Teorem 4.2.38 Parakompakt X uzay1 yildiz-K-Mengerdir & X
Menger uzayidir.

Ispat X uzayinm acik ortillerinin bir dizisi (U,)ey Olsun. X
parakompakt oldugundan her n € N i¢in, U, nin agik, yerel-sonlu
bir V,, incesi vardir. X, yildiz-K-Menger oldugundan, X ’in
Y St(K,, V) = X sartim saglayan kompakt altkiimelerinin bir

dizisi (K,)nen Olsun. V, yerel sonlu oldugundan, V, nin K, ile

kesisen tim elemanlarinin kiimesi V,,” sonludur ve U7V, =

St(Ky,, V). Buna gore Y, WY, )=X.HerVeV, icinV cU,
n

ile birlikte bir U, € U,, alahm ve W,, = {U,:V € V,,'} olsun. Her
bir n € N i¢in W,;, U, nin sonlu altkiimesidir. Buna gore LEJN (v
n

W,,) = X ve boylece X Menger uzayidir.
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Sonug¢ 4.2.39 Metrik uzaylar da parakompakt uzaylar oldugundan
metrik uzaylarda Menger, yildiz-Menger, kuvvetli yildiz Menger,
yildiz-K-Menger ¢akigsmaktadir.

Teorem 4.2.40 Yildiz Menger (SM) bir X uzaymin siirekli ve orten

bir f doniisiimii altindaki goriintiisii olan Y uzay1 da yildiz Menger
(SM) uzayidir.

Ispat

Y oswe
)]
]A/H SM f

Sirekli - Orten

i §

Sekil 16: Yildiz Menger uzayinin siirekli ve orten bir f doniigiimii
altindaki goriintiisii

X bir yildiz Menger (SM) uzayr ve f: X — Y siirekli ve Orten bir
donisim olsun (Bkz. Sekil 16). Y = f(X) uzaymin da yildiz
Menger (SM) oldugunu gosterecegiz. (U, )qen, Y topolojik uzaymin
acik Ortiilerinin bir dizisi olsun. Her n € N i¢in V,,, U,, nin sonlu bir
alt kiimesi ve Y = U,ey UV, olacak sekilde bir (V) ey dizisinin
varligim gdstermemiz gerekir. Her n € N igin, W,, = {f "}(U): U €
U,} olarak alalim. Buna gore, f siirekli oldugundan, (W,)nen.,
X’in agik Ortiilerinin bir dizisi olur. X bir yi1ldiz Menger oldugundan
oyle bir (H,)nen dizisi vardir 6yle ki Vn € N igin &%, W, nin
sonlu bir alt kiimesi ve

X = UnENSt(U %nfwn) 4)

Burada St(UH,W,) =u{W e W,: (UH,) NW * ¢}
oldugunu biliyoruz. Her n € N igin, V,, = {f (H): H € #{,,} olsun.
Bu durumda, V,,, U, ’nin sonlu bir alt kiimesidir. (4) den,
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Y=FfX)=Ff (U St (U an,Wn)>

nenN
= Jstrw s, rom)
nenN
= U St(VV,,U,).
nenN
Burada,
U F(St(u 5, W)
nenN

= Jurw e ram:ru sty 0 fow) = 0)
neN
= Uu{Ueun:(uvn)nU;t@}.
nen
oldugunu biliyoruz. Boylece, Y bir yildiz Menger uzayidir.
Teorem 4.2.41 Eger f, bir X uzayindan yildiz-Menger (SM) bir Y

uzayina tanimlanan bir acik miikemmel doniisiim ise X de yildiz-
Menger (SM) dir.

Ispat
X (M? ’ F M)
U S f W,
S 3
S eRe Vit Open - perfect mopping W
' ‘g()J r - Continuous + Closed + Compact Mopping !
1)” ny Hr

Sekil 17: Yildiz Menger uzayinin agik-miikemmel doniisiim
altindaki ters goriintiisii

(Up)nen, X’in agik ortiilerinin bir dizisi olsun ve y € Y olsun (Bkz.
Sekil 17).f:X — Y agik ve miikemmel bir doniisiim oldugundan
stirekli, kapali, kompakt ve ag¢ik bir doniistimdiir. f, kompakt bir
dontisim oldugundan, f “(y) kiimesi X de kompakttir ve bu
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sebeple her n € N i¢in U, 'nin sonlu bir V,, alt kiimesi vardir.
fT(y) €UV, =V,, olacak sekilde. f kapali oldugundan y €
Wy Ve f<(y) C f<(Wy,,) C V,, olacak sekilde W, C Y acik
kiimesi vardir.

Her n €N icin, W, = {Wn'y: y € Y} (ailesi) Y ’nin bir agik
ortiisidir. Y, Yildiz — Menger (SM) oldugundan bir (H,) ey dizisi
vardir 6yle ki her n € N i¢in H,,, W}, nin sonlu alt kiimesidir ve

Y = Upen St(u Hy, Wn) (5)

Her H € H,, i¢in buna karsilik gelen V, y € U, vardir V,," = {v €
Vo, HE Hn} kiimesi, bu durumda, U,, nin sonlu bir alt kiimesidir
ve her n € N i¢in. Ayrica, (5) den

X =) = £ (Unen St(U Hp, W)
- U St(U f (), (W)
neN

=X = U st(UV,,U,).

nenN

olur. Boylece X, Yildiz-Mengerdir.

Teorem 4.2.42 (Proposition 4.1, Bonanzinga, Cammaroto &
Kocinac, 2004) Bir X parakompakt Hausdorff uzay1 y1ldiz Hurewicz
ozelligine sahip ise Hurewicz 6zelligini saglar.

Ispat (U,)nen, X ’in acik  ortiilerinin  bir dizisi olsun.
Parakompaktligin ~ Stone-karakterizasyonundan her n € N igin,
U,nin acik bir V,, yildiz incesi vardir. X yildiz-Hurewicz uzay1
oldugundan, bir (W,,) ey dizisi vardir 6yle ki her n € N i¢in W,
V,nin sonlu altkiimesi ve her x € X i¢in, x € St(UW,,,V,,) sonlu
tanesi hari¢ tim n € N i¢in. Her W € W, i¢in St(W,V,)) c Uy,
olacak sekilde U, nin bir eleman1 Uy, olsun. Buna gore, hern € N
icin H,, = {Uy,: W € W, } kiimesi sonlu ve her n € N i¢in &%, C
U, dir.

St(uw,,v,)=u VeV ,:(UW,,)n V=+0}
VW e W,= StW,v,) clUy
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SSt(UW, vV, )= USt(W,Vn)

nenN

c U {uy,Wew,}

nenN
- U x

nenN
Hy={Uy : Wew,}= U H
neN
=U (UyWewW, )
nenN
ve buradan, Vx € X i¢in x € St(UW,,V,,) € UpenH, , SONlu

tanesi hari¢ tiimiine ait olur ve bdylece x € U,c 6, sonlu tanesi
harig tiimiine ait, yani; X, Hurewicz uzayidir.

Teorem 4.2.43 (Theorem 2.6, Song, 2013c) Yildiz Hurewicz (SH)
bir X uzaymin siirekli ve orten bir fdontisiimii altindaki Y = f(X)
goriintlisii de yildiz Hurewicz (SH) uzayidir.

Ispat f:X > Y doniisiimii yildiz Hurewicz bir X uzayindan Y
uzayina tanimlanan siirekli ve orten bir doniistim olsun. (U, )nen,
Y nin agik Ortiilerinin bir dizisi olsun Her n € N igin V, =
{f~1(U):U € Uy,}, X in acik ortiilerinin bir dizisidir. X uzay1 yildiz
Hurewicz oldugundan, bir (V) ey dizisi vardir 6yle ki her n € N
icin V,", U, ’nin sonlu bir altkiimesidir ve her x € X igin, x €
St(UV,,V,) sonlu tanesi hari¢ tim n € N i¢in. Her n € N i¢in,
U, ={f(U):U € V,'} olsun, buna gore U,," her n € N i¢in U,, nin
sonlu altkiimesidir. Her y € Y i¢in, sonlu tanesi hari¢ tim n € N
icin,yeSt( U U, U,) oldugunu gostermek istiyoruz.

y €Y olsun. Bu durumda f (x) =y olacak sekilde bir x € X
vardir. Béylece sonlu tanesi hari¢ tim n € N i¢in x € St(UV,,/, V)
olur. Buna gore, f(UV,) =UW,', f(V,) = U, ve

StU Uy, Uy ={fU)UEV,}
x€EStU U,, U, ={fU)UEeV,}
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olacak sekilde sonlu tanesi hari¢ tiim n € N i¢in asagidaki denklem
elde edilir.

y =f(x) € f(StUV,, V) = St(fUV), fF(W))
=St(UU,, U, = {f(U):U € V,}.

Boylece Y, yildiz Hurewicz (SH) uzayidir.

Theorem 4.2.44 (Theorem 2.8, Song, 2013c) f: X — Y doniisimii
bir X uzaymdan yildiz Hurewicz bir Y uzayma tanimli agik-
miikemmel bir doniigiim ise X de yildiz Hurewicz uzayidir.

Ispat (U,)en, X ’in acik ortiilerinin bir dizisi ve y € Y olsun.
f:X — Y kompakt bir doniisim oldugundan her n € N i¢in f<(y)
kiimesi X de kompakttir. O halde, her U € U,, i¢in f~(y) SU
Un,y ve UN f(y) # 0 olacak sekilde Uy, nin sonlu bir U, , alt
ailesi vardir. f kapali bir doniisim oldugundan f ‘_(Vn,y) cu
{U: Ue ‘Un,y} olacak sekilde y € Y ’nin agik bir V,, komsulugu
vardir. Sonlu tane agik kiimenin kesisimi agik ve f acik bir donilisiim
oldugundan,

Voy SN{Ff(U):U € Uy, } (6)

oldugu varsayilabilir. Bu durumda V,, = {Vn,y: y € Y} ailesi Y ’nin
bir acgik ortiisiidiir. Y  yildiz Hurewicz uzayr oldugundan, bir
(V. Dnen dizisi vardir 6yle ki her n € N igin, V,,", V,,’nin sonlu alt
kiimesidir ve her y € Y i¢in, y € St(UV,/,V,,) dir sonlu tanesi
hari¢ tim n € N i¢in. Gelenegi bozmaksizin V' = {Vn,y:i <n'}
varsayalim. U,,' =U;., Uy, olsun. Bu durumda her n € N i¢in

U, "Uy, nin sonlu altkiimesidir ve

f7fUv) cu U, ()
Her x € X’in, sonlu tanesi hari¢ tim n € N i¢in x € St(U U,,", U,,)
oldugunu gostermek istiyoruz. x € X olsun. Buna gore,
x € St(UU, Uy,
=y = f(x) € £(St(U U, Uy))
=St(F(UUL), F(UY) = St(U V', V)
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=>y=f(x)eStUn,,V,)

sonlu tanesi hari¢ tim n € N i¢in. Her n € N i¢in, y = f(x) €
StUV, V) ise Vo, NV, =@ vey €V, , olacak sekilde i < n'

ve y' €Y vardir. x € f© (Vny,) cu {U: Ue Uny,} oldugundan

x € U ile birlikte bir U € (‘Uny,) secebiliriz. Buna gore, (6) dan
Va,, € f(U) olur. Béylece U N f(UV},") # @. Bu yiizden, sonlu
tanesi haric tim n €N icin x € St(f~(UV,),U,) ve (7)
denkleminden x € St(U U,’,U,,) olur ki bu da her x € X’in, sonlu

tanesi hari¢ tim n € N i¢in x € St(U U,,, U,,), oldugunu gosterir.
Sonug olarak X yildiz Hurewicz uzayidir.

Teorem 4.2.45 (Theorem 2.13, Song, 2013c) Her para-Lindelof
yildiz Hurewicz uzay1 Lindelof uzayidir.

Ispat U, X’in acik bir optiisii olsun. X para-Lindelof bir topolojik
uzay1 oldugundan U’nun yerel sayilabilir, agik bir V incesi vardir.
Her x € X igin, {V €V :V, NV # @} sayilabilir ve baz1 V € V
icin V,, € V olacak sekilde x in bir agik V, komsulugu vardir. V' =
{V,.: x € X} olsun. Bu durumda V', V’nin agik bir incesidir. X yildiz
Hurewicz oldugundan, bir (V,,") ey dizisi vardir 6yle ki hern € N
icin V,," € V', her n € N i¢in V,,” sonlu ve her x € Xigin x € St(U
V,,,V,,') sonlu tanesi hari¢ tiim n € N i¢in. Her n € N i¢in V,, =
{VeV:baz1V' € YV, vardir  V n V' # @} olsun. O halde, V, her
n € N i¢in V nin sayilabilir bir altkiimesidir. W = U,ey V,, Olsun.
Buna gore, W, X’in sayilabilir bir acik ortiistidiir. Her V € W igin
V € Uy olacak sekilde Uy, € U segelim. Bu durumda, { Uy:V €
W } ailesi U’nun sayilabilir bir altortisti olur ki bu da X uzaymimn
Lindel6f oldugunu gosterir.

Not 4.2.46 (Song, 2013c) Her parakompakt topolojik uzay para-
Lindel6f oldugundan asagidaki sonug¢ bir dnceki teoremden elde
edilir.
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Sonug¢ 4.2.47 (Song, 2013c) Parakompakt yildiz Hurewicz X uzay1
Lindel6f uzayidir.

H - M
l l
C »SSH - SSM
l l
SH - SM

Sekil 18: Ortii ozellikleri arasindaki iliski

Teorem 4.2.48 (Theorem 2.1, Song, 2013b) Kuvvetli yildiz
Hurewicz (SSH) uzaymin siirekli bir doniistim altindaki goriintiisti
de kuvvetli y1ldiz Hurewicz (SSH) uzayidir.

Ispat f:X — Y bir kuvvetli yildiz Hurewicz (SSH) Xuzayidan bir
Y uzayina tanimli siirekli ve orten bir doniisiim olsun. Y uzayimin da
kuvvetli yildiz Hurewicz 6zelligini saglayan bir topolojik uzay
oldugunu gostermek istiyoruz. (U, )nen, ¥ uzayinin agik ortiilerinin
bir dizisi olsun. Her n € N i¢in V, = {f*(U): U € U,} olsun.
Buna gore, (V,,)nen, X uzaymin agik ortiilerinin bir dizisi olur. X
kuvvetli y1ldiz Hurewicz uzay1 oldugundan Xin sonlu altkiimelerinin
bir (A;)nen dizisi vardir 6yle ki her x € X i¢in x € St(4,,V,) olur,
sonlu tanesi hari¢ tiim n € N i¢in. Bu yiizden (f (An))nEN' Y ’nin
sonlu altkiimelerinin bir dizisidir oyle ki her y €Y i¢in y €
St(f(A4,),U,), sonlu tanesi hari¢ tim n € N i¢in. y € Y alalim.
Buna gore, f(x) =y olacak sekilde x € X vardir. Bu yiizden,
f(V,) = U, iken

y = f(x) € St(f(A,), {f(U):U € V,})
St(f(An)’{f(U): Ue Vn}) = St(f(An)»un)

sonlu tanesi hari¢ tiim n € N i¢in, olur ki boylece Y kuvvetli yildiz
Hurewicz uzayidir.

Teorem 4.2.49 (Theorem 2.6, Song, 2013b) f: X — Y doniistimii bir
X uzaymdan kuvvetli y1ldiz Hurewicz Y uzayina tanimlanan agik-
kapali (clopen), sonludan-bire (finite-to-one) siirekli bir doniisiim
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olsun. Buna gore, X uzayr da kuvvetli yildiz Hurewicz uzayidir
(veya kuvvetli yildiz Hurewicz 6zelligini saglar).

Ispat f: X — Y déniisiimii bir X uzaymdan kuvvetli y1ldiz Hurewicz
(SSH) Y uzayina tanimlanan agik-kapali (clopen), sonludan-bire
(finite-to-one) siirekli bir doniisiim olsun. X uzayinin da kuvvetli
yildiz Hurewicz (SSH) wuzayr oldugunu gostermek istiyoruz.
(Up)nen, X’in acik ortiilerinin bir dizisi ve y € Y olsun. f~1(y)
sonlu oldugundan her n € N i¢in, f~1(y) CU Uy, veherU € Uy,

icin U N f~1(y) # @ olacak sekilde U, ’nin bir Up,, sonlu alt
kolleksiyonu vardir. f kapali bir doniisiim oldugundan f~1 (V;ly) c
V) {U:U € 'Uny} olacak sekilde y € Y nin bir V, ~agik komsulugu

vardir. f agik bir doniisiim oldugundan

W, en{f):veu, |

oldugunu kabul edebiliriz. Her n € N ve her y € Yigin bu sekilde
Va, agik kiimeleri alarak YninV, = {Vny: y € Y} bir agik ortiisii elde
edilir. Bu ytizden (V,))nen, Y 'nin agik ortiilerinin bir dizisidir.
Boylece, Y kuvvetli yildiz Hurewicz (SSH) uzay1 oldugundan Y nin
sonlu alt kiimelerinin bir (A,) ey dizisi vardir 6yle ki her y € Y i¢in
y € St(A,, V), sonlu tanesi hari¢ tim n € N igin, f sonludan-bire
(finite-to-one) tanimlanan bir doniisiim oldugundan Y’deki her bir
noktanin ters goriintiisii Xde sonlu bir kiimeye denk gelecektir. O
halde (f‘l(An))neN dizisi Xin sonlu alt kiimelerinin bir dizisidir.

Her x € X igin x € St(f ~*(4,), Uy), sonlu tanesi harig timn € N
icin. x € X olsun, buna gore f(x) € St(A,, V), sonlu tanesi harig¢
tim n € N i¢in. f(x) € St(An, V) ise f(x) € V,,, ve Vp N Ay # @
olacak sekilde y € Y vardir. x € f~1 (Vny) SUU,, oldugundan,
x € U ile birlikte U € Uy, secebiliriz. Buna gore, (1) denkleminden
Vo, S f(U) olur. Béylece U N f~Y(A,) # @ ve sonug olarak x €
St(f ' (4,), Uy) olur,

f(x) € St(A,, V) =U{V EV,:A, NV # P, Vn € N}.
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=>XE€ St(f_l(An):f_l(Vn)) = St(f_l(An)’un) (f_l(vn) =
U,) sonlu tanesi hari¢ tiim n € N i¢in, ve bdylece X kuvvetli yildz
Hurewicz (SSH) uzay:dir.

Teorem 4.2.50 (Theorem 2.11, Song, 2013b) Her meta-Lindel6f
strongly star-Hurewicz (SSH) uzayi Lindelof (L) uzayidir.

Ispat U, Xin agik bir ortiisii olsun. X meta-Lindelof oldugundan, U
acik Ortlisiinliin nokta-sayilabilir acik bir V incesi vardir. X uzayi
kuvvetli yildiz Hurewicz (SSH) oldugundan, X in sonlu
altkiimelerinin bir (A,) ey dizisi vardir dyle ki her x € X i¢in x €
St(A,, V) =U{V € V:A, NV # @}, sonlu tanesi hari¢ tim n € N
icin. Her n € Ni¢in V,, = {V € V:V n A,, # @} olsun. Buna gore,
V,, V ortistintin sayilabilir bir alt kiimesidir. W = U,y V, Olsun.
Bu durumda W, X uzaymin sayilabilir, agik bir ortiisiidiir. Her V €
W i¢in V € Uy, olacak sekilde Uy € U secelim. Buna gore,
{Uy:V € W} ailesi ‘U ortiistiniin sayilabilir bir altortiisii olur.

W =S5t(A4,,V)=U{V eV:VnA, # 0} =UV,
VWEW, U, €U > V C U,
oldugundan # = {U,:V € W} c U olur ve bodylece H , U nun
sayilabilir bir altortiisii olur. Bdylece, X in her U agikortiistiniin

sayilabilir bir H altortiisii oldugundan X uzaymin Lindelof uzay:
oldugu kanitlanmais olur.

Not 4.2.51 Her para-Lindel6f uzayr meta-Lindelof oldugundan
asagidaki sonug bir dnceki teoremden elde edilir.

Sonu¢ 4.2.52 (Corollary 2.12, Song, 2013b) Bir para-Lindelof
kuvvetli y1ldiz Hurewicz X uzay1 Lindel6f uzayidir.

Not 4.2.53 Her Lindelof uzayr meta-Lindelof ve para-Lindelof
oldugundan asagidaki sonuglar yukaridaki teoremden elde edilir.

Sonu¢ 4.2.54 (Corollary 2.13, Song, 2013b) X kuvvetli yildiz
Hurewicz (SSH) uzay1 olsun. Buna gore, X meta- Lindeloff & X
Lindelof (L).
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Sonu¢ 4.2.55 (Corollary 2.14, Song, 2013b) X kuvvetli yildiz
Hurewicz (SSH) uzay1 olsun. Buna gore, X para-Lindeloff & X is
Lindelof (L).

Teorem 4.2.56 (Theorem 2.13, Song, 2013a) f:X - Y bir X
uzayindan kuvvetli yildiz Menger (SSM) bir Y uzayma tanimlanan
acik, kapali, stirekli, sonludan-bire doniisiim ise X uzay1 da kuvvetli
yildiz Menger uzayidir (SSM).

Ispat (U,)en, X ’in acik ortiilerinin bir dizisi ve y € Y olsun.
f~Y(y) sonlu oldugundan her n € N i¢in her U € U, icin
f') SUUy,, and U N f~'(y) # @ olacak sekilde Uy, nin sonlu

Uy, alt kolleksiyonu vardir. f kapali oldugundan f~1 (V;ly) cu

{U U € 'Uny} olacak sekilde Y de y’nin bir Vny acik komsulugu
vardir. f agik oldugundan

W, Sn{fW):U e U, |
olacak sekilde varsayilabilir. Her y € Y icin bu sekildeki Vo, acik

kiimelerini alarak, her n € N igin Y nin bir V,, = {Vny: Yy E Y} acik
ortiisti elde edilir. Y kuvvetli yildiz Menger oldugundan (V,,) en, Y
nin agik Ortiilerinin bir dizisi olur, boylece Upen St(Ky, Vy) =Y
olacak sekilde Y nin sonlu altkiimelerinin bir (K},) ey dizisi vardir.
f  sonludan-bire  (finite-to-one)  dontisiim  oldugundan
( f _I(Kn))neN , X ’in sonlu altkiimelerinin bir dizisidir.
{St(f~1(K,),U,):n € N} ailesinin Xin bir agik ortiisii oldugunu
gosterecegiz. x € X olsun. Buna gore, f(x) = Vo, ve Vo, N K, # @
olacak sekilde n € N ve y € Y vardir. x € f71 (Vny) cu {U:U €

Uy, } oldugundan x € U ile birlikte U € U, segebiliriz. (1) den
Vo, € f(U) ve boylece Unf (K, #® olur ki bu da x€

St(f~1(K,), Uy,) oldugunu gosterir. Sonug olarak,
{St(f1(K,),U,):n € N} ailesi Xin bir agik ortiisiidiir ve bu da X
uzayinin kuvvetli yi1ldiz Menger oldugunu gdsterir.
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5. Se¢cme Prensiplerinin Zayif Formlari

Siikran KONCA
Yiicel AYDIN

Bu kisimda klasik se¢cme prensiplerinin ve yildiz se¢me
prensiplerinin zayif formlar1 incelenmistir. Makalelerde okuyucuya
birakilan veya ispati kolayca goriilebilir denilen bazi teoremlerin
ispatlar1 da burada yapilmistir. Referansi verilmemis ispatlar
yukarida bahsi gecen ispatlardir.

5.1 Klasik Se¢cme Prensiplerinin Zayif Formlar:

Tanmim 5.1.1 (Kocev, 2009; Kocinac, 1999b; Kocinac, 2016) Bir X
topolojik uzayina hemen hemen (almost) Menger@lenir eger X ’in

(V)nen dizisi vardir 6yle ki her n € N i¢in V,, , U ,,’nin sonlu bir
alt kiimesi ve U, eV {V: Ve Vn} =X.

Tanim 5.1.2 (Pansera, 2012) Bir X topolojik uzayina zayif (weakly)
Menger (WM) denir eger X ’in agik Ortiilerinin her bir (U,)qen
dizisi i¢in bir (V,)pey dizisi vardir 6yle ki her n € N i¢in V,,,
U, ’nin sonlu bir alt kiimesidir ve U {V,:n € N} kiimesi X ’de
yogundur. Yani, X = U,enU V.

Tamm 5.1.3 (Kocinac, 1999b; Kocinac, 2016; Kocinac, 2019) Bir
X topolojik uzaymna hemen hemen (almost) Rohtberger denir eger
X ’in agik Ortiilerinin her bir (U,,) ey dizisi igin bir (U,,),ey dizisi
vardir 0yle ki her n € N i¢in U,, € U,, Ve Unen U, = X.

Tamim 5.1.4 (Pansera, 2012) Bir X topolojik uzayina zayif (weakly)
Rothberger denir eger X’in agik ortiilerinin her bir (U,) ey dizisi
icin bir (U,)pey dizisi vardir 6yle ki her n € N igin U, € U, Ve
X = Unen Un.
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Tamm 5.1.5 (Song & Li, 2013) Bir X topolojik uzayma hemen
hemen (almost) Hurewicz denir eger X ’ in agik ortiilerinin her bir
(Up)nen dizisi igin bir (V,) ey dizisi vardir 6yle ki her n € N igin
V,,, U, nin sonlu bir alt kiimesidir ve her x € X i¢in, x €U V,, sonlu
tanesi hari¢ tiim n € N i¢in.

Tanim 5.1.6 (Kocinac, 2001; Sakai, 2013) Bir X topolojik uzayina
zayif (weakly) Hurewicz denir (Kocinac anlaminda) eger X’in acik
ortiilerinin her bir (U, ) ey dizisi i¢in bir Y € X yogun alt kiimesi
ve her n € N i¢in V,, € U, sonlu alt aileleri vardir 6yle ki Y nin her

noktas1 U V,, tarafindan kapsanmaktadir sonlu tanesi hari¢ tim n €
N.

Tamim 5.1.7 (Sakai, 2013) Bir X topolojik uzayina zayif (weakly)
Hurewicz denir (Sakai anlaminda) eger X’in agik ortiilerinin her bir
oyle ki her sonsuz I c N alt kiimesi igin U {U V,;:n € I} kiimesi
sonlu tanesi hari¢ tim n € N i¢in X ’de yogundur. Yani, her bostan
farkli U c X agik kiimesi i¢in U N (UV,) # @ sonlu tanesi harig
tim n € N igin.

Teorem 5.1.8 (Kocev, 2015) Hemen hemen (almost) Menger
uzaymin her kapali-acik alt kiimesi hemen hemen (almost)
Mengerdir.

Ispat

iAo, (X \F)

F, hem acik hem kapah

Sekil 19: aM uzaywin her agik-kapali alt kiimesi aM
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X hemen hemen Menger uzay1 ve F’de X’in hem kapali hem agik alt
kiimesi @lsun ve (U,)peny F 'nin agik Ortiilerinin bir dizisi olsun
(Bkz. Sekil 19). F kapali oldugundan (X\F) ise agiktir. Buna gore,
V,=U ,U(X\F), her n €N i¢in X ’in bir agik ortisiidiir. X
hemen hemen Menger uzay1 oldugu igin V, ’nin V,’ sonlu alt

kiimeleri, Vn € N vardir. Boylece X = U {\7 VeV, '}.(X\F) hem

nell
kapali, hem a¢ik oldugundan X\F = X\F ve UneN{V:V €
V., V # X\F}, F’yi orter.

Teorem 5.1.9 (Kocev, 2015) Zayif Menger bir X uzaymin her
kapali-regiiler alt kiimesi de zayi1f Mengerdir.

Ispat
P I X

(X F)
actio

|

Sekil 20: wM uzayin her kapali-regiiler alt kiimesi Wm

Zayif Menger X uzaymin regiilerpve kapali bir alt kiimesi F ve
(Up)nen ise F’nin agik ortiilerinin bir dizisi olsun (Bkz. Sekil 20).
Buna gore, hern € NiginV,, = U ,, U (X\F), X’in bir agik Ortiisti
olur. X zayif Menger oldugundan her n € N i¢in V,,’nin V,, sonlu
alt kiimeleri vardir, boylece UpeyU V', X de yogundur yani

UnenU V' =X. V' = Upen{V:V €V, V %= X\F} alalim. Buna
- _  To )

gore, X =V UX\F). F=int(F)=(F) oldugu ic¢in Fn

S [ J— -

(X\F) = @ vebéylece FCV've F =F c V"

Tamim 5.1.10 (Babinkostova, Pansera & Scheepers, 2012) Bir X
topolojik uzayma eger X ’in her U agik ortiisiiniin sayilabilir V alt
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Srtiisii UV =U {V: Ve V} = X olacak sekilde varsa hemen hemen
(almost) Lindelof (al) uzay1 denir.

Tamm 5.1.11 (Babinkostova, Pansera & Scheepers, 2012) Bir X
topolojik uzayina (weakly) Lindelof (wL) denir eger X in her U agik
oOrtlistiniin sayilabilir bir V alt ortiisti vardir dyle ki U V7, X de yogun
ise yani UV = X ise.

Tamm 5.1.12 (Gillman & Henriksen, 1954) Bir X topolojik uzayina
eger X’in sayilabilir ¢cokluktaki alt kiimelerinin kesisimi agik (veya
sayilabilir cokluktaki kapali kiimelerinin birlesimi X de kapali) ise
P —uzay1 denir.

Teorem 5.1.13 (Kocev, 2015) Hemen hemen Lindel6f (aL) her
P —uzay1 hemen hemen Menger (aM) dir.

Ispat X uzay1 hemen hemen (almost) Lindeldf (aL) bir P —uzay1 ve
(Up)ney 158 X’in agik oOrtiilerinin bir dizisi olsun. X bir P —uzay1
oldugundan her n € N i¢in, U, 'nin sonlu birlesimlerinin kapali
oldugunu varsayalim. U = {N,eny Un: Up € U,} olarak alalim.
Buna gore U, X’in bir acik Ortiisiidiir. X hemen hemen Lindel6f
uzay1 oldugundan, U nun sayilabilir bir (V) ey dizisi Upey V,, = X
olacak sekilde vardir. Her n € N i¢in, Uy} € U, iken V, =
Nken Ux" yazalim. Bu durumda, her n €N i¢in V, c U}

oldugundan UneNU_ﬁl = X’dir. Bu da X’in hemen hemen Menger
oldugunu gosterir.

Sonug 5.1.14 (Kocev, 2015) P —uzaylarinda hemen hemen Lindelof
(aL) ve hemen hemen Menger (aM) 6zellikleri birbirine denktir (aM
= aL ve Teorem 5.1.13 den).

Not 5.1.15 (Babinkostova, Pansera & Scheepers, 2013) te zayif
Lindel6f (wL) P — uzaymmn zayif Menger (WM) oldugu
gosterilmistir. WM = wL olduklarindan P — uzaylarinda bu iki
ozellik birbirine denktir diyebiliriz.

Teorem 5.1.16 (Kocev, 2015) Zayif Menger (WM) her P —uzay1
hemen hemen Menger (aM) dir.
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Ispat X’in agik ortiilerinin bir dizisi (U,,),ey 0lsun. X zayif Menger
(WM) oldugundan bir (V,,) ey dizisi vardir 6yle ki her n € N igin
V, € U,, her n € N i¢in V,, sonlu ve U,eyVU Vy, X ’de yogundur,
yani; UpenVU V, =X . X, P-uzayr oldugundan, X ’in sayilabilir
cokluktaki acik alt kiimelerinin kesisimi agik oldugundan her
sayilabilir kapali kiimenin birlesimi de kapali olur. Bdylece,
UneN{V:V € Vn}, X ’in kapali alt kiimesidir. U,eyVU V,, kiimesi
UnenU V,,  kiimesini iceren en kiigliik kapali kiime oldugundan
UnenUV, C UnEN{V: Ve Vn} olur. Buna gore,

XgqungU{V:VeVn}gX

nenN nenN

ve buradan UnEN{V: Ve Vn} = X olur ki bu da X uzayinin hemen
hemen Menger (aM) olmasi anlamina gelir.

Sonug 5.1.17 (Kocev, 2015) P -uzaylarinda hemen hemen Lindelof
(aL) ve hemen hemen Menger (aM) 6zellikleri birbirine denktir

(aM = aL ve Teorem 5.1.13 den).

Sonug 5.1.18 (Kocev, 2015) X regiiler P -uzayi olsun. Asagidakiler
birbirine denktir.

1) X Menger (M) dir.

2) X hemen hemen Menger (aM) dir.
3) X zayif Menger (WM) dir.

4) X Lindelof (L) tiir.

5) X hemen hemen Lindel6f (al) tiir.
6) X zayif Lindelof (wL) tiir.

Teorem 5.1.19 (Kocinac, 2016) Hemen hemen Menger bir X (aM)
uzaynin 6 —siirekli f doniisimii altindaki goriintiisi ¥ = f(X) de
hemen hemen Menger (aM) dir.
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Y (aM

8 - siirekli

doniisiim

Sekil 21: aM uzaywin 0 -siirekli doniisiim altindaki goriintiisii aM

X bir hemen hemen Menger (aM) uzayi, f = X = Y doniisiimii
0 —siirekli ve Y = f(X) ise X uzaymin f altindaki goriintiisii olsun
(Bkz. Sekil 21). Y ’nin de hemen hemen Menger (aM) uzayi
oldugunu gostermek istiyoruz. (V,)nen, Y 'nin agik ortiilerinin bir
dizisi olsun. x € X segelim. Her n € N i¢in f(x)’i igeren V(x,n) €
V, kiimesi vardir. f, 8 —siirekli oldugundan X uzayinda x noktasini

iceren bir U(x, n) agik kiimesi vardir 6yle ki f (U (x, n)) c V(x,n).
Bu yilizden her n € N igin U,, = {U(x,n): x € X} kiimesi X’in bir
acik Ortiisiidiir. X hemen hemen Menger (aM) oldugundan sonlu
kiimelerin bir (H,,)nen dizisi vardir 6yle ki her n € N i¢in, H,, =
{U(x;,n):i < ky}, Uy nin bir alt kiimesidir ve X = UpeyU {H:H €
}[n}. Her U(x;,n) € H,, bir W(x;,n) € V, kiimesini belirler dyle
Ki f(U(xl-,n)) c W, n) ve W, = (W(x,n):i < k,} kuralm.
Her n € N i¢in V,, ’nin sonlu altkiimelerinin bir (W,) ¢ dizisini
elde ederiz, dyle ki

Y =f(X)= f(UU {H:H € an}>

nenN

cUu{W:Wewn}cY

nenN
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=Y = UU{W:WeWn}
neN

olur ve boylece Y , hemen hemen Menger (aM) dir.

Teorem 5.1.20 (Kocinac, 2016) Hemen hemen Menger (aM)
Xuzaymin kuvvetli 8 —stirekli donilistim altindaki Y goriintiisii bir
Menger (M) uzayidir.

ispat

Sekil 22: aM uzaywmin kuvvetli 0 -stirekli doniistim altindaki
goruintiisi M

Y’nin agik ortiilerinin bir dizisi (V,,)ney OlSun. x € X alalim (Bkz.
Sekil 22). Her n € N i¢in f(x)’i igeren V(, ) € V, kiimesi vardir. f
kuvvetli 6 —siirekli ﬂénﬁsﬁm oldugundan X’de x elemanin1 igeren
bir Uy ny agik kiimesi vardir dyle ki f (m) C Vixn)- Bu yiizden,
her n N i¢in U , = {U(x’n): X € X} kiimesi X ’in bir agik
ortiisiidiir. X hemen hemen Menger (aM) oldugundan her n € N igin
F,cU , ve X =UpenV {f:F € an} olacak sekilde sonlu
kiimelerin bir (F,),ey dizisi vardir. Her F € F, bir Wz € V,
kiimesi belirler f (f) c Wp olacak sekilde. W, = {Wp: F € F,}
kiimesini olusturalim. Her n € N i¢in 1, nin sonlu alt kiimelerinin
bir (W,,)nen dizisini elde ederiz. Buna gore,

X=Uu{F:Fegrn}=>Y=f(X)

nenN

= qu(f:F € Fp)

nenN
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=Wn=UUWn

nenN

olur ve buradan U,eyU W,, =Y. Boylece Y, bir Menger uzayidir.

Not 5.1.21 Her Menger uzayr hemen hemen Menger uzayi
oldugundan Teorem 5.1.20’den hemen hemen Menger bir X
uzayimin kuvvetli 8 —siirekli f doniistimi altindaki Y goriintiisii de
hemen hemen Menger (aM) uzayidir diyebiliriz. Bu gergekten yola
cikarak ayrica her kuvvetli 8 — siirekli dontisim 6 — siirekli
oldugundan Teorem 5.1.19’daki sonuca dolayl1 bir bakis agisiyla da
ulagmak miimkiindiir.

Teorem 5.1.22 (Kocinac, 2016) Hemen hemen Rothberger (aR)
(hemen hemen Hurewicz (aH)) X uzayinin kuvvetli 6 — siirekli
dontisiim altindaki Y goriintiisii bir Rothberger (R) (Hurewicz (H))
uzayidir.

Not 5.1.23 Bir sonraki teorem hemen hemen Menger taniminda agik
kiimelerin yerine regiiler-acik kiimelerin alinabilecegini gosterir.

Tanmmm 5.1.24 (Kocev, 2009) Bir X topolojik uzayinin bir B alt
kiimesine eger

B=(B) (B = B>
ise regiiler acik (regiiler kapali) denir.

Teorem 5.1.25 (Kocev, 2009; Teorem 2.2) Bir X topolojik uzayina
hemen hemen Menger (aM) denir & X’in regiiler acik kiimelerle
olusturulan ortiilerinin her bir (U,,) ey dizisi igin bir (V) ey dizisi
vardir Oyle ki her n € N i¢in, V,,, U, nin sonlu bir alt kiimesidir ve
V' ={V:V € .} olmak iizere U {V,":n € N} ailesi Xin agik bir
ortiistidiir.

Ispat (=): X topolojik uzayr hemen hemen Menger (aM) olsun.
(Up)ney ise regiiler agik kiimelerle olusturulan X’in agik ortiilerinin
bir dizisi olsun. Her regiiler-a¢ik kiime agik oldugundan (U,,),en
acik Ortlilerinin bir dizisidir. X hemen hemen Menger (aM)
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oldugundan, varsayimdan, bir (V,,),,ey dizisi vardir dyle ki her n €
N i¢in V,,, U,,’nin sonlu bir alt kiimesi ve U {V,":n € N}, X’in bir
acik Srtiisiidiir V, = {V: Ve Vn} olmak iizere, yani;

X =Unau{V:v e}
(<) (Up)nen, X ’in agik ortiilerinin bir dizisi olsun. (Up)nen

U, = {ﬁ: U e Un} ile tanimlanan bir dizi olsun. Bu durumda, U,,,

o

X’in regiiler acik kiimelerle olusturulan bir ortiisiidiir. Her U kiimesi

regiiler-agik kiimedir ve U agik oldugundan U < U’dir (Engelking,
1989). Buna gore, bir (V) ey dizisi vardir dyle ki V,,, U,  'niin
sonlu alt kiimesi ve U {V,,"sn € N}, V" = {V:V € 1, } olmak iizere
X’in bir agik Ortlistidiir. Varsayimdan, her n € N igin ve her V € V,,

o

icinV = <U_V> olacak sekilde bir U, € U,, vardir. Uy agik bir kiime

oldugundan U, regiiler kapali kiimedir (bkz. Engelking, 1989).

Bunun i¢in, U, = (U_V> olur. Boylece Unen{Uy:V €V} =X
oldugundan X hemen hemen Menger (aM) uzayidir.

Tamim 5.1.26 (Kocev, 2009; Tanim 2.2) X ve Y birer topolojik
uzaylar olmak lizere eger her acik-regiiler B C Y kiimesinin ters
goriintiisii f~1(B) X ’de acik ise f:X — Y doniisiimiine hemen
hemen (almost) siireklidir denir.

Tamm 5.1.27 (Kocev, 2009) X hemen hemen Menger (aM) uzayi ve
Y bir topolojik uzay olsun. Eger f: X — Y hemen hemen siirekli ve
orten bir doniisiim ise Y de hemen hemen Menger uzay1 (aM) dir.

Ispat

(Up)nen, regiiler-agik kiimelerle olusturulan, Y nin agik ortiilerinin
bir dizisi olsun. Her n € N i¢in U}, = {f"1(U):U € U,} olsun.
Buna gore, f hemen hemen siirekli, orten bir agik doniigiim
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oldugundan (U;,),en, X’in agik oOrtiilerinin bir dizisi olur. (Bkz.
Sekil 23).

¥
XlaM
ANA AN ) ; AN N NN
] —_—— ?

U, surjection Ve
almast
continwous
mapping NN A

B=3B

Sekil 23: aM uzayinin hemen hemen siirekli-orten f altindaki
goriintiisii aM

X hemen hemen Menger (aM) oldugundan, bir (V,,),en dizisi
vardir dyle ki her n € N i¢in V,,', U, 'nin sonlu alt kiimesi ve U
{V,,":n € N} X’in bir ortiisiidiir, yani; V, = {v:v eV, }igin

X =UpaU{W n €N} = UpenU {V:V €1, }.

Her n € N ve her V €V, i¢in bir U, € U,,, V = f~1(Uy) acik
olacak sekilde segebiliriz. W,, = {U_V Ve Vn} olsun. U {W,:n €
N} ailesinin Y i¢in bir agik 6rtii oldugunu gosterecegiz. y = f(x) €
Y ise bu durumda x € V olacak sekilde birn € N ve V € V, vardir.
V = f~1(Uy) oldugundan x € f~1(U,) c f~*(Uy) olur. Boylece
y=f(x) €Uy €W,

Not 5.1.28 Hemen hemen Menger (aM) ve zayif Menger (WM)
uzaylarmin siirekli donilisiim altindaki goriintiilerinin sirasiyla
hemen hemen Menger ve zayif Menger olduklarin1 Kocev (Kocev,
2009) ve Song (Song, 2013a) makalelerinde bahsetmis ve ispatlari

okuyucuya birakmiglardir. Biz burada bu kolayca goriilebilecegi
sOylenen ispatlar1 yapacagiz.

Teorem 5.1.29 Hemen hemen Menger (aM) Xuzayinin siirekli ve
orten f dontisiimii altindaki goriintiisii Y = f(X) de hemen hemen
Menger (aM) uzayidir.
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Ispat

X(aM) T (aM)
NN
f
W, * U,
continios :
H, mapping Y,
S NS A

Sekil 24: aM uzayimin siirekli-6rten f altindaki goriintiisii aM

f:X = Y siirekli ve orten bir doniisim olsun ve X hemen hemen
Menger olsun. (U, )qen » Y topolojik uzaymin agik ortiilerinin bir
dizisi olsun (Bkz. Sekil 24). Her n € N i¢in W,, = {f "1(U):U €
U, } olarak segelim. f siirekli bir doniisiim oldugundan Y’deki her
acik kiimenin ters goriintiisii X de agik olacagindan (W,,) ey , X’in
acik ortiilerinin bir dizisi olur. X uzay1 hemen hemen Menger (aM)
oldugundan bir (H;,) ey dizisi vardir 6yle ki her n € N i¢in H,,

W, ’nin sonlu alt kiimesi ve X = U,enVU {ﬁ: H e Hn}. Hern e N
icin, V,, = {f(H): H € H,,} olsun. Bu durumda, V,,, U, 'nin sonlu
bir alt kiimesidir. Y = f(X) = UpenV {7: Ve Vn} oldugunu
gosterecegiz. X = UpenV {E:H € an} denkleminden,

Y =f(X) = f(UU {H:H € an}>

nenN

= Uu {f(H): f(H) € f(A)}

nenN

S UnenV {ff(V): (V) € ff~ (W)}
= UU {V:v ev,}

nenN
olur. H, = f=(V,)), H=f<(V) ve f siirekli oldugundan, H =
feW)cf ‘_(V) bagintis1 saglanir. Ayrica,
Hop © Sy = f(V) < (V).
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f ‘_(17,1) kapali ve f siirekli oldugundan ve f<(V,) kiimesi H,, ’ni
iceren en kiigiik kapali kiimedir. Y € U,eyVU {V: Ve Vn} CYve
buradan ¥ = U,eyU {V:V € V,} olur. Boylece Y hemen hemen
Menger uzayidir.

Teorem 5.1.30 Zayif Menger (WM) bir X uzaymin siirekli ve orten

bir f dontistimii altindaki gortntiisii Y = f(X) de zayif Menger
(wM) dir.

Ispat

f:X — Y siirekli ve orten bir doniisiim ve X topolojik uzay1 da zayif
Menger olsun. (U,)nen, Y nin agik ortiilerinin bir dizisi olsun. (Bkz.
Sekil 26). Her n € N igin W, = {f “(U): U € U,} segelim.

X(wM) I(wM)
NN
f
W, - U,
continuois
H, mapping V,
NN A

Sekil 25: wM uzayn siirekli-orten f altindaki goriintiisii wM

f stirekli oldugundan Y’deki her agik kiimenin ters goriintiisii X de
acik olacagindan (W,)),en, X uzaymin agik oOrtiilerinin bir dizisi
olur. X topolojik uzay1 zayif Menger (wM) oldugundan Gyle bir
(H,)nen dizisi vardir 6yle ki her n € N i¢in, H,,, W,,’nin sonlu alt

kiimesi ve X = U,enU Hy, Olur. Her n € N igin, V,, = {f(H): H €
H,} olsun. Bu durumda V,,, her n € N igin U, ’nin sonlu alt
kiimesidir. Y = f(X) = UpeyU V,, oldugunu gosterecegiz. f
strekli oldugundan, her Ac X igin f (Z) c f(A) oldugunu
biliyoruz. Ayrica, f~(V,) = H, olacagindan, X = Up,enU 4,
denkleminden
Y = f(X) = f(UnENU %n) c f(UnENU ‘%n) =
UnenV ff<(Vn) = UnenV V.
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Boylece Y zayif Menger dir.

Not 5.1.31 Teorem 5.1.29 ve Teorem 5.1.30 da elde edilen sonuglara
benzer sekilde hemen hemen Rothberger (aR) ve zayif Rothberger
(WR) i¢in de ispat1 yapilabilir.

Not 5.1.32 Teorem 5.1.29 ve Teorem 5.1.30 da hemen hemen
Menger ve zayif Menger uzaylarinin siirekli doniisiim altinda
korundugunu gordiikk. Teorem 5.1.33 ve Teorem 5.1.34 de ise
sirastyla hemen hemen Menger ve zayif Menger uzaylarinin agik
milkemmel bir doniisiim altindaki ters goriintiilerinin sirasiyla
hemen hemen Menger ve zayif Menger olduklarini gosterdik.

Teorem 5.1.33 X ve Y birer topolojik uzaylar olsun. Eger f bir X
uzayindan hemen hemen Menger (aM) bir Y uzayina tanimlanan bir
acik-milkemmel doniisim ise X uzayr da hemen hemen Menger
(aM) uzayidir.

Ispat

open— perfect

mapping

Sekil 26: aM uzayimin ag¢ik-miikemmel f altindaki ters goriintiisti
aM

(Up)nen, X’in agik oOrtiilerinin bir dizisi olsun (Bkz. Sekil 26). Her
y € Y i¢in f<(y), X de kompakt bir kiimedir ve boylece her n € N
icin f=(y) cuV,(y) =V,(y) olacak sekilde f=(y) ’yi Orten
V,(y) €U, sonlu alt ailesi vardir. f kapali bir doniisiim
oldugundan  f<(y) € f~ (Vo)) € h(») =UV,(y) ve yE€
W, (y) olacak sekilde bir W,,(y) c Y agik kiimesi vardir. Her n € N
icin, W, = {W,(y):y € Y} kiimesi Y ’nin agik ortiistidiir. Boylece
(W) nen, Y'nin agik ortiilerinin bir dizisidir. Yuzayr hemen hemen
Menger (aM) oldugundan bir (#,,) ey dizisi vardir 6yle ki her n €
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Nlj'gin H,, W, nin sonlu al kiimesidir ve Y = UpenVU {H: H e
}[n}. Her n € N ve her H € H, i¢in karsilik gelen sonlu U p C

U ,, alt kimesi f<(H) cUU  olacak sekilde vardir. V,, = {U €
U,:U € Uy, H € H,} olsun.

Bu durumda V,,’, her n € N i¢in, U, nin sonlu bir alt kiimesidir. f
actk  bir doniisim  oldugundan Y = U, gV {H 'H € .%n}
denkleminden

X=f<()= f“( U{H:H € an}>
=UnaV{f (H):f-(H) =V, VE
vnl' f&(t%n) = Vn,}
= UpaV {V:Vven,}.

Buna gore, X = U,enU {7: Ve an} ve boylece X hemen hemen
Menger (aM) uzayidir.

Teorem 5.1.34 X ve Y birer topolojik uzaylar olsun. Eger f
donistimii bir X topolojik uzayindan zayif Menger (WM) bir Y
uzayma tanimli agik-miitkemmel bir dontisiim ise X uzay1 da zayif
Menger (wM) dir.

Ispat

(Up)nen, X’in agik Ortiilerinin bir dizisi olsun. Her y € Y i¢in,
f(y) kimesi X ’de kompaktir, f kompakt bir doniisim
oldugundan, her n € N i¢in f<(y) cuV,(y) =V, (y) olacak

sekilde f~(y) ’yi 6rten bir V,,(y) € U, sonlu alt ailesi vardir (Bkz.
Sekil 27).
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open — perfect

mapping

Sekil 27: wM uzayin a¢ik-miikemmel f altindaki ters goriintiisii wM

f kapali bir doniisim oldugundan W, (y) c Y acik kiimesi y €
Wa() ve f~ ) € (W () € Vo (») =U V() olacak sekilde
vardir. Her n € N igin, W,, = {W,,(y):y € Y} kiimesi Y nin agik bir
ortiisidiir. Y zayif Menger oldugundan, bir (H},),ey dizisi vardir
Oyde ki heg n € N igin 3;,, W, nin sonlu gt kiimesidir ve ¥ =
UnenUH, . Her n €N i¢in ve her H € H,, icin karsilik gelen
U ycU ,sonlu alt kiimesi f~(H) cUU g ile birlikte vardir.
Vv, ={U€U,:U € Uy, HE H,}olsun. Budurumda V,’, hern €
N icin, U, ’nin sonlu bir alt kiimesidir. f agik oldugundan Y =
UnenVU 4, den

X =fo(v)=f* (Uuaf) = f- (Uu%) | Jur-ea

nenN nenN nenN

= Uu v,

nenN

=X =Unpa UV,
olur. Boylece X zayif Menger (wM)’dir.

Not 5.1.35 Teorem 5.1.33 ve Teorem 5.1.34 te eclde edilen sonuglara
benzer sekilde hemen hemen Rothberger (aR) ve zayif Rothberger
(WR) igin de ispat1 yapilabilir.

Tanmm 5.1.36 (Wilansky, 1967) Bir X topolojik uzaymdan bir Y
topolojik uzayima tanimli f donilistimiine eger her U C Y agik alt

kiimesi i¢in f (ﬁ) C f<(U) ise hemen hemen agik doniisiim denir.

--75--



Not 5.1.37 Her acgik doniisim hemen hemen agik doniisiim
oldugundan Teorem 5.1.33 ve Teorem 5.1.34 teoremlerinde elde
ettigimiz sonuglara bu iligki uyarlanirsa asagidaki sonuglar elde
edilir. Aslinda bu teoremler Song (Song, 2015a) tarafindan Onerme
3.7 de ispat1 verilmis ve Onerme 3.8 in ispat1 da okuyucuya
birakilmistir.

Sonuc 5.1.38 (Song, 2015a; Onerme 3.7) f: X — Y hemen hemen
(almost) agik ve miikemmel bir doniisim ve Y hemen hemen
Menger (aM) uzay1 ise X de hemen hemen Menger uzay1 (aM)’dir.

Sonug¢ 5.1.39 (Song, 2015a; Onerme 3.8) f: X — Y hemen hemen
(almost) acik ve miikemmel bir doniisiim ve Yuzay1 zayif Menger
(WM) uzay ise X de zayif Menger (WM)’dir.

Not 5.1.40 Menger uzay1 hemen hemen Menger uzayidir (M =
aM). Tersinin dogru olabilmesi i¢in uzayin regiiler olmasi gerektigi
asagidaki teoremle goriilebilir.

Teorem 5.1.41 (Kocev, 2009) Regiiler hemen hemen Menger (aM)
Xuzay1 Menger (M) dir.

Ispat X topolojik uzay: bir regiiler hemen hemen Menger uzayi
olsun. X ’in Menger uzayi oldugunu gostermek istiyoruz. X ’in
agik ortiilerinin bir dizisi (U,),_ olsun. Her nell igin V, < U,
olacak sekilde sonlu kiimelerin bir (V, )ne‘ dizisinin X = Uu\/n

nell
olacak sekilde var oldugunu gostermiz gerekir. X bir regiiler uzayi
oldugundan; her nel] i¢in X ’in W, agik Ortiileri vardir dyle ki

W, = {V_V ‘W eWn} , Un’nin incesidir. X uzay1r hemen hemen
Menger bir uzay oldugundan, varsayimdan, her nel] i¢in H,, W,

‘nin sonlu alt kimesi ve u{H_n:neD}, X ’in Ortiisi yani;

el

X = U u{ﬁ: He Hn} = U uH_n olacak sekilde bir (Hn)n dizisi

vardir, 6yle ki H_ = {ﬁ: He Hn}. Her nell ve her H e H, i¢in,
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ﬁcVH olacak sekilde V,, eUp segebiliriz. V, ={V, :H eH,}

olsun. Buna gore, her nel] i¢in, V,, Up’nin sonlu alt kiimesidir ve

X=Ju{H:HeH,|={JuH,

nel

denkleminden

X={Ju[H:HeH,}cJu{V,HeH,}

=Jwv X

ne

elde edilir. Buradan X = [ JUV elde edilir ve bdylece X uzay1 bir

nel

Menger uzayidir deriz.

Tamim 5.1.42 (Arhangel’skii, 1979) Bir X topolojik uzayina eger
X’in her kapal1 F alt kiimesi ve X’de ac¢ik olan kiimelerle olusturulan
F’nin her U ortiisii icin F € UV olacak sekilde sayilabilir bir V C
U alt ortiisti varsa sozde (quasi) Lindel6f (qL) denir.

Tanim 5.1.43 (Di Maio & Kocinac, 2015) Bir X topolojik uzayima
eger her kapali F c X kiimesi i¢in ve X ’de agik olan kiimelerle
kiimelerin bir (V,),en dizisi her n € N i¢in V, c U, ve F c
UnrenV V, olacak sekilde varsa sdzde (quasi) Menger (qM) denir.

Tamim 5.1.44 (Di Maio & Kocinac, 2015) Bir X topolojik uzayimna
eger her kapali F — X kiimesi i¢in ve X ’de agik olan kiimelerle

olusturulan, F ’nin &rtiilerinin her bir (U,)

nel

(Un)neH dizisi her nell i¢in U, eUp ve FCUUn olacak

nell

sekilde varsa sozde (quasi) Rothberger (qR) denir.

Tamim 5.1.45 (Di Maio & Kocinac, 2015) Bir X topolojik uzayima
sozde (quasi) (qH) Hurewicz denir eger her kapali F X kiimesi ve
X’de agik kiimelerle olusturulan, F’nin ortiilerinin her bir (U;,)en
dizisi i¢in bir (V) ey dizisi vardir 6yle ki her n € N igin V,, sonlu,
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V, € U, (her n € N i¢in) ve her x € F i¢in x €U V,, sonlu tanesi
hari¢ tiim n € N i¢in.

Tamm 5.1.46 (Di Maio & Kocinac, 2015) Bir X topolojik uzayina
sO6zde (quasi) Gerlits-Nagy denir eger her kapali F < X alt kiimesi
icin ve X ’de agik kiimelerle olusturulan F 'nin @ — ortiilerinin her

bir (U,) _ dizisi igin bir (U,) _ dizisi vardir dyle ki her nell

nell
icin U, eUn ve V={U :nel} kiimesi sonlu, ikili ayrik V,
kiimelerine her nel! igin boliinebiliyorsa, boylece her X € F igin

X € UV, oluyorsa sonlu tanesi hari¢ tim nell igin.

Not 5.1.47 (Di Maio & Kocinac, 2015) Bir X uzay1 gL (qM, gR,
gH, gGN ) dir < her kapali alt uzay1 wL ( wM, wR, wH, wGN) ise.

Not 5.1.48 (Di Maio & Kocinac, 2015) Sézde Lindelof (qL) olma
ozelligi zayif Lindel6f (WL) olma 6zelliginden daha giiclidiir. gL =
wL.

Teorem 5.1.49 (Di Maio & Kocinac, 2015) Her kalitsal ayrilabilir
X uzay1 sozde (quasi) Rothberger (gR)’dir.

ispat F, X ’inkapali bir alt kiimesi olsun ve (U, )né ise her nel

icin F culp olacak sekilde agik kiimelerin ailesinin bir dizisi
olsun. F ’de yogun olan sayilabilir bir A={a,:nel} kiimesini
alalim. X ’in kalitsal ayrilabilir uzay olmasi demek X ’in kendisi
ayrilabilir iken her alt uzaymin da ayrilabilir olmast demektir. Bu
durumda F=F < X ayrica X ’de ayrilabilirdir. Boylece AcF
ve A sayilabilir, yogundur F kiimesinde. A=F ’dir. Her nel]
icin a,eU, olacak sekilde U, eUn secelim. Buna gore,
Ac UUn ve bdylece F = Ac UUn =Fc UUn olur. O halde,

nell nel ne.l

X sozde Rothberger (QR) dir.

Not 5.1.50 (Di Maio & Kocinac, 2015) da ve atifta bulundugu
makalede verilen asagidaki teoremin ispatin1 burada agik bir sekilde
verelim.
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Teorem 5.1.51 (Di Maio & Kocinac, 2015) Her ayrilabilir uzay
sozde Rothberger (qR) dir ve dolayisiyla zayif Rothberger (wR) dir.
ispat X bir topolojik uzay ve A kiimesi A={a,:nell} olacak
sekilde X ’in sayilabilir, yogun bir altkiimesi olsun. A=X olur.
(Un)ne‘ , X ’in ac¢ik Ortiilerinin bir dizisi olsun. Her nell i¢in
U, e Up secelim. U =X oldugunu gostermeliyiz. Her nell
icin a, €U, olacak sekilde bir U, eUp secelim. Buna gore,
AcJU, olur. X =Ac[JU, c X =X = X =uU, elde edilir ki

bu da X ’in zayif Rothberger oldugunu gosterir.

Not 5.1.52 (Di Maio & Kocinac, 2015)’deki makalede Menger-tipi
ortii 6zellikleri arasindaki iliski ve se¢me Ortii 6zelliklerinin bu ortii
tiplerinin zayif ve sdzde versiyonlariyla aralarindaki iliski Sekil 28
ve Sekil 29 da verilmistir. Bazilarinin ispatim1 verdik, digerleri de
bunlara benzer sekilde yapilir.

M ->->-
\) \)
aM - gqM
l l

WM —«

Sekil 28: Menger-tipi ortii 6zellikleri arasindaki iligki
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) ) )

H — gH — wL
U U U

M — gM — wM
) m )

R — gR — WwWR
m m i
GN — gGN — wGN
U U U

Sekil 29: Ortii ozellikleri arasindaki iligki

Teorem 5.1.53

(a) Lindelof (L) (=1>) sozde Lindelof (gL) (=2>) zayif (WL) Lindelof

(b) Menger (:1>) sozde Menger (QM) (2:3 zayif Menger (WM)

(c) Rothberger (=1>) sozde Rothberger (QR) (2=>) zay1f Rothberger (WR)
(d) Hurewicz :1» sozde Hurewicz (QH) (2=>) zayif Hurewicz (WH)

1) (2)
(e) Gerlits-Nagy = sozde Gerlits-Nagy (QGN) = zayif Gerlits-Nagy
(WGN)
. ® (2)
Ispat(a) L = qL = wlL
1
@l)L = gqlL

F, Lindelof bir X uzayinin kapali bir alt kiimesi ve U ise X’deki agik
kiimelerle olusturulan F’nin bir ortiisii olsun (Bkz. Sekil 30).
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(. F)

it A T

Sekil 30: L uzaymin kapali alt kiiesi
F kapali = F% aciktir. X\F = X N F* (X ve F* agik olduklarindan
kesisimleri de agiktir.) agiktir. Buna gore, U '=U U {X\F},
X’in bir agik Ortiisii olsun. X uzay1 Lindel6f uzay oldugundan U’
acik Ortiisliniin sayilabilir bir V alt ortiisii vardir oyle ki X =U V.
Buna gore, U ayrica X deki agik kiimelerle olusturulan F’nin bir
acik ortiisiidiir ve 1’de U niin sayilabilir bir alt ortiisti olur ki F €
UV=X=>F=FcUV=FcUV olur. Bdylece, X sozde
Lindelof (qL) tiir.

2
(a.2) gL = wL

U, X 1n bir agik Ortiisii olsun ve F’de X’in kapali herhangi bir alt
kiimesi olsun. Buna gore, U ayn1 zamanda X’deki acgik kiimelerle
olusturulan F ’nin bir acik ortiisii olur. X so6zde Lindelof (qL)
oldugundan U ’nun sayilabilir bir V alt ortiisii vardir dyle ki F C
UV. X =U7V oldugunu gostermek istiyoruz. (X, 7) topolojik uzay
oldugundan X € 7, @ € t olur. X = @' kapalidir (hem acik hem
kapalidir). Her kiime kendisinin bir alt kiimesi oldugundan bu

varsayimm X icin de saglanir. O halde F cU V oldugundan
X=X=FcUVcX=X=uV
elde edilir. Boylece X zayif Lindelof (wL) tiir.
€ @
bM = gM = wM
1
(b.1) M = gM

--81--



X bir Menger uzay1 ve F, X’in kapali bir alt kiimesi olsun ve
(Uy)nen, X’deki agik kiimelerle olusturulan F’nin agik ortiilerinin
bir dizisi olsun (Bkz. Sekil 31).

TN A

(X F)

NSNS FoF
Sekil 31: M uzaywn kapali alt kiimesi
F kapali = F' agiktir. X\F=XANF' ( X ve F' ack
oldugundan kesisimleri de agiktir.) acik olur. Her nell igin,
Up'= U, {X \F} budurumda X ’in bir agik ortiisiidiir. X Menger

uzay1 oldugundan her nell i¢in V,, UQ' niin sonlu alt kiimesi ve

X = U wV, olacak sekilde bir (Vn )ne dizisi vardir. Buna gore, Up'
nell

ayn1 zamanda X ’deki acik kiimelerle olusturulan F ’nin bir agik
ortiisidiir ve V, , Up’ ’niin her Nell i¢in sonlu bir alt kiimesidir ve
FeX=uw\v.

nell

F=FcL}ﬂ4=Y=X:FclJUW

nenN nenN

ve boylece X sozde Menger (QM)’dir.

@
(b.2) gM = wM

(Up)nen, X’in agik ortiilerinin bir dizisi olsun ve F, X’in kapali bir
alt kiimesi olsun. Buna gore, (U,) ey aynmt zamanda, X deki agik
kiimelerle olusturulan F’nin de acik oOrtiilerinin bir dizisi olur. X
sozde Menger (M) oldugundan sonlu kiimelerin bir (V,,) ey dizisi
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vardir 6yle ki hern € Ni¢in V,, € U, ve F € UpenU V, Olur. X =
UnenV V, oldugunu gostermek istiyoruz.

Her kiime kendisinin bir alt kiimesi oldugundan ve X kapali
oldugundan F = X i¢in

X=X=Fc quncX:>X=qun
nenN neN
elde edilir. Boylece X, zayif Menger (WM) “dir.
Onerme 5.1.54 (Di Maio & Koginac, 2015; Onerme 3.1) dnceki
tanimlardaki her bir 6zellik siirekli doniigiim ve sayilabilir topolojik
toplamlarda korunur. Klasik versiyonlar ve s6zde (quasi) versiyonlar

hem agik hem kapali olan kiimelerde korunurken zayif (weak)
versiyonlar hem kapali hem regiiler olan kiimelerde korunur.

Not 5.1.55 Yukaridaki énerme (Di Maio & Kocinac, 2015) nolu
makalede ispatsiz verilmistir. Biz bu ¢alismada sozii edilen ispatlari
verdik.

Teorem 5.1.56 Xsozde Menger (M) ve A c X olsun. A kiimesi
hem acik hem de kapali ise A s6zde Menger (qM)’dir.

Ispat S6zde Menger (M) bir X uzaymin hem agik hem kapali alt
kiimesi A olsun. A s6zde Menger (QM) midir?

: %ﬁ

Sekil 32: Bir gM olan X uzaymin a¢ik-kapali altkiimesi

(& .7

(A T,)

7, = {U N A:U € 1}, A lizerindeki altuzay topolojisi olmak tizere,
F, (A, t,)’nn kapali bir alt kiimesi olsun ve (U, )qen iS€ (4, T4) da
acik olan kiimelerle olusturulan F = F = cl;, (F) nin értiilerinin bir

dizisi olsun (Bkz. Sekil 32). Her n € N i¢in V,, € U, ve F C
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UnenVU V,, olacak sekilde bir (V,),en dizisi oldugunu gostermek
istiyoruz. A a¢ik bir kiime ve U, 4ida acik isse U = ANV (V, X'de
acik) X’de agik olan A ve V kiimelerinin kesisimi de X’de agiktir. A
acik bir kiime oldugundan her U ,,, (X, 7)’da agik kiimelerin bir
ailesidir. A agik ise A’daki her agik kiime de X’de agiktir. Eger A,
X’in kapali bir alt kiimesi ve F c A ise cl,,(F) = cl,(FNA) =
cl,(F)olur. (FcA=FnNnA=Aoldugundan Fc Ac X =>F C
X’dir.). F, ayrica X’in alt kiimesidir ve (U,)qen, X de agik olan
kiimelerle olusturulan F = ¢l (F) ’nin Ortiilerinin bir dizisidir. X
sozde Menger (M) oldugundan sonlu kiimelerin bir (V,,) ey dizisi
vardir 6yle ki hern € Nigin V,, ¢ U, ve F € UpenVU V. Her 1,
(A, 74)’da agik oldugundan (U V), (4, 74)’da agiktir. Bdylece F
UnenU V,, olacak sekilde bir (V,),en dizisi var oldugundan A
sozde (quasi) Menger dir.

Not 5.1.57 (Di Maio & Kocinac, 2015) deki makalede asagidaki
teoremin ispatinin kolayca goriilebilecegi soylenmistir. Biz belirtilen
makaledeki okuyucuya birakilan bu teoremi burada ispatlayacagiz.

Teorem 5.1.58 Bir X sézde Menger (QM) uzaymin siirekli bir f
dontisiimii altindaki goriintiisti Y = f(X) de sozde Menger (QM)’dir.
Ispat

f:X - Y siirekli bir doniisim ve Xtopolojik uzay1 sozde (quasi)
Menger olsun. Y = f(X) ’in sbzde (quasi) Menger oldugunu
gosterecegiz. F, Y nin kapali bir alt kiimesi olsun (V,,) ¢ ise Y deKi

acik kiimelerle olusturulan F ’nin ortiilerinin bir dizisi olsun. (BKkz.
Sekil 33).
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T=f(X
X(qM) Y N\ 71)

l, - oA
. stirekdi bir !
déntigiim

N\ AN/ AN
F'=F=f(F) F=F

Sekil 33: Bir gM olan X wuzayimin siirekli f altindaki goriintiisii

Her n € N igin W, c V,, ve F c U,eyU W,, olacak sekilde bir
(W )neny dizisinin oldugunu gostermek istiyoruz. F' = f<(F)
olsun. f siirekli bir déniigiim oldugundan, her n € N i¢in, f~(V,,) =
U ,, X deki agik kiimelerin bir koleksiyonudur ve

F'=F =z f<(F)cf(F)
= =R e fr W) =u s,
olur. Buradan F' cUU ,,. X sozde (quasi) Menger oldugundan,
f(W,) = U, hern € N ile birlikte sonlu kiimelerin bir (U},) en
dizisi vardir oyle ki her n€N i¢in U, €U, ve F' c
Unen(UUy,"). Hern € N igin Uy, = fF=(W,) ve f=(F) c f<(F)
oldugundan her n € N i¢in

F=f(F)c f(Uu ’Ltn') = f(UU fe (Wn))

neN nenN
= fl - (Uu wn> c ffe (Uu Wn> - Uu w,
neN neN neN

elde edilir ve buradan F < U,,eyU W, olur. Boylece Y uzay1 sozde
Menger (gM) dir.

Not 5.1.59 f:X — Y bir X uzayindan bir sézde Menger (QM) Y
uzayma tanimli agik, miikkemmel bir doniisiim ise X s6zde Menger
(gM) midir? (Di Maio & Kocinac, 2015) deki makalede verilen bu
teorem (Di Maio & ark., 2015)’de diizeltildi. Sanildig1 gibi sézde
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(quasi) Menger bir uzayin agik ve miikemmel bir doniisiim altindaki
ters goriintlisti sozde (quasi) Menger degildi.

Teorem 5.1.60 (Teorem 2, Di Maio & ark., 2015) Eger f: X - Y
doniisimii bir X uzayindan sézde (quasi) Menger bir Y uzayina
taniml1 agik, miikkemmel bir doniisiim ise her kapali F c X kiimesi
ve X’de acik kiimelerle olusturulan f ‘_( f(F ))’nin acik Ortiilerinin
her (Up)nen dizisi igin her n € N igin V, € U, ve f=(f(F))
UnenU Yy, olacak sekilde sonlu kiimelerin bir (V) e dizisi vardir.
Ispat

W,

—_
f
open — perfect

mapping

% T A —
u_:,c\césfﬁ;”j F=F NN R =7

Sekil 34: Bir gM olan Y uzaywin agik-miikemmel dontisiim
altindaki ters goriintiisii

f:X - Y bir agik-miikemmel donilisim ve Yuzayr sézde Menger
olsun. f mikkemmel doéniisiim oldugundan f kapali, siirekli ve
kompakt bir doniigiimdiir. F, bir X topolojik uzayinin kapali bir alt
kiimesi olsun ve X’de agik kiimelerle olusturulan f “( f(F ))nin acik
ortilerinin bir dizisi (U,)ney Olsun (Bkz. Sekil 34). f kapali bir
doniistim oldugundan X ’deki her kapali F kiimesinin f altindaki
goriintiisii olan f(F) kiimesi Y ’de kapalidir. f kompakt bir
doniisiim oldugundan her y €gf (F) igin F,: = f(y) kiimesi X de
kompakttir. F, kompakt oldugundan ayni zamanda F, igin de her
n € N pgin agik bir ortii olan U ,, agik Ortiisiiniin sonlu bir alt 6rtiisi
vardir. Boylece UV, ,, =V, ,, olmak lizere, F,’yi Orten, hern € N
i¢gin V ,,, €U, sonlu kiimesi vardir dyle ki F, = f“(y) cu
Vyn = Vyn. f kapal bir doniisiim oldugundan, her n € N ve her

y€f(F) i¢in yeW,, ve f~() cf(W,,)cl,, olacak
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sekilde bir W,,,, c Y agik kiimesi vardir. Her n € N i¢in W, =
{Wy,n: y € f(F)} olacak sekilde kuralim. Buna gore Vn € N igin her
W, Y’deki agik kiimelerle olusturulan, f(F)’nin bir ortiisidiir. Y
sozde Menger (QM) oldugundan her n € N i¢in H,, € W, ve
f(F) € UpenVU H,, olacak sekilde sonlu kiimelerin bir (H,)nen
digisi vardir.gHer n € N ve her H € H,, i¢in f~(H) cU Uy ile
birlikte sonlu bir Uy € U,, kiimesi vardir. Eger G, ={U €
U ., UeEU y, HeH,}ise hern €N i¢in G,,, U ,,’nin sonlu
bir alt kiimesidir. f ag¢ik bir doniisiim oldugundan

@y er((Joon )

neN
= f* (Uu %) c|Jrwa | Jusa
nenN nenN neN

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
5.2 Yildiz Se¢cme Prensiplerinin Zayif Formlar

Tanmm 5.2.1 (Kocev, 2009) Bir X topolojik uzayina hemen hemen
(almost) y1ldiz Menger uzay1 denir eger X’in acik Ortiilerinin her bir
(Up)ney dizisi igin bir (V,) ey dizisi vardir 6yle ki her n € N i¢in
V, € U,, her n € N i¢in V,, sonlu ve {St(u Vp, Uy):n € N} ailesi

Xin bir agik ortiistidiir, yani;

X = U ICEARTS
nenN

= UpenV {U € U,;: U N (UV) # 0}.

Not 5.2.2 Agik-regiiler kiime agik kiime oldugundan Kocev (Kocev,
2009) hemen hemen Menger (aM) taniminda oldugu gibi hemen
hemen yildiz-Menger (aSM) tanimimi agik-regiiler kiimeler
kullanarak da tanimlanabilecegini gostermistir.

Teorem 5.2.3 (Kocev, 2009) Bir X topolojik uzayr hemen hemen

yildiz-Mengerdir < agik-regiiler kiimelerle olusturulan X ’in

ortiilerinin bir (U,,) ey dizisi i¢in bir (V,,) ey dizisi vardir 6yle ki
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her n € N i¢in V,;, U,, 'nin sonlu alt kiimesi ve {St(U VYV, Uy):n €
N} X'in bir Griisiidir.

Ispat (=): (U,) ey, X in regiiler-agik kiimelerle olusturulan acik
ortiilerinin bir dizisi olsun. Her regiiler-agik kiime acik oldugundan
(Up)nen, X’in agik ortiilerinin bir dizisidir ayn1 zamanda. X hemen
hemen yildiz-Menger (a-SM) oldugundan bir (V,,) ey dizisi vardir
Ooyle ki her n € N i¢in V,, U, 'nin sonlu alt kiimesi ve X =

UnEN St(U vn: un)-

(&): (Up)nen, X in agik-regiiler kiimelerle olusturulan Ortiilerinin
bir dizisi i¢in bir (V,,) ey dizisi her n € N i¢in V,,, U,, *nin sonlu alt
kiimesi ve X = UpenSt(UV,, U,) olacak sekilde varsa X hemen
hemen yildiz-Menger midir? (U,,)neny , X ’in agik Ortiilerinin bir
dizisi olsun. X’in hemen hemen yildiz-Menger oldugunu gostermek

o

istiyoruz. (Uy)neny » Up = {ﬁ:U € 'Lln} ile tamimlanan bir dizi

4

olsun. Bu durumda her n € N i¢in U, , regiiler-acik kiimelerle
olusturulan X’in bir Ortiistidiir.

Gergekten, U regiiler-agik kiimedir (Kocev, 2009) (U acik = U =

U=U=U=U= U hem kapali hem ac¢ik) ve U c U, U agk
oldugundan. Buna gore, bir (V) ey dizisi vardir 6yle ki her n € N

i¢in V,,, U," ’niin sonlu bir alt kiimesidir ve {St(U Vo, Up):in € N},

X’in bir ortisidir, yani X = U,enSt(UV,, U,). Boylece ispat
tamamlanir.
Teorem 5.2.4 (Kocev, 2009) VU €U, ic¢in St(U,U,) =

St <ﬁ, un>.
Ispat UcU oldugundan St(U,U,) c St (ﬁ, Un> . XE
St <ﬁ, un> olsun. Buna gore, V' N U # @ ve x € V olacak sekilde
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V €U, vardir. Boylece VNU # @ elde edilir x € St(U,U,)

olmasini gerektiren her V € V, i¢in V = Uy, olacak sekilde Uy, € U,
secebiliriz. W,, = {U,:V € V,;} olsun. {St(U W,,U,):n € N} X’in

bir ortiistidiir, yani; X = Uney St(U W, U,,). x € X olsun. O halde

n € N vardir x € St(U V,, U},) olacak sekilde. x € X ve x’in her V
komsulugu i¢in, V N St(UV,,Uy,) # @ . Bu durumda, U € U,
vardir dyle ki

<VnU¢®>A<uvnnU¢¢>¢®
S>VnNnU+0AWUV, NU + Q).

U W, NnU # 0 elde edilir ve boylece x € St(UW,,,U,,) olur.

Teorem 5.2.5 (Kocev, 2009)X hemen hemen yildiz-Menger (a-SM)
ve Y bir topolojik uzay olsun. Eger f: X — Y hemen hemen siirekli,
orten bir doniisiim ise Y de hemen hemen yildiz-Menger (a-SM)
uzaydir.

Ispat (U,),en, Y nin regiiler-agik kiimelerle olusturulan &rtiilerinin
bir dizisi ve U," = {f"1(U):U € U,} olsun. Buna gore, f hemen
hemen siirekli bir doniisiim oldugundan ve her U € U,, regiiler-agik
kiime oldugundan her Un' , X ’in bir agik ortiisiidiir (Bkz. Sekil 35).

U u

almost
continnons

surjection

mapping

Sekil 35: aSM uzaymin hemen hemen siirekli-értenf altindaki
goruntuist
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X hemen hemen yildiz-Menger oldugu i¢in bir (V,, ),ey dizisi
vardir dyle ki hern € Ni¢in V,,' € U,,’, V,,' sonlu, her n € N i¢in

ve X = UpenSt(UVLU,) . Vo ={U:fYU)EV,’} ve x€

Xolsun. Boylece f~1(UV,) =uV,  olur ve x € St(f~1uV,,U,")
olacak sekilde bir n € N vardir. y € f(x) €Y ise

y e £ (Se(F UV U)) € £ (Se(F 1 U V). Uy)) <
St(UV,, Uy,).

Son kapsamay1 ispatlayalim:

Varsayalim ki f=2(U V,) n f~1(U) # @ olsun. O halde f(f~*(u

V)N fF(F1(U)) = @ . Boylece UV, NU # @ . Buna gore, X
hemen hemen y1ldiz-Menger uzayidir.

Not 5.2.6 Kocinac (Kocinac, 1999a) parakompakt uzaylarda Menger
(M) ve yildiz-Menger (SM) uzaylarin birbirine denk oldugunu
kanitladi. Kocev (Kocev, 2009) regiiler hemen hemen Menger (aM)
uzaymin Menger oldugunu ispatladi. Buna gore asagidaki sonug elde
edilir.

Sonug¢ 5.2.7 Regiiler, parakompakt bir X uzayinda asagidakiler
birbirine denktir (Bkz. Sekil 36).

(@) X Menger uzayidir (M)
(b) X yildiz-Menger uzayidir (SM)
(c) X hemen hemen Menger uzayidir (aM)

« parakompakt <
2 T
. - M = SM
U
~ &« aM

Sekil 36: M ve SM tipi ortii 6zellikleri arasindaki iligki
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6. Sonuc¢

Siikran KONCA
Nuran ALAR
Yiicel AYDIN

Bu kitapta onemli bir topolojik 6zellik olan kompaktligin
daha genel formlar1 olan oOrtii Ozellikleri derlenmistir. Yildiz
kompaktlik ve y1ldiz segcme prensipleri teorisi iizerine su ana kadar
yapilmig bazi temel calismalar incelenip derlenerek kompaktlik,
yildiz kompaktlik, o -kompaktlik, Lindelof 6zelligi ile bunlarin
kendi aralarindaki iligkiler ve segme prensipleriyle ile yi1ldiz segme
prensipleri arasindaki iligkiler ¢ahisilmistir. Klasik se¢me
prensiplerinden Menger, Rothberger, Hurewicz ortii 6zellikleri,
yildiz-Menger, yildiz-Rothberger, yildiz-Hurewicz ortii 6zellikleri,
kuvvetli yildiz-Menger, kuvvetli yi1ldiz-Rothberger, kuvvetli yildiz
Hurewicz ortii 6zellikleri ve bu ozellikleri saglayan uzaylarin bazi
topolojik 6zelliklerini aragtirdik. Klasik segme prensipleri ve yildiz
segme prensipleri ile bunlarin zayif formlar1 ve bunlarin kendi
aralarindaki iliskiler ¢calisilmistir. Zayif Menger, zayif Rothberger,
zayif Hurewicz ortii Ozellikleri, hemen hemen-Menger, hemen
hemen Rothberger, hemen hemen Hurewicz ortii 6zellikleri, yildiz-
Menger, y1ldiz-Rothberger, y1ldiz Hurewicz ortii 6zelliklerinin zayif
versiyonlarin1 saglayan wuzaylarin bazi topolojik 6zelliklerini
arastirdik. Su ana kadar ilgili uzaylarin 6zellikle temel nitelikteki
yapilmis ¢alismalar iizerine yogunlastik ve bu makalelerde 1spati
verilmemis baz1 sonuglari veya okuyucuya birakilan teoremleri
burada 1spatladik. Bu anlamda bu kitap, son zamanlarda énemli bir
caligma alani olarak karsimiza ¢ikan se¢gme prensipleri konusuna
yeni baglamak isteyenler i¢in, temel olusturmak adina faydali bir
Tiirk¢e kaynak niteligindedir.
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Yuksek lisans tez ¢aligmalarinin bir GriinG olan bu kitapta,
topolojide ¢ok 6nemli bir yer edinen o6rtu 6zelliklerinden
klasik segcme prensipleri, yildiz segme prensipleriyle bun-
larin zayif formlari incelenmis olup bu 6rti 6zelliklerinin
kendi aralarindaki iligkiler derlenmistir. Zayif Menger, zayif
Rothberger, zayif Hurewicz ortu Ozellikleri, hemen
hemen-Menger, hemen hemen Rothberger, hemen
hemen Hurewicz 6rtt 6zellikleri, yildiz-Menger, yildiz-Ro-
thberger, yildiz Hurewicz 6rttiirézelliklerinin zayif versiyon-
larini saglayan uzaylarin bazi topolojik 6zelliklerini arastir-
dik:"Su ana kadar ilgili uzaylarin 6zellikle temel nitelikteki
yapilmis ¢galigmalar Uzerine yogunlastikve ilgili makaleler-
de elde/edilen ve i1spati verilmemis bazi sonuglari veya
okuyucuya birakilan teoremleri burada ispatladik. Bu
anlamda bu galisma, son-zamanlarda matematigin bir alt
bilim dali olan topolojide énemli bir_galigma alani olarak
kargsimiza cikan klasik se¢cme prensipleri ve yildiz segme
prensipleri ile bunlarin zayif formlari‘Gzerine olup 6zellikle
bu alana ilgi duyan ve temel olusturmak isteyen okuyucu-
lara faydali bir Turk¢e kaynak olmasi hedeflenmektedir.



